Chuyén dé Cao hoc nganh Toan

LY THUYET TOPO

PGS.TS. Tran Van An

Vinh, 10/2008 1/111



Ly thuyét Topd

TAI LIEU THAM KHAO

[1] Phan Ditc Chinh, Gidi tich ham, Nha xuat ban Dai hoc va
Trung hoc chuyén nghiép, Ha Noi 1978.

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 2 /111



Ly thuyét Topd

TAI LIEU THAM KHAO

[1] Phan Ditc Chinh, Gidi tich ham, Nha xuat ban Dai hoc va
Trung hoc chuyén nghiép, Ha Noi 1978.

[2] J. Kelley, Topé dai cuong, Nha xuat ban Dai hoc va Trung hoc
chuyén nghiép, Ha Noi 1973.

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 2 /111



Ly thuyét Topd

TAI LIEU THAM KHAO

[1] Phan Ditc Chinh, Gidi tich ham, Nha xuat ban Dai hoc va
Trung hoc chuyén nghiép, Ha Noi 1978.

[2] J. Kelley, Topé dai cuong, Nha xuat ban Dai hoc va Trung hoc
chuyén nghiép, Ha Noi 1973.

[3] D6 van Luu, Topo dai cuong, Nha xuat ban Khoa hoc va Ky
thuuat, Ha Noi 1998.

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 2 /111



Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1. Cac khai niém cc ban

1.1.1. Dinh nghia. Cho tap hgp X. Ho 7 céc tap con ctiia X dugc

goi 14 mot topo néu thod man cac dieu kién sau

(T1) ¢, X €T;

(T2) Néu Gy €T, acAthi | ] G, €T;

aeN

(T3) Néu G,GeT,thiGiNGyeT.

Khi d6 cap (X,7) dudc goi 1a mot khong gian topo. Cac phan ti
cua X dugc goi la diém cta khong gian topo, cac tap hgp thudec 7 dugc
goi 1a cac tap md.

Nhan xét rang tit (T3) ta suy ranéu G; € 7,i=1,...,n, thi

ﬁ G eT
i=1
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

Cac vi du. 1) Gia st X la mot tap hop tuy v, 7 = {¢, X'}. Khi d6 T
14 mot topo trén X va né dudge goi 1a topo tho tren X, (X, 7T) duge goi
la khong gian topo tho.

2) Gid st X 1a mot tap hop tuy §, 7 = P(X). Khi d6 7 1a mot topo
trén X va né duge goi 1a topo roi rac trén X, (X, 7) duge goi 1a khong
gian t6po rdi rac.

3) Gid sit X = R. Ky hiéu

T = {| J(ai, bi)lai, bi € R,a; < by, i €1, I 1a tap chi s6 tuy }.
icl

Khi d6 7 1a mot topo trén X va né duge goi 1a topo tu nhién hay
topd thong thuong trén R.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.2. Pinh nghia. Cho tap hgp X. Gid sit 7, U 1a hai topo trén X.
Ta noéi rang topo 7 1a thé hon topo U (hay t6po U 1a min hon topo 7))
néu 7 C U. Lic d6 ta ciing néi rang topo 7 1a yéu hon topo U (hay
topo U 1a manh hon topo 7).

1.1.3. Dinh nghia. Cho khong gian topo (X, 7). Tap E C X dugc
goi déng néu tap X \ E 1a md.

Nhan xét Ky hieu F 1a ho tat ca cic tap con doéng clia khong
gian topo X. Khi d6 ho F c6 cac tinh chat

(Fl) o, X € F.

(F2) Giao ctia mot ho tuy y céc tap hop thude F cing thude F;

(F3) Hop cua hai tap hop thuoc ho F cang thudc ho F;
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.4. Dinh nghia. Cho khong gian topo X, E C X. Giao ciia ho tat
ca cac tap con dong ciia X ma chita E cling 1a mot tap dong chita E.
Ta goi giao d6 1a bao déng ctia Eva ky hieu 1a E, nghia la

E=(){F:F déng,ECFCX}.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.4. Dinh nghia. Cho khong gian topo X, E C X. Giao ciia ho tat
ca cac tap con dong ciia X ma chita E cling 1a mot tap dong chita E.
Ta goi giao d6 1a bao déng ctia Eva ky hieu 1a E, nghia la

E=(){F:F déng,ECFCX}.

1.1.5. Cac tinh chéit ctia bao déng

a) E C E v6i moi E C X;

b) Néu E C F C X, thi E C F;

c) Véimoi E,F C Xtaco EUF =EUF;
d) E=(E)= _
e) Gia st E C X. Khi d6 tap E la dong khi va chi khi E = E.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.6. Dinh nghia. Gia sit X la khong gian topo, A C X. Tap U C X
dudc goi 1a lan cdn cia A trong X, néu ton tai tap mé V C X sao cho
AcCV cU.

Truong hop A = {x}, thi ta néi rang U la lan cin cia diém x.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.6. Dinh nghia. Gia sit X la khong gian topo, A C X. Tap U C X
dudc goi 1a lan cdn cia A trong X, néu ton tai tap mé V C X sao cho
ACV cCU.

Truong hop A = {x}, thi ta néi rang U la lan cin cia diém x.

1.1.7. Ménh dé. Gid s X la khong gian topo, x € X. Ky hiéu U(x) la
ho tét cd cdc lan can cia diém x. Khi dé ta cé

(1) Néu V € U(x), thi x € V;

(2) NéuV elU(x)vaVC W, thh Wel(x);

(3) Néu U,V elU(x), thh UNV € U(x) ;

(4) Néu U € U(x), thi ton tai V € U(x) sao cho V C U va U € U(y)
vdi moi y € V.

Chiing minh danh cho ban doc.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.8. Dinh nghia. Gia st X la khong gian topo, E C X, x € X.
biém x dudc goi 1a diém trong ctia E néu E 1a mot 1an can cia x;
Diém x dugc goi 1a diém ngoai ciia E néu X'\ E 1a mot 1an can cla x;
biém x dudc goi 1a diém gidi han ctia E néu véi moi lan can U clia x

ta luon c6 UN (E\ {x}) # ¢;
biém x dudc goi 1a diém dinh ctia E néu v6i moi lan can U ciia x ta

luon c6 U N E # ¢;
Diém x dudc goi la diém biéen ctia E néu v6i moi lan can U ciia x ta
luon c6 UNE # ¢ va UN(X\ E) # ¢;

Tap hop tat ca cac diém trong ctia E dudc goi 1a phan trong ctia E
va ky hiéu la E° hay IntE;

Tap hop tét ca cac diém ngoai ctia E dudc goi 1a phan ngoai ciia E
va ky hiéu la ExtE;
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

Tap hop téat ca cac diém giéi han cta E dugc goi la tap din zudt cia
E va ky hiéu 1a E';

Tap hop téat ca cac diém bien ctia E dudc goi 1a bién clia E va ky
hiéu 1a JE.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

Tap hop téat ca cac diém giéi han cta E dugc goi la tap din zudt cia
E va ky hiéu 1a E';

Tap hgp tat ci cac diém bien clia E dudc goi la bién ciia E va ky
hiéu 1a JE.

1.1.9. Ménh dé. Cho khong gian topo X. Khi do
(1) Tap E C X la dong khi va chi khi E' C E;
(2) E=EUE';
(3) Bao déng ciia E la tap déng bé nhat chiia E.
1.1.10. Ménh dé. Cho khong gian topo X. Khi do
(1) Phan trong cia E la tdgp md lén nhat dugc chita trong E;
(2) Tap E C X la md khi va chi khi E la lan cin ciia moi diém
thuoc no.

Chiing minh xem nhu bai tap.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.11. Dinh nghia. Cho khong gian topo (X,7). Ho B C 7 dudc goi
13 mot co sd ctia topd 7, néu véi moi x € X va véi moi lan can U cla
x, ton tai V € B sao cho x € V C U.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.11. Dinh nghia. Cho khong gian topo (X,7). Ho B C 7 dudc goi
13 mot co sd ctia topd 7, néu véi moi x € X va véi moi lan can U cla
x, ton tai V € B sao cho x € V C U.

1.1.12. Dinh 1y. Diéu kién can va di dé ho B C T la mot co sd ciia
topo T 1a moi U € T ¢6 thé biéu dién dugc dudi dang U = U V; vdi
iel
VieB,iel.
Chitng minh. DU Tt gid thiét dieu kién dt ta c6 B C 7. Bay gio gia
st x 1a diém bat ky thuoc X va U la lan can md bat ky ctia x. Vi
U=JVivéiVieB,icl nenton tai i, € I sao cho x € V;, C U.
iel

CAN Gia stt B 1a co s6 ctia topo 7. Khi d6 BC 7. Giast U € 7T,

nghia 13 U 13 tap mé trong X. Theo Dinh nghia 1.1.11 v6i bat ky x € U
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

ton tai Vi € B sao cho x € Vi, C U. Vithétacs Uc | ] Vi C U. Do
xeU
d6 ta thu duge U= | J Vi véi Vi € B véi moi x € U.
xeU
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

ton tai V € Bsao cho x € Vi, C U. Vithétaco U C U Vi C U. Do
xelU
do6 ta thu duge U = U Vi v6i V€ Bvéimoi x € U.
xeU

1.1.13. Ménh dé. Gid st B la mot ho cdc tap con nao dé cia mot

tap hop X cho trudc sao cho X =U{B : B € B}. Néu vdi moi cip

U,V € B va vdi moi x € UNV, ton tai W € B sao cho

x €W cCUNV, thi ton tai mot topo T tréen X nhan ho B lam co sd.
Chiing minh. Ky hieu 7 1a ho tat ci cdc hop tuy ¥ clia cdc phan tit

thuoc B. Khi d6 dé thay rang 7 thod méan cac diéu kién (T7) va (Tp).
Bay gio gidstt U,V eT.Laybatky xc UNV,taco x € U,x € V.

Do déton tai Vi e Bva Vb e Bdéx e Vy C U, x € Vo, C V. Béi vay

x € Vi N V. T gid thiét suy ra ton tai W, € B sao cho

xeW,cvinWcunV.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

T désuyra UNV C U Wi, Cc UN V. Vi thé ta c6
xeunv

unv = U W, eT.
xeunVv

Do d6 7 1a mot topo. Tt Dinh 1y 1.1.12 suy ra rang 7 nhan B lam co
sG.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

T désuyra UNV C U W, Cc UN V. Vi thé ta co
xeunv

unv = U W, eT.
xeunVv

Do d6 7 1a mot topo. Tt Dinh 1y 1.1.12 suy ra rang 7 nhan B lam co
sG.

1.1.14. Dinh nghia. Ho o céc tap con cua khong gian topo (X, 7)
duge goi 1a mot tién co sd clia topd 7 trén X néu X = U{S:S € o} va
ho tat ci cac giao hitu han ctia cdc phan tit thuoc ho o lap thanh mot
co s cua topo 7.

Vi du. Trong R ho o = {(—0o0, a), (b, +00) : a,b € R} 1a mot tién co sG
cua topd thong thuong.

S S
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.15. Pinh nghia. Khong gian topd X ma topo cua né cé co sé
dém dugc dudc goi 1a khong gian thod man tién dé dém dudc thit has.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.15. Pinh nghia. Khong gian topd X ma topo cua né cé co sé
dém dugc dudc goi 1a khong gian thod man tién dé dém dudc thit has.

1.1.16. Ménh dé. Gid s A la tap con khong dém duoc ciia khong
gian thod man tién dé dém duoc thi hai X. Khi dé tip A chia diém
gidi han cia no.

Chiing minh. Gid st A khong chita diém giéi han nao ctia n6. Khi dé
v6i moi x € A, ton tai lan can Uy clia x sao cho Uy N (A\ {x}) = ¢. Gia
st B 1a co s6 dém dugce ctia topo 7 trén X. Khi d6 ton tai B, € B sao
cho x € By C Uy ma By, N A\ {x} = ¢. Suy ra tuong tng x — B, tit A
vao B 1a mot don anh. Vi A 1a tap khong dém dude, nén B ciing 1a ho
khong dém duge. Diéu nay mau thuan véi gia thiét. Vay A chita diém
giéi han cta né.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

cX.Tap A
dLIdc goi la tru mat trong tap hop B néu B C A. Né =X, thi A
dudc goi 1a tra mat khdp ndi trong X.

Khong gian topo X dudc goi 1a khd ly néu né chita mot tap con dém

duge trit mat khap ndi trong X.

Vi du. R la khong gian kha ly theo topo thong thuong, vi ¢6 tap cac
s6 hitu ty trit mat trong R.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.17. Dinh nghia. Cho X la khong gian topo, A,
dugc goi 1a tra mat trong tap hop B néu B C A. Néu
dudc goi 1a tra mat khdp ndi trong X.

Tap A

C X.
= X, thi A

B
A

Khong gian topo X dudc goi 1a khd ly néu né chita mot tap con dém
duge trit mat khap ndi trong X.

Vi du. R la khong gian kha ly theo topo thong thuong, vi ¢6 tap cac
s6 hitu ty trit mat trong R.

1.1.18. Dinh ly. Maéi khong gian thod man tien dé dém dugc thi hai
la mot khong gian khd ly.

Chatng minh. Gid st B 1a mot co s dém duge trong X. V6i mdi
B € B ta chon phan tit xg € B. Khi d6 tap hop A= {xg : B € B} 1a
dém dugc. Ta sé chitng minh ring A = X. Mudn vay ta sé chiing minh )
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

rang X \ A = ¢. That vay, vi X \ A la tap mé trong X va
(X\A)NA=¢, nén X\ A=¢. Vinéu X\ A # ¢, gid sit x € X \ A.
Khi d6 ton tai B € B sao cho x € BC X\ A. Suy ra xg € AN X \ A.
Didu nay mau thuan véi didu la (X \ A)NA = ¢. Vay X = A.

1.1.19. Dinh nghia. Cho khong gian topo X, x € X va U(x) 1a ho
tat ca cac lan can ctia x. Ho B(x) C U(x) dugc goi 1a co sd lan can cila
diém x néu véi moi U € U(x) ton tai V € B(x) sao cho x € V C U.
Khoéng gian topd X ma tai mdi diém ctia n6 c6 mot co s lan can
dém dugc, dude goi 14 khong gian thod man tién dé dém dudc thit nhat.

v
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.20. Ménh dé. Gid s X la khong gian topo, A C X. Khi dé cdc
dieu kien sau la tuong duong

(a) x € A;

(b) V&i moi co sd B(x) cia x va vdi moi U € B(x) ta c6 UNA # ¢;

(c) Ton tai mot co sd B(x) ciia x sao cho UN A # ¢ vdi moi
U € B(x).

Chitng minh. (a) = (b) Gia st rang (b) khong ding, nghia 1a ¢6
mot ¢ s6 B(x) cta x va mot U € B(x) sao cho UN A = ¢. Khi dé ta co
AC X\ UvaX\Udoéng. Vithe AcC X\ U va x ¢ A Diéu nay mau
thuan véi (a).

(b) = (c) 1 hién nhien.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

(c) = (a) Gia sit rang (a) khong ding, nghia la x ¢ A. Khi dé, ton
tai mot tap dong F chita A sao cho x ¢ F. Xét tap V = X \ F, ta co V
md, x € Vva VNA=¢ Vi B(x) lacosdlan can clia x, nén ton tai
U € B(x) sao cho x € U C V. Lic d6 ta c6 UN A = ¢. Diéu nay mau
thuan véi (c).
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

(c) = (a) Gia sit rang (a) khong ding, nghia la x ¢ A. Khi dé, ton
tai mot tap dong F chita A sao cho x ¢ F. Xét tap V = X \ F, ta co V
md, x € Vva VNA=¢ Vi B(x) lacosdlan can clia x, nén ton tai
U € B(x) sao cho x € U C V. Lic d6 ta c6 UN A = ¢. Diéu nay mau
thuan véi (c).

1.1.21. Hé qua. Néu U la tap md va UNA = ¢, thi U_ﬂZ: ¢.
Dac biet, néu U va V la cac tap md roi nhau, thi UNV =¢=UNV.
Chitng minh. Gia sit ton tai x € UN A. Vi U(x) ciing 1a mot co s6 lan

can ctia x, nén theo Ménh de 1.1.20 (b) ta c6 U N A # ¢. Dieu nay mau
thuan véi gia thiét. Vi thé UN A = ¢.

v
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.22. Dinh nghia. a) Ho {As}ses cac tap con ctia khong gian

topo X dudc goi la hitu han dia phuong néu véi mdi diém x € X ton tai
mot 1an can U ctia x sao cho tap {s € S: UN As # ¢} 1a tap htu han.

b) Ho {As}ses cac tap con ctia khong gian topo X dugce goi la roi

rac néu véi mdi diém x € X ton tai mot 1an can U ciia x sao cho U
giao v6i nhiéu nhat 13 mot tap hop ctia ho nay.

co
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.22. Dinh nghia. a) Ho {As}ses cac tap con ctia khong gian
topo X dudc goi la hitu han dia phuong néu véi mdi diém x € X ton tai
mot 1an can U ctia x sao cho tap {s € S: UN As # ¢} 1a tap htu han.

b) Ho {As}ses cac tap con ctia khong gian topo X dugce goi la roi
rac néu véi mdi diém x € X ton tai mot lan can U ciia x sao cho U ¢6
giao v6i nhiéu nhat 13 mot tap hop ctia ho nay.

1.1.23. Dinh ly. Vi moi ho hitu han dia phuong {As}scs ta cé dang
thite U As = U As.

seS seS
Chatng minh. Tit cac tinh chat ctia bao déng ta suy ra As C |J As
seS
v6i mdi s € S. Vithé taco |J As C | As. Dé chitng minh bao ham

seS seS
thitc ngudc lai truée hét ta luu § rang: nhd tinh hitu han dia phuong
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

ctia ho {As}ses, vi mdi x € |J As, ton tai mot 1an can U clia x sao cho

seS

tap Sx = {s € S: UN As # ¢} la hitu han. Khi d6 tit Menh dé 1.1.20 ta
suyrarang x¢ |J As. Vi xe JAs= U AsU U As, nén tu

s€S\ Sy seS seS, SES\ Sy
nhan xét trentac6 x€ |J AsC U As. Vay U As C U As.
seSx seS seS seS
Do d6 ta c6
UA =] A
seES seS

T dinh 1y trén ta c6 cidc hé qua sau
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Chuong 1. Khong gian topo

1.1 Cac khai niém co ban

1.1.24. Hé qua. Gid st {As}ses la ho hiu han dia phuong va

A= |JAs. Néu A dong voi moi s € S, th A la déng v néu As vira
seS

md via dong vdi moi s € S thi A via md via dong.

1.1.25. Hé qua. Néu {As}ses la ho hitu han dja phuong (roi rac), thi
ho {As}ses cing la ho hiu han dia phuong (tuong dng, r0i rac).

Chutng minh cidc Hé qua nay danh cho ban doc.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

1.2. T6po cam sinh, tinh tach dudc

1.2.1. Dinh nghia. Gia st (X,7) 1a mot khong gian topo, Y C X.
Khidoho U={UCY:U=YNV,VeT}lamot topo trén Y.
Topo U duge goi 1a topo cam sinh bdi topo T trén Y.

Khong gian topo (Y,U) duge goi 1a khong gian con ctia khong gian
topo (X, T).
Nhan xét. Néu (Y,U) 1a khong gian con ctia khong gian topo (X, 7)
va (Z,B) la khong gian con cua khong gian (Y,U), thi (Z,B) 1a khong
gian con ctia khong gian topo (X, 7).
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Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

1.2. T6po cam sinh, tinh tach dudc

1.2.1. Dinh nghia. Gia st (X,7) 1a mot khong gian topo, Y C X.
Khidoho U={UCY:U=YNV,VeT}lamot topo tren Y.
Topo U duge goi 1a topo cam sinh bdi topo T trén Y.

Khong gian topo (Y,U) duge goi 1a khong gian con ctia khong gian
topo (X, T).
Nhan xét. Néu (Y,U) 1a khong gian con ctia khong gian topo (X, 7)
va (Z,B) la khong gian con cua khong gian (Y,U), thi (Z,B) 1a khong
gian con ctia khong gian topo (X, 7).

1.2.2. Dinh ly. Gia st (X, T ) la mot khong gian topo, (Y,U) la khong
gian con cia no va ACY . Khi do

(a) Tap A la dong theo topo U khi va chi khi A=Y N F vdi F la tap
dong theo topo T ;

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 21 /111



Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

(b) Diém y € Y la diém gidi han cia tip A theo topo U khi va chi
khi né la diém gidi han cia A theo topo T ;

(c) A=A"ny.

Chiing minh. (a) Ta c6 A déng trong Y theo topd U khi va chi khi

Y \ A la mé trong Y theo topo U khi va chi khi Y\ A=Y NV véi V
m§ theo topd 7 khi va chi khi A= (X\ V)N Y v6i V mé theo topo 7
khi va chi khi A=Y N F v6i F dong theo topo 7.

(b) Gia st y € Y la diém gi6i han ctia A theo topo U. Khi d6 v6i moi
lan can mé U cta y theo 7, tap V = UN Y la lan can mé cta y theo
topo U. Do d6 taco VN (A\ {y}) # ¢. Vithé UN(A\ {y}) # ¢, nghia
la y 1a diém gi6i han ctia A theo 7.

Nguoc lai, gid st y € Y la diém gi6i han ctia A theo topo 7 va U la
lan can ma cta y trong Y theo topo Y. Khi d6 U =Y NV véi V la tap
m§ theo topo 7. Vi VN (A\{y}) # ¢ va AC Y nén ta c6
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Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

UN(A\ {y}) # ¢, nghia la y la diém gi6i han ctia A theo topo U.
(¢) Taco A = ({F C Y : F dong theo U,AC F} =

=(W{ENY:E dongtheo T,AC E} =
— [N{E: E déng theo T,AC E}]nY=A"NY.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

N(A\ {y}) # ¢, nghia la y 13 diém gi6i han ciia A theo topo U.

(¢) Taco A =(|{F C Y:F dong theo U,AC F} =

=(W{ENY:E dongtheo T,AC E} =
— [N{E: E déng theo T,AC E}]nY=A"NY.

1.2.3. Dinh nghia. Gié sit X la khong gian

topo.
ctia X dugc goi 1a tdch dugc néu ANB=ANB =

Cac
¢
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Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

UN(A\ {y}) # ¢, nghia la y 13 diém gi6i han ctia A theo topo U.
(¢) Taco A = ({F C Y : F dong theo U,AC F} =

=({ENY:E dong theo T,AC E} =
= [N{E : E déng theo T,ACE}]HY:ZTH Y.

1.2.3. Dinh nghia. Gié sit X la khong gian topo. Cac tap con A, B
ctia X dugc goi 1a tach dugc néu ANB=ANB = ¢.

1.2.4. Ménh dé. Cac tip con A, B ciia khong gian topo X la tach
duoc khi va chi khi ching la cdc tap vita md via dong roi nhau trong
khong gian con AU B.

Chatng minh. CAN. Gid st A va B tach duge. Ky hieu B 1a bao dong

cua B trong khong gian con AU B va B 1a bao déng ctua B trong X.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

Khi d6 nhd Ménh dé 1.2.2 ta c6
B=BnN(AUB)=(BNA)U(BNB) =B,

nghia la B dong trong khong gian con AU B.

Twong tu ta chitng minh duge A dong trong khong gian con AU B.
Do A=(AUB)\ Bva B=(AUB)\ A va chiing minh trén ta suy ra A
va B 1a cac tap mé trong khong gian con AU B. Dé& thay AN B = ¢.
DU. Gia sit A va B la cac tap vita mé vira dong trong khong gian con
AUB va AN B = ¢. Ky hiéu A la bao dong cta A trong khong gian con
AU B va A la bao déng ciia A trong X. Khi dé ta c6

ANB=[AN(AUB)|NB=ANB=ANB=¢.

Tuong tu ta chitng minh duge BN A = ¢. Vay A va B la céc tap
tach dugc.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.2 Tép6 cam sinh, tinh tach dugc

1.2.5. Pinh ly. Gid s Y va Z la cdc tap con cung dong hodc cung
md cia khong gian topo X. Khi d6 Y \ Z va Z\'Y la tach dugc.
Chiing minh ctia dinh 1§ nay danh cho doc gid tham khao 6 [2].

1.2.6. Dinh ly. Gid s khong gian topo X la hop ciia cic tap con Y
va Z sao cho Y\ Z va Z\'Y tach dugec. Khi dé bao dong trong X cia
tap A C X la hop cia bao dong trong Y cia tap ANY vdi bao dong
trong Z cua tap AN Z.

Chiing minh mai doc gia xem [2].

1.2.7. Hé qua. Gid st khong gian topo X la hgp cia cdac tap Y va Z
sao cho Y\ Z va Z\'Y tdach dugc. Khi dé tap con A cia X la dong
(md) khi va chi khi tap ANY la dong (tuong ing, md) trong Y va tap
ANZ la dong (tuong ting, md) trong Z.

Ching minh mdi doc gia xem [2].
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Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

1.3. Luéi va su hoi tu

1.3.1. Pinh nghia. Cho tap D # ¢. Quan hé > trén D dudgc goi 1a
mot sy dinh hudng trén D néu thod man cac dieu kién

(a) Néu m, n, p 1a cac phan tit thuoc D sao cho m > n, n > p, thi
m > p;

(b) m > m v6i moi m € D;

(¢) Néu m, ne D, thi ton tai p € D sao cho p> m va p > n.

Tap hop D cung v6i mot sy dinh huéng > trén D duge goi 1a mot
tap cé hudng va ky hieu la (D, >).
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Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

1.3. Luéi va su hoi tu

1.3.1. Pinh nghia. Cho tap D # ¢. Quan hé > trén D dudgc goi 1a
mot sy dinh hudng trén D néu thod man cac dieu kién

(a) Néu m, n, p 1a cac phan tit thuoc D sao cho m > n, n > p, thi
m > p;

(b) m > m v6i moi m € D;

(¢) Néu m, ne D, thi ton tai p € D sao cho p> m va p > n.

Tap hop D cung v6i mot sy dinh huéng > trén D duge goi 1a mot
tap cé hudng va ky hieu la (D, >).

1.3.2. Dinh nghia. Gia st (D, >) 1a mot tap ¢6 huéng. Ta goi mot
ham S : D — X la mot ludi trong X (hay don gian 1a ludi hoac 1a day
suy rong) va ky hiéu 1a {S,,n € D, >} (hay {Sp}nep)-
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Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

Luéi {S,, n € D, >} dugc goi 1a ndm trong U C X tit mot lac nao d6
néu ton tai mét m € D sao cho v6in€ D va n> m, thi S, € U.

Lu6i {S,,n € D, >} dugc goi 1a thuong zuyén gap U néu véi mdi
méeE D ton tai n € D saochon>mva S, € U.

1.3.3. Dinh nghia. Gia st X la khong gian topo, {Sp},ep 14 mot lusi
trong X. Lu6i {S,}nep dude goi 1a hoi tu trong X dén diém s € X, néu
v6i moi lan can U cla s, ludi {S,}pep ndm trong U tit mot lac nao do.

Khong gian topo X duge goi la To-khong gian hay (khong gian
Hausdorff) néu v6i moi x,y € X ma x # y ton tai cac lan can Uy clia x
va V) clia y sao cho Uy NV, = ¢.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

Luéi {S,, n € D, >} dugc goi 1a ndm trong U C X tit mot lac nao d6
néu ton tai mét m € D sao cho v6in€ D va n> m, thi S, € U.

Lu6i {S,,n € D, >} dugc goi 1a thuong zuyén gap U néu véi mdi
méeE D ton tai n € D saochon>mva S, € U.

1.3.3. Dinh nghia. Gia st X la khong gian topo, {Sp},ep 14 mot lusi
trong X. Lu6i {S,}nep dude goi 1a hoi tu trong X dén diém s € X, néu
v6i moi lan can U cla s, ludi {S,}pep ndm trong U tit mot lac nao do.

Khong gian topo X duge goi la To-khong gian hay (khong gian
Hausdorff) néu v6i moi x,y € X ma x # y ton tai cac lan can Uy clia x
va V) clia y sao cho Uy NV, = ¢.

1.3.4. Pinh ly. Gid s@ X la khong gian topo, A C X. Khi do
(a) Diém s la diém gidi han ciia A khi va chi khi ton tai mot hidi
{Sn}nep trong A\ {s} hoi tu dén s;
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Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

(b) Diém s thuoc bao déng A khi va chi khi ton tai mot ki {Sp}nep
trong A hoi tu dén s;

(¢) Tap A la dong trong X khi va chi khi khong cé ludi {Sp}nep nao
trong A hoi tu dén diém thuoc X \ A.

Chimng minh danh cho doc gié, xem [2].
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Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

(b) Diém s thuoc bao déng A khi va chi khi ton tai mot ki {Sp}nep
trong A hoi tu dén s;

(¢) Tap A la dong trong X khi va chi khi khong cé ludi {Sp}nep nao
trong A hoi tu dén diém thuoc X \ A.

Chimng minh danh cho doc gié, xem [2].

1.3.5. Dinh ly. Khong gian topo X la Hausdorff khi va chi khi khong
¢6 ldi nao trong X hoi tu dén hai diém khac nhau.

Ching minh danh cho doc gid, xem [2].

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 28 / 111



Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

(b) Diém s thuoc bao déng A khi va chi khi ton tai mot lidi {Sp}nep

trong A hoi tu dén s;

(¢) Tap A la dong trong X khi va chi khi khong cé ludi {Sp}nep nao

trong A hoi tu dén diém thuoc X \ A.
Chimng minh danh cho doc gié, xem [2].

1.3.5. Dinh ly. Khong gian topo X la Hausdorff khi va chi khi khong

¢6 ldi nao trong X hoi tu dén hai diém khac nhau.
Ching minh danh cho doc gid, xem [2].
1.3.6. Dinh nghia. Ludi { Tp}mep dugc goi la ludi con cua luédi

{Sn}nee néu ton tai mot ham N : D — E sao cho
(a) T =S5,N (hay T; = Sp;, i € D);

(b) V6i mdi m € E ton tai mot n € D sao cho néu p > n, thi N, > m.

v
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Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

1.3.7. Dinh nghia. Gia st X la khong gian topo, {S,}nep 1a lusi
trong X. Diém s € X dugc goi la diém gidi han ciia idi {Sp}nep, néu
lu6i {Sp}nep thuong xuyén gap moéi lan can cia s.

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 29 / 111



Chuong 1. Khong gian topo

1.3. Ludi va su hoi tu

1.3.7. Dinh nghia. Gia st X la khong gian topo, {S,}nep 1a lusi
trong X. Diém s € X dugc goi la diém gidi han ciia idi {Sp}nep, néu
lu6i {Sp}nep thuong xuyén gap moéi lan can cia s.

1.3.8. Dinh ly. Diém s € X la diém gidi han ciia lwdi {Sp}nep trong
khong gian topo X khi va chi khi ton tai mot lwdi con {Sh}mepr clia
1idi {Sn}nep hoi tu dén s.

Chtng minh danh cho doc gid, xem [2].
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa dong phéi

1.4.1. DPinh nghia. Cho cac khong gian topo (X,7) va (Y,U). Anh
xa f : X — Y tit khong gian topo (X, 7) vao khong gian topo (Y,U)
dugce goi 1a (T ,U)-lién tuc (hay don gian, lién tuc) néu v6i moi U € U
taco FH(U) eT.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa dong phéi

1.4.1. DPinh nghia. Cho cac khong gian topo (X,7) va (Y,U). Anh
xa f : X — Y tit khong gian topo (X, 7) vao khong gian topo (Y,U)
dugce goi 1a (T ,U)-lién tuc (hay don gian, lién tuc) néu v6i moi U € U
taco FH(U) eT.

1.4.2. Dinh ly. Cho dnh za f : (X,T) — (V,U). Khi dé cac ménh de
sau la tuong duong

(a) f la anh za lién tuc;

(b) Vé&i moi tap dong B C Y ta c6 f~1(B) déng trong X;

(¢c) Véi moi tip S thudc tien co sd o trong Y, f~1(S) la tap md
trong X;

(d) V&i moi x € X va vdi moi lan can U cia f(x) ta cé f~1(U) la
mot lan can cia x;
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

(e) V&i moi x € X va vdi moi lan can U cia f(x), ton tai lan can V
cia x sao cho f(V) C U;

(f) Véi moi diem s € X va moi ludi {Sy}nep trong X hoi tu tdi s ta
c6 i {f(Sn)}nep hoi tu dén diem f(s);

(9) Vdi moi tap con A C X ta co f(A) C f(A);

(h) Véi moi tap con B C Y ta c6 f~1(B) C f~1(B);

(i) Vé&i moi tap con B C Y ta c6 f~1(IntB) C Intf ~1(B).

Chimng minh danh cho doc gié, xem tai lieu tham khao [2].
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

(e) V&i moi x € X va vdi moi lan can U cia f(x), ton tai lan can V
cia x sao cho f(V) C U;

(f) Véi moi diem s € X va moi ludi {Sy}nep trong X hoi tu tdi s ta
c6 i {f(Sn)}nep hoi tu dén diem f(s);

(9) Véi moi tip con A C X ta c6 f(A) C f(A);

(h) Véi moi tap con B C Y ta c6 f~1(B) C f~1(B);

(i) Vé&i moi tap con B C Y ta c6 f~1(IntB) C Intf ~1(B).

Chimng minh danh cho doc gié, xem tai lieu tham khao [2].

1.4.3. Dinh ly. Gid st X, Y, Z la cdc khong gian topo. Néu f : X — Y
va g: Y — Z la dnh za lién tuc, thi anh za hop gf : X — Z la lién tuc.

Chting minh danh cho doc gia.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4.4. Pinh nghia. Anh xa f : X — Y tu khong gian top6 X lén
khong gian topo Y dudc goi 1a dong phoi néu f 1a mot song anh va ci
hai 4nh xa f va f~1 déu lien tuc.

Néu f : X — Y la anh xa dong phai thi ta néi rang khong gian topo
X dong phoi v6i khong gian topo Y va ky hieu 1a X ~ Y.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4.4. Pinh nghia. Anh xa f : X — Y tu khong gian top6 X lén
khong gian topo Y dudc goi 1a dong phoi néu f 1a mot song anh va ci
hai 4nh xa f va f~1 déu lien tuc.

Néu f : X — Y la anh xa dong phai thi ta néi rang khong gian topo
X dong phoi v6i khong gian topo Y va ky hieu 1a X ~ Y.
1.4.5. Pinh nghia. Anh xa f : X — Y tit khong gian t6po X vao
khong gian topo Y dugc goi 1a anh ra md (déng) néu anh clia moi tap
mé (dong) trong X la tap mé (déng) trong Y.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4.4. Pinh nghia. Anh xa f : X — Y tu khong gian top6 X lén
khong gian topo Y dudc goi 1a dong phoi néu f 1a mot song anh va ci
hai 4nh xa f va f~1 déu lien tuc.
Néu f : X — Y la anh xa dong phai thi ta néi rang khong gian topo

X dong phoi véi khong gian topo Y va ky hiéu la X ~ Y.
1.4.5. Pinh nghia. Anh xa f : X — Y tit khong gian t6po X vao
khong gian topo Y dugc goi 1a anh ra md (déng) néu anh clia moi tap
mé (dong) trong X la tap mé (déng) trong Y.
1.4.6. Ménh dé. Gid st f : X — Y la mot song dnh lien tuc tw khong
gian topo X léen khong gian topo Y. Khi dé cdc khdang dinh sau la tuong
duong: (a) f la phép dong phoi;

(b) f la dnh xza md;

(c) f la anh xa dong.

Chting minh danh cho doc gia.
Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 32 /111




Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4.7. Nhan xét. Néu f : X — Y la mot anh xa lién tuc va A C X.
Ky hiéu f| la cai thu hep cia f lén khong gian con A ciia X. Khi dé
fla:A— Y la anh xa lién tuc tit khong gian con A vao Y.

Van dé dit ra la: Gid st {A;}ie; 1a mot ho cac tap con ctia khong
gian topo X sao cho X = [J A; va fi: A; — Y, i € | la anh xa lién tuc
i€l
sao cho fi|ana, = filana;. Voi diéu kién nao thi anh xa f : X — Y xac
dinh béi f(x) = fi(x) néu x € A; 1a anh xa lien tuc?

1.4.8. Dinh nghia. Ho U cac tap hgp dugce goi 1a cdi phi cha tap hop
B néu BC | J{U:UeU}.

v
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4.9. Dinh nghia. Ta noéi ring topo cia khong gian topo X 1a tuong
thich vdi cai phtt S = {A;}je/ clia X néu tir dieu kien M C X va M N A;
la mé (dong) trong A;, véi moi i € I ta suy ra M 1a mé (dong) trong
khong gian topo X.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.4. Anh xa lién tuc, anh xa déng phoi

1.4.9. Dinh nghia. Ta noéi ring topo cia khong gian topo X 1a tuong
thich vdi cai phtt S = {A;}je/ clia X néu tir dieu kien M C X va M N A;
la mé (dong) trong A;, véi moi i € I ta suy ra M 1a mé (dong) trong
khong gian topo X.

1.4.10. Dinh ly. Néu topo cia khong gian topo X tuong thich vdi cdi
phi S cia X, thi anh xa f lién tuc khi va chi khi cai thu hep cia né lén
cac tap hop A; cia cdi phi S la lién tuc trén A;, vdi moi i € I.

Chatng minh. CAN Hién nhien.
DU Gia st V 1a tap md bat ky trong Y. V6i mdi i € | ta c6
fi=fla : A — Y. Khidétaco U=f1(V)= £ V). Vi f lien
i€l
tuc, nén ta c6 UNA; = £, 1(V) 1a md trong A;. Tit gia thiét va Dinh

nghia 1.4.9 ta suy ra U mg trong X.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5. Céac tién dé tach

1.5.1. Pinh nghia. Khong gian topd X dugc goi la T1-khong gian
néu véi moi x,y € X ma x # y ton tai cac lan can Uy ctia x va V, clia
y sao cho y ¢ Uy va x & V,.

Vinh, 10/2008 35 / 111
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5. Cac tién dé tach

1.5.1. Pinh nghia. Khong gian topd X dugc goi la T1-khong gian
néu véi moi x,y € X ma x # y ton tai cac lan can Uy ctia x va V, clia
y saochoy ¢ U vax ¢ V,.

1.5.2. Ménh dé. Khong gian topo X la Ti-khong gian khi va chi khi
vdi moi x € X tap mot diém {x} la tap déng trong X.

Chttng minh danh cho doc gia.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5. Céac tién dé tach
1.5.1. Pinh nghia. Khong gian topd X dugc goi la T1-khong gian
néu véi moi x,y € X ma x # y ton tai cac lan can Uy ctia x va V, clia
ysao cho y ¢ Ux va x ¢ V,.
1.5.2. Ménh dé. Khong gian topo X la Ti-khong gian khi va chi khi
vdi moi x € X tap mot diém {x} la tap déng trong X.

Chttng minh danh cho doc gia.
1.5.3. Dinh nghia. Khong gian topo X dudc goi 1a To-khong gian

(hay 1a khong gian Hausdorff) néu v6i moi x,y € X ma x # y ton tai
céc lan can Uy cia x va V), clia y sao cho U, NV, = ¢.

Nhan xét. Mobi Tp-khong gian 1a T3-khong gian.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.4. Ménh dé. Moi khong gian con ctia mot Tr-khong gian la mot
To-khong gian.
Chiing minh danh cho doc gia.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.4. Ménh dé. Moi khong gian con ctia mot Tr-khong gian la mot
To-khong gian.
Chiing minh danh cho doc gia.

1.5.5. Ménh dé. Gid st X la mot khong gian topo, Y la khong gian
Hausdorff, f, g : X — Y la cdc dnh xa lién tuc. Khi do

(a) Tap A={xe X:f(x)=g(x)} la tap hop dong;

(b) Néu f =g trén mot tap hgp con tru mat cia X, thi
f(x) = g(x) vdi moi x € X.

Chting minh danh cho doc gia.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.4. Ménh dé. Moi khong gian con ctia mot Tr-khong gian la mot
To-khong gian.
Chiing minh danh cho doc gia.

1.5.5. Ménh dé. Gid st X la mot khong gian topo, Y la khong gian
Hausdorff, f, g : X — Y la cdc dnh xa lién tuc. Khi do
(a) Tap A={xe X:f(x)=g(x)} la tap hop dong;
(b) Néu f =g trén mot tap hgp con tru mat cia X, thi
f(x) = g(x) vdi moi x € X.
Chting minh danh cho doc gia.
1.5.6. Dinh nghia. Khong gian topo X dudc goi 1a chinh qui néu véi

moi x € X va véi moi tap déng F trong X khong chita x, ton tai mot
lan can Uy ctia diém x va lan can VF ctia tap F sao cho U, N Vg = ¢.

Khong gian chinh qui va Ti-khong gian duge goi 1a T3-khong gian.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.7. Dinh ly. Khong gian topo X la chinh qui khi va chi khi vdi moi
x € X va véi moi lan can md U cia x, ton tai mot lan cin md V ciia x
sao chox € V. C V C U.

Chitng minh. CAN Gia sit x 1a diém bat ky trong X va U la lan can
md bat ky cia x. Dat F = X'\ U. Khi d6 F la tap déng trong X khong
chita x. Vi X 1a khong gian chinh qui, ton tai lan can mé Uy clia x va
lan can mé VE cla F sao cho Uy N VE = ¢. Diat V = Uy. Khi do6 ta c¢6
VCX\VE Vithétaco xe VcVCX\VeEcCX\VFcCU.

DU Gia x la diém bat ky trong X va F la tap déng bat ky trong X
khong chita x. Dat U = X \ F. Khi d6 ta ¢6 x € U. Nho gia thiét diéu
kien di, ton tai tap mé V trong X sao cho x € V C V C U. Dat
U=V va Vg = X\ V. Khi dé Uy, VF thit ti 1a lan can ciia diém x va
tap F thod méan U, N Vg = ¢.

v
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.8. Dinh nghia. Khong gian topo6 X dudc goi la hoan toan chinh
qui néu véi moi x € X va moi tap déng F khong chita x, ton tai mot
anh xa lién tuc f : X — [0, 1] sao cho f(x) =0 va f(y) = 1 v6i moi
yeF.

Mot khong gian hoan toan chinh qui va la T3-khong gian duge goi 1a
khong gian Tikhonop (hay T3%—kh6ng gian).

Nhan xét. Mot khong gian hoan toan chinh qui 1a khong gian chinh
qui. T d6 suy ra mot khong gian Tikhonop la T3-khong gian.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.8. Pinh nghia. Khong gian t6po X dugc goi 1a hoan toan chinh
qui néu véi moi x € X va moi tap déng F khong chita x, ton tai mot
anh xa lién tuc f : X — [0, 1] sao cho f(x) =0 va f(y) = 1 v6i moi
yeF.

Mot khong gian hoan toan chinh qui va la T;-khong gian duge goi la
khong gian Tikhonop (hay T3%—kh6ng gian).

Nhan xét. Mot khong gian hoan toan chinh qui 1a khong gian chinh
qui. T d6 suy ra mot khong gian Tikhonop la T3-khong gian.

1.5.9. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi 1a khong gian chudn
tdc néu véi moi cap cac tap con dong A, B bat ky roi nhau ciia X, ton
tal cac lan can U ctia A va V ctia B sao cho UNV = ¢.

Mot khong gian chuan tic va Ti-khong gian dugce goi 1a T4-khong
gian.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.8. Pinh nghia. Khong gian t6po X dugc goi 1a hoan toan chinh
qui néu véi moi x € X va moi tap déng F khong chita x, ton tai mot
anh xa lién tuc f : X — [0, 1] sao cho f(x) =0 va f(y) = 1 v6i moi
yeF.

Mot khong gian hoan toan chinh qui va la T;-khong gian duge goi la
khong gian Tikhonop (hay T3%—kh6ng gian).

Nhan xét. Mot khong gian hoan toan chinh qui 1a khong gian chinh
qui. T d6 suy ra mot khong gian Tikhonop la T3-khong gian.

1.5.9. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi 1a khong gian chudn
tdc néu véi moi cap cac tap con dong A, B bat ky roi nhau ciia X, ton
tal cac lan can U ctia A va V ctia B sao cho UNV = ¢.

Mot khong gian chuan tic va Ti-khong gian dugce goi 1a T4-khong
gian.
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.10. Dinh ly. Khong gian topo X la chudan tdc khi va chi khi vdi
moi tap dong F va vdi moi tap mé U trong X chita F, ton tai tap md
V trong X sao cho FCV CV C U.

Chitng minh twong ty Dinh 1y 1.5.7, danh cho ban doc.

1.5.11. Dinh ly. Moi khong gian métric déu la T4-khong gian.
Ching minh xem tai lieu tham khéo [1].
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Chuong 1. Khong gian topo

1.5. Cac tién dé tach

1.5.10. Pinh ly. Khong gian topo X la chuan tdc khi va chi khi vdi
moi tap dong F va vdi moi tdp md U trong X chia F, ton tai tap md
V trong X sao cho FCV CV CU.

Chitng minh twong ty Dinh 1y 1.5.7, danh cho ban doc.

1.5.11. Dinh ly. Moi khong gian métric déu la T4-khong gian.
Chiing minh xem tai liéu tham khéo [1].

1.5.12. Dinh 1y (Uruxon). Néu A, B la hai tdp déng bat ky roi nhau
trong khong gian chudn tdc X, thi ton tai mot ham lién tuc f: X — R
xac dinh tréen X sao cho

(a) 0<f(x)<1 wdimoi x€X;

(b) f(x)=0 wvdi moi x € A;

(¢) f(x)=1 wvdimoi x € B.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [1].
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.1 Cac khai niém co ban

2.1. Tong topod
2.1.1. Dinh nghia. Cho ho cac khong gian topo {(Xa, 7o) }ach,

trongdéXaﬂngqbnéua;éﬁvaX: UXa. Gid st i : X — X 1a

a€eN

anh xa nhing, o € A. Goi 7 1a top6 min nhat trén X sao cho tat ca cac
anh xa iy, o € A lién tuc. Tap hop X cung véi topo 7 dude goi 1a tong
topo cua cac khong gian topo (X, 7o), a € A va ky hiéu la @ X, hoac

a€EN
Xl@X2@“'@Xk néu/\:{l,Q,...,k}.
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.1 Cac khai niém co ban

2.1. Tong topod

2.1.1. Dinh nghia. Cho ho cac khong gian topo {(Xa, 7o) }ach,
trongdéXaﬂngqbnéua;éﬁvaX: UXa. Gid st i : X — X 1a
a€eN
anh xa nhing, o € A. Goi 7 1a top6 min nhat trén X sao cho tat ca cac
anh xa iy, o € A lién tuc. Tap hop X cung véi topo 7 dude goi 1a tong
topo cua cac khong gian topo (X, 7o), a € A va ky hiéu la @ X, hoac
a€EN

Xl@X2@“'@Xk néu/\:{l,Q,...,k}.

2.1.2. Nhan xét. 1. Dé dang chiing minh dugc rang ho
o=1{GCX:i;}G) € Ty, € N} la tién cd s ctia topo 7 va T la
topo min nhat trén X sao cho tat ci cac iy, a € A lién tuc.
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Chuongll. Tc“;ng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.1 Cac khai niém co ban

2. D& thay rang G € 7 khi va chi khi G N X, € 7, v6i moi o € A.
Do d6 topd 7 la topo tuong thich véi cai phit {Xo }aen-
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.1 Cac khai niém co ban

2. D& thay rang G € 7 khi va chi khi G N X, € 7, v6i moi o € A.
Do d6 topd 7 la topo tuong thich véi cai phit {Xo }aen-

2.1.3. Dinh ly. Gid si f : @Xa — Y la dnh za ti tong topo @Xa
aeN a€eN

vao khong gian topo Y. Khi do f lién tuc khi va chi khi anh xq tich

foiq : Xoo — Y lién tuc vdi moi o € N\, trong do iy la phép nhing X, vao

@XQ, aeA.

aeN
Chatng minh. Gia st f lién tuc. Tt gid thiét anh xa iy : Xy — @ Xa
aeN

lién tuc ta suy ra f,i, lién tuc véi moi a € A.
Ngugc lai, Gia st foi, lién tuc v6i moi a € A. Vi foip, = f|x, vA Nhan
xét 2.1.2 topo 7 tuong thich véi cai phi { X4 }aen, dung Dinh 1y 1.4.10

ta suy ra f lién tuc.
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Chuongll. Tc“;ng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.1 Cac khai niém co ban

2.1.4. Dinh ly. V&i moéi o € A, dnh zq iy : Xy — @Xa la vita md,
aeN
via dong.

Chiing minh. V6i bat ky a € A va bat ky tap mé U C X,. Khi d6 ta
co UNXy =Uva UNXg= ¢ v6i moi B # . Vi U md trong X, va ¢
md trong Xg v6i moi 3. Tt Nhan xét 2.1.2 ta suy ra U mé trong
@Xa. Vi iy (U) = U, ta suy ra iy : X, — @Xa 14 4nh xa md.
aeN a€N

Tuwong ty ta ching minh duge i, 1a anh xa déng.
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.1 Cac khai niém co ban

2.1.5. Hé qua. Vdi moi o € N, dnh za iy : Xy — @Xa la phép nhing
aeN
dong phoi X, thanh khong gian con vita md, vica déng trong @ Xo-
a€eN

Ching minh. Vi X, vita md, vita dong trong X,, theo Dinh ly 2.1.4

ta suy ra ig(X,) vita md, vita dong trong @ X,. Theo Ménh dé 1.4.6
AN
anh xa iy 1 X, — @ X, 1a phép nhting dong phoi.
a€eN
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.1 Cac khai niém co ban

2.1.5. Hé qua. Vdi moi o € N, dnh za iy : Xy — @Xa la phép nhing
aeN
dong phoi X, thanh khong gian con vita md, vica déng trong @ Xo-
a€eN

Ching minh. Vi X, vita md, vita dong trong X,, theo Dinh ly 2.1.4

ta suy ra ig(X,) vita md, vita dong trong @ X,. Theo Ménh dé 1.4.6
AN
anh xa iy 1 X, — @ X, 1a phép nhting dong phoi.
a€eN

2.1.6. Pinh ly. Tong topo cta cic Ti-khong gian la T;-khong gian,
vdi i =1,2,3,4.

Chttng minh danh cho doc gia.
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

2.2. Khong gian tich

2.2.1. Dinh nghia. Cho ho cac khong gian topo {(Xa, 7o) taen. Xét
tap hop tich X = [ Xa- VOiméi a € A, taky hicu Po: X — X, I
aeN
phép chiéu ty nhién xac dinh bdi P, (x) = x, v6i mdi x = (x,) € X.
Topo 7 yéu nhat trén H X, sao cho cac anh xa P,, a € A lién tuc
aeN
dugc goi la topo tich (hay topo Tikhonop) cua cac topd 7y, € A, trén

tap tich H X,
aEN
Khong gian X = [ [ Xa v6i topo tich duogc goi la tich hay tich

a€eN
Tikhonop clua cac khong gian topo X,, a € A.
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Chuongll. Tc“;ng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

2.2.2. Dinh ly. Topo tich trén tap tich X = H X, €6 co s B gom
a€eN
cac tap V cé dang V = ﬂ P Y(G.), trong d6 G, C X, la tap md
ael
trong X, o € | va I la tap con hitu han cia A.
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

2.2.2. Dinh ly. Topo tich trén tap tich X = H X, ¢6 co sé B gom
a€eN
cac tap V cé dang V = ﬂ P Y(G.), trong d6 G, C X, la tap md
ael
trong X, o € | va I la tap con hitu han cia A.

2.2.3. Dinh ly. Vdi moi o € N, phép chiéu tu nhién P, : H Xy — Xo
aeN
la dnh za md.
Chaitng minh. Trude hét, gid st U 1a tap mé bat ky thuoc cd s B
clia topo 7, theo Dinh 1y 2.2.2 ton tai mot ho hitu han / C A va céac
tap mé G, C X, véi mdi o € | sao cho U = ﬂ P;l(Ga). Khi d6 néu

agl
a€ltacd Py(U)= G, connéu ae A\ thitacé Py(U)=X,.
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

N

Nhung c& G, va X, déu la cac tap md trong X,. Do d6 P,(U) la
tap md trong X,.

Bay givs gid sit V' la tap mé bat ky trong 7. Khi d6 V = [ J U;

jed
trong d6 U; € B v6imoi j € J. Vi Py(U;) la md trong X, v6i moi
Jj€J va Po(V)=P(U Uj) = U Pa(Uj), tasuy ra P,(V) latap mé
JjeJ Jjed

trong X, hay P, la anh xa md.
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

Nhung c& G, va X, déu la cac tap md trong X,. Do d6 P,(U) la
tap md trong X,.
Bay givs gid sit V' la tap mé bat ky trong 7. Khi d6 V = [ J U;
jed
trong d6 U; € B v6imoi j € J. Vi Py(U;) la md trong X, v6i moi
Jj€J va Po(V)=P(U Uj) = U Pa(Uj), tasuy ra P,(V) latap mé
JjeJ Jjed
trong X, hay P, la anh xa md.
2.2.4. Dinh ly. Gia st Y la khong gian topo va X = H Xo la tich
aeN

clia cdc khong gian topo X,, o € N. DE dnh za f: Y — X lién tuc,
dieu kién can va di la vdi moi o € N anh za Poof 1 Y — X, lién tuc.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

2.2.5. Pinh ly. (a) Néu X,, a € A la Ty-khong gian vdi 1 < k < 33,
thi X = H X cung la Ty-khong gian;
a€eN
(b) Néu X = H X khdc rong va la Ty-khong gian vdéi 1 < k < 4,
a€eN

thi Xy la Tyx-khong gian vdr moi o € .
Chitng minh. (a) - Vi Ty, To-khong gian cting mot kiéu chitng minh,
nén ta chi can ching minh cho truong hgp Tr-khong gian.

Gia stt X, 1a Tr-khong gian, o € A, v6i bat ky x,y € X v x # y. Do
X # y, nén ton tai i, € A sao cho x;, # y;,. Vi X;, 1a T,-khong gian, nén
tim dugc cac lan can mé U, V' tuong tng cla x;, va y;, sao cho
UNV =¢. Tt dé ta c6 P, *(U) va P (V) la cdc lan can md tuong
ung cia x va y trong khong gian tich X = H Xa thod méan
aEN
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

P-HU)N P (V) =¢. Vay X = [] Xa la To-khong gian.
aeN
- Gia st X, la T3-khong gian, o € A. Tit chiing minh trén ta chi can
ching minh X = H Xo 1a khong gian chinh qui. Gid sit x € X va U la
aEN
lan can mé bat ky ctia x thuoc co sé B clia topo tich, nghia 1a
n
x = (x) € U= () P;7M(U;) v6i U; mé trong X;, i =1,...,n. Khi d6 ta
i=1
c6x; € U, i=1,...,n. Do X;, 1a khong gian chinh qui, nén ton tai cac
lan can mé V; cua x; trong X;, saocho x; € V;Cc V; Cc U;, i=1,...,n.
n n n
Titd6 ta s x € (| P (Vi) c (VP (Vi) [P H(U) = U.
i=1 i=1 i=1

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 48 / 111



Chuongll. Tc“;ng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.2 Khéng gian tich

Dat V = (| P; (Vi) taco V md trong X vax € V C V C U. Vay X
=1
la khong gian chinh qui.

Chitng minh c4c phan con lai danh cho doc gia.

2.2.6. Dinh Iy. Khong gian tich X = H X, thod man tién dé dém
aeN

duoc thit k, k = 1,2 khi va chi khi X, la khong gian thod man tién dé

dém duoc thit k vdi moi o, tri ra mot tap dém dugc cic X, con tat cd

déu la khong gian tho.

Chiting minh danh cho doc gié, xem [2].
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Chuongll. Téng topd, khong gian tich, khong gian thuong

2.3 Khong gian thuong

2.3. Khong gian thuong

2.3.1. Dinh nghia. Cho khong gian topo (X,7) vA mot quan hé
tuong duong R trén X. Ky hiéu X/R 1a tap tat ca cac 16p thuong theo
quan hé tuong duong R va 7 : X — X /R la anh xa thuong cho béi
7(x) = [x] v6i moi x € X. Topo min nhét trén tap thuong X/R sao cho
anh xa thuong 7 lien tuc dugce goi 1a topo thuong trén X/R. Tap
thuong X /R cung v6i topo thuong trén né duge goi la khong gian
thuong va anh xa 7 : X — X/R dudc goi la phép chiéu tu nhién.
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2.3 Khong gian thuong

2.3. Khong gian thuong

2.3.1. Dinh nghia. Cho khong gian topo (X,7) vA mot quan hé
tuong duong R trén X. Ky hiéu X/R 1a tap tat ca cac 16p thuong theo
quan hé tuong duong R va 7 : X — X /R la anh xa thuong cho béi
7(x) = [x] v6i moi x € X. Topo min nhét trén tap thuong X/R sao cho
anh xa thuong 7 lien tuc dugce goi 1a topo thuong trén X/R. Tap
thuong X /R cung v6i topo thuong trén né duge goi la khong gian
thuong va anh xa 7 : X — X/R dudc goi la phép chiéu tu nhién.

2.3.2. Ménh dé. Topo thuong trén tip thuong X/R la ho
U={UCX/R: 77 Y(U)eT}.

Chaing minh. Dé thay rang ¢ € U va X/R € U. V6i ho bat ky

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 50 / 111
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2.3 Khong gian thuong

Ui €U, i€l viT latopo, tit ding thitc 71 (U U,-) =Jr N (U) ta
il i€l
suy ra 7! (U U;> € 7. Tuong tu, vi 7 1a topd ta c6
iel

a(UNV)=7r"YU)na (V) e T. Vay U la mot topo tren X/R.

Bay gio gia stt B 1a mot topo trén X /R sao cho phép chiéu 7 lien tuc.
Khi d6 véi méi B € B ta c6 7 1(B) € T. Do d6 B € U. Vay U 1a topo
min nhat tréen X /R sao cho anh xa 7 lien tuc. Do d6 U 1a topo thuong.
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2.3 Khong gian thuong

Ui €U, i€l viT latopo, tit ding thitc 71 (U U,-) =Jr N (U) ta
il i€l
suy ra 7! (U U,'> € 7. Tuong tu, vi 7 1a topd ta c6
iel

a(UNV)=7r"YU)na (V) e T. Vay U la mot topo tren X/R.

Bay gio gia stt B 1a mot topo trén X /R sao cho phép chiéu 7 lien tuc.
Khi d6 véi méi B € B ta c6 7 1(B) € T. Do d6 B € U. Vay U 1a topo
min nhat tréen X /R sao cho anh xa 7 lien tuc. Do d6 U 1a topo thuong.

Nhan xét. Tiu Ménh dé 2.3.2 ta suy ra tap B C X/R 1a déng theo
topo thuong khi va chi khi 7=1(B) la déng theo topo 7 trong X.
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2.3 Khong gian thuong

2.3.3. Dinh ly. Néun:(X,7) — (X/R,B) la dnh za lien tuc ti
khong gian topo (X, T ) lén khong gian topo (X/R,B) va anh xa md
(hodc dong), thi B la topo thuong.

Ching minh Gia st 7w 1a anh xa mé. Ky hiéu U 1a topd thuong trén
X/R. Ta sé& chiing minh ring B = U. Vi & lien tuc va U 1a t6po min
nhat tren X /R dé 7 lien tuc, ta suy ra B C U. Bay gio gid st U € U.
Tit Ménh dé 2.3.2 ta suy ra 7 1(U) € 7. Nho gid thiét 7 14 4nh xa md
va U =n[r"1(U)] tasuy ra U € B. Vay U C B. Do d6 ta c6 B =U.

Truong hgp f 1a anh xa déng, ching minh hoan toan tuong tu.
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2.3 Khong gian thuong

2.3.3. Dinh ly. Néun:(X,7) — (X/R,B) la dnh za lien tuc ti
khong gian topo (X, T ) lén khong gian topo (X/R,B) va dnh za md
(hodc dong), thi B la topo thuong.

Ching minh Gia st 7w 1a anh xa mé. Ky hiéu U 1a topd thuong trén
X/R. Ta sé& chiing minh ring B = U. Vi & lien tuc va U 1a t6po min
nhat tren X /R dé 7 lien tuc, ta suy ra B C U. Bay gio gid st U € U.
Tit Ménh dé 2.3.2 ta suy ra 7 1(U) € 7. Nho gid thiét 7 14 4nh xa md
va U =n[r"1(U)] tasuy ra U € B. Vay U C B. Do d6 ta c6 B =U.

Truong hgp f 1a anh xa déng, ching minh hoan toan tuong tu.
2.3.4. Dinh 1y. Anh za f : X/R — Y t@ khong gian thuong X/R vao
khong gian topo Y la lién tuc khi va chi khi dnh za hop for : X — Y
lién tuc.

Chtng minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuonglll.  Métric hod

3.1 Phép nhiing vao khéi 1ap phuong

3.1. Phép nhiing vao khéi lap phuong

Ta goi & khéi lap phuong va ky hieu 1a Q4 tap hop tit ca cac ham
f:A— Q xac dinh trén mot tap hop A nao dé va nhan gia tri trong
doan Q = [0, 1]. Topo tren @A 1a topo hoi tu theo diém (hay hoi tu
theo toa do).

3.1.1. DPinh nghia. Giast F = {f: X — Y} véi X, Y la cac khong

gian topo. Khi d6 anh xa e: X — H Y cho béi [e(x)]r = f(x), v6i
feF

moi x € X dudc goi la anh za dinh gia.

3.1.2. Dinh nghia. a) Ho F ={f: X — Yy} dudc goi 1a tach cic
diém ctia X néu véi mdi cip cac diém x,y € X ma x # y ton tai f € F
sao cho f(x) # f(y).

v

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 53 / 111



Chuonglll.  Métric hod

3.1 Phép nhiing vao khéi 1ap phuong

b) Ho F = {f:X — Y¢} dugc goi la tich cic diém va tap déng néu
v6i mdi tap con dong A clia X va v6i mdi diém x € X \ A, ton tai anh
xa f € F sao cho f(x) ¢ f(A).
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Chuonglll.  Métric hod

3.1 Phép nhiing vao khéi 1ap phuong

b) Ho F = {f:X — Y¢} dugc goi la tich cic diém va tap déng néu
v6i mdi tap con dong A clia X va v6i mdi diém x € X \ A, ton tai anh

xa f € F sao cho f(x) ¢ f(A).

3.1.3. Bé dé. Gia st F la ho cic anh za liéen tuc f : X — Yr tu khong
gian topo X vao khong gian topo Yr. Khi do
(a) Anh za dinh gid e : X — H Y¢ la dnh za lién tuc cia khong
feF
gian topo X wvao khong gian tich H Yr;
feF
(b) Néu ho F tdch cic diém va cdc tap déng, thi dnh za dinh gid e
la anh xa md cia khong gian X lén khong gian con e[X];
(c) Anh za e la don dnh khi va chi khi ho F tdch cdc diém.
Chiing minh. (a) Vi Prye(x) = f(x) v6i moi x € X. Theo Dinh 1y
2.2.4 ta suy ra e lién tuc.
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Chuonglll.  Métric hod

3.1 Phép nhiing vao khéi 1ap phuong

(b) Gia sit F 14 ho tach cac diém va tap dong va U la tap mé bat ky
trong X, ta can chiing minh riang e(U) 1a tap mé trong e[X]. That vay,
gid st x 1a diém bat ky thuoc U, vi F tach cac diém va tap déng nén
ton tai ham f, sao cho fp(x) ¢ f,(X \ U). Dat
W = Pgl (on \ fo(X\ U)) Ta c6 W la tap mé trong khong gian tich

H Ys, chita e(x) va W N e[X] = e(U). Vi thé e(x) la diém trong ctia
feF

e(U) trong khong gian con e[X]. Vi x tuy y ta nhan dugc e(U) la tap
md trong khong gian con e[X].

(c) Gid st e la don anh va x,y € X v6i x # y. Khi d6 ta c6

e(x) # e(y). Do d6 ton tai ham f € F sao cho f(x) # f(y). Vi vay ho F
tach cac diém ciia khong gian topo X.

v
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Chuonglll.  Métric hod

3.1 Phép nhiing vao khéi 1ap phuong

Ngudc lai, gid sit ho F tach cac diém ctia khong gian topo X. Khi do
véi cac diém bat ky x,y € X ma x # y, ton tai f € F sao cho
f(x) # f(y). Tu cach dat e ta suy ra e(x) # e(y). Vay e la mot don
anh.
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Chuonglll.  Métric hod

3.1 Phép nhiing vao khéi 1ap phuong

Ngugc lai, gid sit ho F tach cac diém ctia khong gian topo X. Khi dé
véi cac diém bat ky x,y € X ma x # y, ton tai f € F sao cho
f(x) # f(y). Tu cach dit e ta suy ra e(x) # e(y). Vay e la mot don
anh.

3.1.4. Dinh 1y. Dé mot khong gian topo la khong gian Tikhonop diéu
kién can va di la né dong phoi vdi mot khong gian con cta khoi lap
phuong nao do.

Chatng minh. CAN. Gid stt X 14 khong gian topo Tikhonop. Ky hiéu
F 1a ho tat ca cac 4nh xa lién tuc tit X vao doan [0,1]. Vi X 1a khong
gian Tikhonop, nén F 1a ho khéc rong, tach cac diém va tap dong. Vi
vay, theo B6 dé 3.1.3, anh xa dinh gia e: X — H[O, 1] 1a phép dong

feF

phoi ctia X len khong gian con e[X] cua [0, 1]F.
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Chuonglll.  Métric hod

3.1 Phép nhiing vao khéi 1ap phuong

Du. Vi [0,1] 14 mot khong gian Tikhonop. Theo Dinh 1y 2.2.5 tich
cua ho tuy y cac khong gian Tikhonop la khong gian Tikhonop, hon
nita mot khong gian con ctia khong gian Tikhonop la khong gian
Tikhonop ta suy ra néu X dong phoi véi mot khong gian ctia khoi lap
phuong @4 = J][0,1], thi X 1a mot khong gian Tikhonop.

a€A
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

3.2. Khong gian métric va gia métric

3.2.1. Dinh nghia. Cho tap hgp X. Ham d : X x X — R dudc goi la
mot métric néu thod man cac dieu kién

(a) d(x,y)=d(y,x) v6i moi x,y € X;

(b) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) v6i moi x,y,z € X;

(c) d(x,y) =0néu x = y;

(d) Néu d(x,y) =0, thi x =y.

Ham d dugc goi 1a gid métric néu né thod man cac dieu kién (a),
(b), (c).

Cap (X, d) dudc goi 1a khong gian métric (gid métric) néu d la
métric (tuong tng, gid métric).
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

Nhan xét. Ky hieu B(x,r)={y € X:d(x,y) <r} va
B(x,r) = {y € X : d(x,y) < r} va lan lugt goi ching la hinh cau md,
hinh cau déng tam x ban kinh r. Khi d6 ho tat ca cac hinh cau mé
{B(x,r) : x € X,r > 0} lap thanh mot co s6 cud mot topo nao dé trén
khong gian (X, d). Topo nay dugce goi la topo métric (gia métric) hodc
topo sinh bdi métric (gid métric d).

Dé thiy ring mdi hinh cau déng B(x, r) la tap con déng dbi véi topo
gid métric.
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

Nhan xét. Ky hieu B(x,r) ={y € X :d(x,y) <r} va
B(x,r) ={y € X : d(x,y) < r} va lan lugt goi chung l1a hinh cau md,
hinh cau déng tam x ban kinh r. Khi d6 ho tat ca cac hinh cau mé
{B(x,r) : x € X,r > 0} lap thanh mot co s6 cud mot topo nao dé trén
khong gian (X, d). Topo nay dugce goi la topo métric (gia métric) hodc
topo sinh bdi métric (gid métric d).
D& thay rang mdi hinh cau déng B(x, r) 1a tap con déng doi v6i topo
gid métric.
3.2.2. Dinh 1y. Gia st A la tap con cia khong gian gida métric (X, d).
Véi moi x € X ta dat d(x,A) =inf{d(x,y) :y € A}. Khi dé ham
d(.,A): X — R la mot ham lién tuc cia bién x theo topo gid métric.
Chitng minh. Tit bat dang thic d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) v6i moi
x,y € X va v6i moi z € A, ta suy ra d(x,A) < d(x,y)+ d(y,A). Thay
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

ddi vai tro clia x va y ta duge d(y,A) < d(x,y) + d(x, A). Vi thé ta cé
|d(x,A) — d(y, A)| < d(x,y) v6i moi x,y € X. Tit bat dang thiic nay dé
thay rang ham d(., A) lien tuc.
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

ddi vai tro clia x va y ta duge d(y,A) < d(x,y) + d(x, A). Vi thé ta cé
|d(x,A) — d(y, A)| < d(x,y) v6i moi x,y € X. Tit bat dang thiic nay dé
thay rang ham d(., A) lien tuc.

3.2.3. Dinh ly. Gia st (X, d) la khong gian gia métric, A C X. Khi
dé ta c6 A= {x € X :d(x,A)=0}.

Chitng minh. T Dinh ly 3.2.2 ta ¢6 ham d(.,A) : X — R lién tuc. Vi
thé, tap {x € X : d(x,A) = 0} 1a tap con déng ctia X chita A. Vi vay,
AC {x € X :d(x,A) =0}. Bay gio gia stt x ¢ A. Khi d6 ton tai hinh
cau md B(x, r) sao cho B(x,r) N A= ¢. Vi thé d(x,A) > r > 0. Diéu
nay ching t6 {x € X : d(x,A) =0} C A. Do d6 ta c6

A={x€ X :d(x,A) =0}
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

ddi vai tro ctia x va y ta duge d(y, A) < d(x,y) + d(x, A). Vi thé ta c6
|d(x,A) — d(y, A)| < d(x,y) v6i moi x,y € X. Tit bat dang thiic nay dé
thay rang ham d(., A) lien tuc.

3.2.3. Dinh ly. Gia si (X, d) la khong gian gia meétric, A C X. Khi
dé ta c6 A= {x € X :d(x,A)=0}.

Chitng minh. T Dinh ly 3.2.2 ta ¢6 ham d(.,A) : X — R lién tuc. Vi
thé, tap {x € X : d(x,A) = 0} la tap con dong ctia X chita A. Vi vay,
AC {x € X :d(x,A) = 0}. Bay gio gia stt x ¢ A. Khi d6 ton tai hinh
cau md B(x, r) sao cho B(x,r) N A= ¢. Vi thé d(x,A) > r > 0. Diéu
nay ching t6 {x € X : d(x,A) =0} C A. Do do6 ta c6

A={xe€ X:d(x,A) =0}.

3.2.4. Pinh ly. Moéi khong gian gid métric la khong gian chuan tdc.

Ching minh. Gia st A, B la cac tap con dong réi nhau cia khong
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

gian gid métric X va d(x, A), d(x, B) la khodng céch tit diém x dén cac
tap A va B tuong tng. Dat U = {x € X : d(x,A) — d(x,B) < 0 va

V ={xe X:d(x,A)—d(x,B) > 0}. Viham x — d(x,A) —d(x, B) véi
moi x € X lién tuc theo bién x. Vi vay cac tap U, V 1a cac tap md lan
lugt chita A va B sao cho UNV = ¢. Vi vay, (X, d) la khong gian
chuan tic.
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

gian gid métric X va d(x, A), d(x, B) la khoang cach tit diém x dén cac
tap A va B tuong tng. Dat U = {x € X : d(x,A) — d(x,B) < 0 va
V={xeX:d(x,A) —d(x,B) > 0}. Vi ham x — d(x,A)—d(x, B) véi
moi x € X lién tuc theo bién x. Vi vay cac tap U, V 1a cac tap md lan
lugt chita A va B sao cho UN V = ¢. Vi vay, (X, d) la khong gian
chuan tic.

3.2.5. Dinh 1y. (a) Moi khong gian gid métric la khong gian thod
maén tién dé dém duoc thi nhat;

(b) Khong gian gid métric thod man tién dé dém dugc thit hai khi va
chi khi no la khong gian khd ly.

Chitng minh. (a) Viho {B(x,r):x € X,r >0} la co sd clia topo
gid metric, nén véi x bat ky thuoc X, ho {B(x,r) : r > 0} 1a mot co s

lan can tai diém x. V6i mdi r > 0, ton tai s6 tu nhién n sao cho — < r.
n
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

Lic d6 ta c¢6 B(x, 1) C B(x,r). Vay, ho {B(x,%): n € N*} lap thanh
mot co s¢ dém dudce tai diém x. Do doé X la m(_)t khong gian thod méan
tien dé dém dugc thit nhat.

(b) CAN. Suy tit Dinh ly 1.1.18 Chuong I.

DU. Gia st X 1a khong gian gid métric kha ly. Khi d6 trong X ton
tai mot tap con dém duge A = {a,, :n=1,2,...} tri mat khap noi
trong X. Ky hieu U = {B(an, 2 : n,m=1,2,...}. Khi d6 ho ¢ la dém
duge. Gia sit x 1a diém bat ky thuoc X va U la lan can bat ky ciia diém
x. Khi d6 vi X 1a gid métric, ton tai hinh cau mé B(x, r) sao cho
B(x,r) C U. Lay m € N* sao cho L < r. Vi X kha ly, nén ton tai a, € A
sao cho aj € B(x, 5=). Khi d6 ta c6 x € B(ap, =) C B(x,r) C U. Vay
X 13 khong gian thod man tién dé dém dugc thit hai.
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

Gia sit A la tap con ctia khong gian gia métric (X, d). Ta goi s6
sup{d(x,y) : x,y € A} 1a dudng kinh cta tap A va ky hiéu la diam A.
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

Gia sit A la tap con ctia khong gian gia métric (X, d). Ta goi s6
sup{d(x,y) : x,y € A} 1a dudng kinh cta tap A va ky hiéu la diam A.

3.2.6. Dinh ly. Gid si (X, d) la khong gian gida métric. Vi moi
x,y € X ta dat e(x,y) =min{1,d(x,y)}. Khi dé (X,e) la khong gian
gid métric va topo cla né trung vdi topo ciua khong gian (X, d).

Do dé, méi khong gian gid métric dong phoi vdi mot khong gian gid
meétric co duong kinh khong vuot qud 1.

Chiting minh danh cho doc gié, xem [2].
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

Gia sit A la tap con ctia khong gian gia métric (X, d). Ta goi s6
sup{d(x,y) : x,y € A} 1a duong kinh cia tap A va ky hiéu la diam A.

3.2.6. Dinh ly. Gid si (X, d) la khong gian gida métric. Vi moi
x,y € X ta dat e(x,y) =min{l,d(x,y)}. Khi do (X, e) la khong gian
gid métric va topo cla né trung vdi topo ciua khong gian (X, d).

Do dé, méi khong gian gid métric dong phoi vdi mot khong gian gid
meétric co duong kinh khong vuot qud 1.

Chiting minh danh cho doc gié, xem [2].

3.2.7. Dinh ly. Gid s (Xp,d,) la mot day cic khong gian gia métric
(0.0)

c6 duong kinh bé hon hodc bang 1. Ky hieu X = [ X,. Vdi moi cdp
n=1

x=(xn),y = (yn) € X ta dat d(x,y) = Y. 27"dn(xn, yn). Khi do

n=1
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

(a) d la mot gia métric trén X;
(b) Topo gia meétric trén X trang vdi topo tich.

Ching minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuonglll.  Métric hod

3.2 Khong gian métric va gia métric

(a) d la mot gia métric trén X;

(b) Topo gia meétric trén X trang vdi topo tich.

Ching minh xem tai lieu tham khéo [2].
3.2.8. Dinh nghia. Cho hai khong gian gid métric (X, d) va (Y, e).
Anh xa f : (X, d) — (Y, e) dugc goi la ding cu néu

d(x,y) =e[f(x),f(y)] v6imoi x,ye€ X.
Nhan xét. Mdi anh xa dang cu 1a lien tuc va mdi anh xa déng cu len

gitta cac khong gian métric 13 mot phép dong phai.
Tich ctia hai 4nh xa déng cu 13 mot anh xa dang cu.
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

3.3. Meétric hoa

3.3.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi 1la gid métric hod
dude néu ton tai mot gid métric d trén X sao cho topod gid métric clia
né6 tring véi topo xuat phat ciia X

3.3.2. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi 1a khong gian
Lindolop néu mdi phtt mé ctia X déu chita mot phtt con dém dugc.
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

3.3. Meétric hoa

3.3.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi 1la gid métric hod
dude néu ton tai mot gid métric d trén X sao cho topod gid métric clia
né6 tring véi topo xuat phat ciia X

3.3.2. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi la khong gian
Lindolop néu mdi phtt mé ctia X déu chita mot phtt con dém dugc.

3.3.3. Dinh ly. Moi khong gian thod man tién dé dém duogc thi hai la
mot khong gian Lindolop.

Chatng minh. Gid st X 14 khong gian thod man tién dé dém dugc
thit 2 v6i co sd dém duge B va U 1a phtt mé bat ky ctia ctia X. Vi mdi
phan t ctia U 14 hgp clia mot ho nao d6 cac phan tit ciia B, nén ton
tai ho con C ctia B, phtt X sao cho mdi phan tit ctia C dugc chita trong )
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

mot phan t nao d6 ctia ho . V6i mdi B € C ky hieu Ug € U sao cho
B C Ug. Khi d6 ho D = {Ug : B € C} 1a mot ho con dém duge ctia ho
71 ) ol K
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

mot phan t nao d6 ctia ho . V6i mdi B € C ky hieu Ug € U sao cho
B C Ug. Khi d6 ho D = {Ug : B € C} 1a mot ho con dém duge ctia ho
71 ) ol K

3.3.4. Dinh ly. Modi khong gian Lindolop, chinh qui la khong gian
chuan tdc.
Chiing minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

mot phan t nao d6 ctia ho . V6i mdi B € C ky hieu Ug € U sao cho
B C Ug. Khi d6 ho D = {Ug : B € C} 1a mot ho con dém duge ctia ho
Unin ot X

3.3.4. Dinh ly. Modi khong gian Lindolop, chinh qui la khong gian
chuan tdc.
Chiing minh xem tai lieu tham khéo [2].

3.3.5. Dinh ly. Gid s X la khong gian Ti-chinh qui, thod man tién
de dém dugc thit 2. Khi dé X dong phoi vdi mot khong gian con ctia
[o.¢]
Q¥ = ][ Q. Do dé, X la métric hod dugc.
n=1
Chatng minh. Truéc hét ta ching minh rang ton tai mot ho dém
dugce cac anh xa lien tuc tit X vio Q téch cac diém va tap dong. That
vay, goi B 1a co s6 dém dugce ciia topo trén X va
U={(U,V): U,V e Bsaocho UcC V}. Khidé U la ho dém dugc.
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

Theo cac Dinh 1y 3.3.3, Dinh 1y 3.3.4 va Dinh 1y 1.5.12, v6i mdi cap
(U, V) € U, ton tai mot anh xa lien tuc fy v : X — Q sao cho
f(Uy=0va f(X\V)=1. Dbiat F={fyy:(U,V)elU} Rérang F la
ho dém dugc. Ta sé chitng minh rang F tach cac diém va tap dong.
That vay, v6i bat ky tap dong B va bat ky x € X \ B, chon V € B sao
cho x € V. C X\ B va chon (U, V) € U sao cho x € U C U C V. Khi d6
fu.v € F thoi man f(x) = 0 va f(B) = 1, hay f(x) ¢ f(B). Vi thé theo
B6 dé 3.1.3, anh xa dinh gid e : X — [[ @ = Q% 1a phép dong phoi.
feF
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

Theo cac Dinh 1y 3.3.3, Dinh 1y 3.3.4 va Dinh 1y 1.5.12, v6i mdi cap
(U, V) € U, ton tai mot anh xa lien tuc fy v : X — Q sao cho
f(Uy=0va f(X\V)=1. Dbat F={fyyv:(U,V)eU}. Rérang F la
ho dém dugc. Ta sé chitng minh rang F tach cac diém va tap dong.
That vay, v6i bat ky tap dong B va bat ky x € X \ B, chon V € B sao
cho x € V. C X\ B va chon (U, V) € U sao cho x € U C U C V. Khi dé
fuv € F thod man f(x) = 0 va f(B) = 1, hay f(x) ¢ f(B). Vi thé theo
B6 dé 3.1.3, anh xa dinh gid e : X — [[ @ = Q% 1a phép dong phoi.
feF

3.3.6. Dinh 1ly. Gid s X la T1-khong gian. Khi dé cdc ménh dé sau
la twong duong

(a) X la khong gian chinh qui, thod mdn tién dé dém dugc thit hai;

(b) X dong phoi vdi khong gian con cia khoi lap phuong Q%;

(¢) X la métric hod dugc va kha ly.

Chitng minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

3.3.7. Dinh nghia. Ho U cac tap con ctia khong gian topo X duge
oo
goi 1a ho o-hitu han dia phuong (o-roi rac) néu U = |J U,, trong do6

n=1

moi U,, n=1,2,... 14 ho hitu han dia phuong (tuong ting, roi rac).
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

3.3.7. Dinh nghia. Ho U cac tap con ctia khong gian topo X duge
oo
goi 1a ho o-hitu han dia phuong (o-roi rac) néu U = |J U,, trong do6

n=1

moi U,, n=1,2,... 14 ho hitu han dia phuong (tuong ting, roi rac).

3.3.8. Dinh nghia. Phu B ctia X dugc goi 1a cdi min ctia cai phu U
néu mdi phan ti B € B ton tai U € U sao cho B C U.
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Chuonglll.  Métric hod

3.3 Métric hoa

3.3.7. Dinh nghia. Ho U cac tap con ctia khong gian topo X duge
oo
goi 1a ho o-hitu han dia phuong (o-roi rac) néu U = |J U,, trong do6

n=1

moi U,, n=1,2,... 14 ho hitu han dia phuong (tuong ting, roi rac).

3.3.8. Dinh nghia. Phu B ctia X dugc goi 1a cdi min ctia cai phu U
néu mdi phan ti B € B ton tai U € U sao cho B C U.

3.3.9. Dinh 1y. Gid st X la khong gian topo. Khi dé cdic ménh dé sau
la twong duong

(a) X la khong gian métric hod duogc;

(b) X la T3-khong gian c6 mot co sé o-hiu han dia phuong;

(¢) X la T3-khong gian cé mot co sé o-rdi rac.

Chiing minh xem tai liéu tham khéo [2].
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

4.1. Dinh nghia va cac tinh chit cd ban

4.1.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc la khong gian compdc
néu mdi phtt mé ctia X chita mot phit con hitu han.

Tap con A ctia khong gian topo X dudc 1a tdp compdc néu khong
gian con A v6i topo cam sinh 1a khong gian compac .

4.1.2. Dinh nghia. Ho U cac tap con cta khong gian topo X dugc
goi 1a ¢6 tinh giao hitu han (hay 1a ho ¢6 tam) néu giao ciia ho hitu han
bat ky cic phan t thuoc U déu khac rong.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

4.1. Dinh nghia va cac tinh chit cd ban

4.1.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc la khong gian compdc
néu mdi phtt mé ctia X chita mot phit con hitu han.

Tap con A ctia khong gian topo X dudc 1a tdp compdc néu khong
gian con A v6i topo cam sinh 1a khong gian compac .

4.1.2. Dinh nghia. Ho U cac tap con cta khong gian topo X dugc
goi 1a ¢6 tinh giao hitu han (hay 1a ho ¢6 tam) néu giao ciia ho hitu han
bat ky cic phan t thuoc U déu khac rong.

4.1.3. Dinh ly. Khong gian topo (X, T ) la khong gian compdc khi va
chi khi moi ho cé tam cdc tap con dong cia X déu cé giao khdc rong.

Chaing minh. CAN. Gia st X 1a khong gian compac va F 1a

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 69 / 111



Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

mot ho ¢6 tam cac tap con déng ctia X. Ta can chitng minh réng

(WU :UE€F}+#¢. Gid st rang ({U : U € F} = ¢. Khi do6 ta co

X\({U:UeF))=U{X\U:UeF}=X.ViX\U ltap mé véi

moi U € F va X compac , nén ton tai ho hitu han Uy, ..., U, sao cho
n n

UX\U)=X.Vithétaco () U = ¢. Didu nay mau thuan véi gia

i=1 i=1

thiét F 1a ho c6 tam.

DU. Gia st U 1a phtt mé bat ky ctia khong gian topo X. Néu khong
ton tai ho hitu han nao ctia U sao cho hgp ctia ching phtt X, nghia 1
ho F={X\U: U €U} laho cac tap con dong cia X c6 tinh giao hitu
han. Vi thé theo gia thiét diéu kién di, ho F c6 giao khéic rdng, nghia
la () (X\U)# ¢. Suy ra X # | J{U: U € U}. Diéu nay mau thuan

Ueld
v6i gid thiét U 1a cai phi ctia X. Vay X 1a khong gian compac .
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

4.1.4. Ménh dé. Hgp hitu han cdc tip con compdc ctia khong gian
topo X la tap compdc.

Chting minh danh cho doc gia.
4.1.5. Dinh nghia. Gia st X 14 khong gian topo, A C X. Diém x
thuoc khong gian topo X dude goi la diém w-gidi han cia tap A néu
mdi lan can ciia diém x chita vo han diém ctia tap A.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

4.1.4. Ménh dé. Hgp hitu han cdc tip con compdc ctia khong gian
topo X la tap compdc.

Chting minh danh cho doc gia.
4.1.5. Dinh nghia. Gia st X 14 khong gian topo, A C X. Diém x
thuoc khong gian topo X dudc goi la diém w-gidi han clia tap A néu
mdi lan can ciia diém x chita vo han diém ctia tap A.
4.1.6. B6 dé. Moi day trong khong gian topo X cé diém gidi han khi
va chi khi moi tap con vo han cia X c6 diém w-gidi han.

Chiing minh xem tai liéu tham khéol[2].
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

4.1.4. Ménh dé. Hgp hitu han cdc tip con compdc ctia khong gian
topo X la tap compdc.

Chiing minh danh cho doc gia.
4.1.5. Dinh nghia. Gia st X 14 khong gian topo, A C X. Diém x
thuoc khong gian topo X dudc goi la diém w-gidi han clia tap A néu
mdi lan can ciia diém x chita vo han diém ctia tap A.
4.1.6. B6 dé. Méi day trong khong gian topo X c¢é diém gidi han khi
va chi khi moi tap con vo han cia X c6 diém w-gidi han.

Chiing minh xem tai liéu tham khéol[2].
4.1.7. B6 dé. Néu X la khong gian Linddlop va méi day trong X cé
diém gidi han, thi X la khong gian compic.

Chaing minh. Gid st U 1a phti mé bat ky ctia khong gian topo X. Vi
X 1a khong gian Lindolop, nén ton tai mot phtt con dém duge Uy ctia U,
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

chang han U; = {Ui, Us,...}. Bay gid ta xay dyng mot pht hitu han
cia X tu pht U1 nhu sau:

bat Vi = Up. V6i mdi p > 2 ta dat V, 1a tap hop dau tién trong céc
tap U, ma U, khong bi pht béi cac tap Vi, Vo, ..., V,_1. Qua trinh
xay dung nay ducc két thic sau mot sd hitu han buée. Khi d6 ho hitu
han {V;} 14 mot ho con hitu han ctia ho U va ho {V;} phu X. Gia si
qué trinh trén kéo dai ra vo han, nghia la v6i mdi p > 2 ta c6 thé chon
duge phan tit x, € X sao cho x, ¢ V; v6i mdi i < p. Goi x 1a diém gidi
han ctia day {x,}. Khi d6 vi ho ¢; phiit X, nén ton tai mot m € N* dé
x € Up. Tit cach xay dyng ctia diy {V;} suy ra ton tai s6 g € N* dé
x € V. Do x 1a diém gi6i han ctia day {x,} v V la tap md chia x,
nén ton tai p > q dé x, € V4. Diéu nay mau thuan véi cach xay dung
day {x,}. Diéu mau thuan nay ching té cdch xay dung cic tap V; két
thiic sau mot s6 hitu han bude. Vay X 1a khong gian compéic.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

4.1.8. B6 dé. Néu X la khong gian compdc , thi méi day diém cia X
cé diém gidi han.

Chiing minh. Gia stt X 1a khong gian compac va {x,} 1a mot day
bat ky trong X. Véi mdi n € N, ky hieu A, = {xm : m > n}. R6 rang la
ho {A,} ¢6 1a ho ¢6 tinh giao hitu han va ho {A,} cing c¢6 tinh giao

w ~a )d
hitu han. Vi X compic , ton tai diem x € () A,. Khi d6 x 1a diém gidi
n=1
han ciia diy {x,}. Vi néu ngugc lai, ton tai mot 1an can U clia diém x
va mot s6 p € N sao cho UN A, = ¢. Vi thé x ¢ A,. Diéu mau thuan
nay ching t6 x 1a diém gi6i han ctia {x,}.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

4.1.8. B6 dé. Néu X la khong gian compdc , thi méi day diém cia X
c6 diém gidi han.

Chiing minh. Gia stt X 1a khong gian compac va {x,} 1a mot day
bat ky trong X. Véi mdi n € N, ky hieu A, = {xm : m > n}. R6 rang la
ho {A,} ¢6 1a ho ¢6 tinh giao hitu han va ho {A,} cing c¢6 tinh giao

9 ~a )d
hitu han. Vi X compic , ton tai diem x € () A,. Khi d6 x 1a diém gidi
n=1
han ctia day {x,}. Vi néu ngugc lai, ton tai mot lan can U clia diém x
va mot s6 p € N sao cho UN A, = ¢. Vi thé x ¢ A,. Diéu mau thuan
nay chitng t6 x 1a diém gisi han ctia {x,}.
4.1.9. Ménh dé. Gia st X la khong gian thod man tién dé dém dugc
thit nhat. Khi dé cdc diéu kién sau la tuong duong
(a) Mdi tap con vo han cia X cé diém w-gidi han;
(b) Mdi day trong X c6 diém gidi han;
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

(c) Méi day trong X c6 day con hoi tu dén mot diém nao dé cia X.

Chitng minh. (a) < (b) suy tit B6 dé 4.1.6.

(c) = (b) la hién nhién.

(b) = (c¢) Gia st {x,} la mot day bat ky trong khong gian X va x 1a
diém giéi han ctia day {x,}. Vi X la khong gian thoa méan tien dé dém
duge thit nhat, nén tai diém x ton tai co s§ lan can dém dugc
B(x) = {U,}. Khong mat tinh tong quét ta gia sit réing U,y1 C U, v6i
moi n € N. Khi d6 v6i méi k € N ta chon phan tit x,, € Ux. Day {xp, }
vita chon la day hoi tu dén x.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

(c) Méi day trong X c6 day con hoi tu dén mot diém nao dé cia X.

Chitng minh. (a) < (b) suy tit Bo dé 4.1.6.

(c) = (b) la hién nhién.

(b) = (c) Gia stt {x,} la mot day bat ky trong khong gian X va x 1a
diém gi6i han ctia day {x,}. Vi X la khong gian thod méan tién dé dém
duge thit nhat, nén tai diém x ton tai co s§ lan can dém dugc
B(x) = {U,}. Khong mat tinh tong quét ta gia sit réing U,y1 C U, v6i
moi n € N. Khi d6 v6i méi k € N ta chon phan ti x,, € Ux. Day {xp,}
vita chon la day hoi tu dén x.

4.1.10. Ménh dé. Gia st X la khong gian thod man tién dé dém
duoc thit hai. Khi dé cdic dieu kién sau la tuong duong

(a) Moi tap con vo han cia X cé diém w-gidi han;

(b) Moi day trong X cé diém gidi han;
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.1. Dinh nghia va céc tinh chit co ban

(c) Mdi day trong X c6 day con hoi tu dén mot diém nao dé cia X;

(d) X la khong gian compdc.

Chatng minh. Vi mdi khong gian thod méan tién dé dém dugc thit hai
12 khong gian thod man tién dé dém dugc thit nhat nén tit Ménh de

4.19 tasuy ra (a) < (b) & (c).
Phép kéo theo (b) = (d) suy tit Dinh Iy 3.3.3 va B6 dé 4.1.7.
Phép kéo theo (d) = (b) suy tit Bo deé 4.1.8.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.2. Tinh comp3c va cic tién dé tich

4.2. Tinh compic va cac tién dé tach
4.2.1. Dinh 1y. Néu F la tdp con déng cia khong gian compdc X, thi
F la tap compic

Chtng minh danh cho ban doc, xem nhu bai tap.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.2. Tinh comp3c va cic tién dé tich

4.2. Tinh compic va cac tién dé tach
4.2.1. Dinh 1y. Néu F la tdp con déng cia khong gian compdc X, thi
F la tap compic

Chtng minh danh cho ban doc, xem nhu bai tap.
4.2.2. Dinh 1y. Néu X la mot khong gian topo Hausdorff, thi moi tap
con compic K ciia X déu déng.

Chiing minh xem nhu bai tap.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.2. Tinh comp3c va cic tién dé tich

4.2. Tinh compic va cac tién dé tach
4.2.1. Dinh 1y. Néu F la tdp con déng ciia khong gian compdc X, thi
F la tap compic

Chtng minh danh cho ban doc, xem nhu bai tap.

4.2.2. Dinh 1y. Néu X la mot khong gian topo Hausdorff, thi moi tap
con compic K ciia X déu déng.

Chiing minh xem nhu bai tap.

4.2.3. Dinh ly. Gia st f : X — Y la dnh za lién tuc tu khong gian
compdc X lén khong gian topo Y. Khi dé Y la khong gian compdc.

Néu gia thiét thém Y la khong gian Hausdorrff va f : X — Y la song
anh, thi f la phép dong phoi.

Ching minh xem nhu bai tap.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.2. Tinh comp3c va cic tién dé tich

4.2.4. Dinh 1y. Néu A va B la cdc tdp compdic khong giao nhau clia
khong gian Hausdorff X, thi ton tai cdc lan can U cia A va V clia B
sao cho UNV = ¢.

Do dé, moi khong gian topo Hausdorff compdc la mot khong gian
chuan tdc.

Chatng minh. Gid sit A, B 1a cac tap con compéc clia khong gian
Hausdorff X va AN B = ¢. C6 dinh x € A. Khi d6 v6i mdi y € B ton
tai cac lan can mé U, cia x va V) cuaa y sao cho U, NV, = ¢. Ho
{V, : y € B} 1a mot phtt mé ctia B. Vi B compdc , ton tai ho hitu han

k k k
{V,,}¥_, sao cho BC |J V,,. Dat U(x) = N U, va V(x) = U V,, Khi
i=1 i=1 i=1

dé6 tuong ty nhu ching minh ctia Dinh 1y 4.2.2 ta ¢6 U(x) la tap mé
chita x, V(x) la tap mé chwa B va U(x) N V(x) = ¢. Vi ho
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.2. Tinh comp3c va cic tién dé tich

mot phi mé cia A va A compac nén ton tai ho hUu han
U(x1),. .., U(xs) sao cho A C U U(x;). bat U = U U(x;) va
i=1 fi=
V = ﬂ V(x;). Ta c6 U la tap mé chia A, V la tap md chia B va
un V 0.

Truong hgp X 1a khong gian Hausdorff compéc . Khi d6 véi hai tap
dong bat ky A, B roi nhau, vi X compéc , theo Dinh 1y 4.2.1 A, B 1a
cic tap con compac roi nhau ciia X. Theo chitng minh trén ton tai cac
tap mé U chia A va tap mé V chita B sao cho UNV = ¢. Vay X la
khong gian chuan téc.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.2. Tinh comp3c va cic tién dé tich

4.2.5. Dinh 1y. Néu X la khong gian topo chinh qui, A la tap con
compdc va U la lan cin cia A, thi ton tai lan can déng V cia A sao
cho V C U.

Do dé méi khong gian chinh qui, compdc la khong gian chuan tdc.

Chatng minh. Gia st A 1a tap con compac ctia X va U 1a lan can ctia
A. Vi X 14 khong gian chinh qui, nén véi mdi x € A, ton tai lan can mé
W, ctia x sao cho W, c U. Ho {W, : x € A} la phtt mé cia A. Vi A
compac , ton tai ho hitu han Wi, ..., W,, pht A sao cho

_ kK
W,CU, i=12,... k Dat V= |J Wy.Khi dé V lalan can déng
i=1

cua A thod man AC V C U.

Chitng minh phan con lai xem nhu bai tap.
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Chuong IV. Khéng gian compic

4.2. Tinh comp3c va cic tién dé tich

4.2.6. Dinh ly. Gid st X la khong gian chinh qui, compdc , A la tdp
con compdic va U la lan can cia A. Khi dé ton tai mot ham lién tuc
f: X —1[0,1] sao cho f(x) =1 vdi moi x € A va f(y) =0 vdi moi
yeX\U.

Chatng minh. Gia sit A 13 tap con compac ctia X va U 1a lan can mé
ctia A. Vi X 1a khong gian chinh qui, compéc , nén theo Dinh ly 4.2.5
X la khong gian chuan tic va ton tai mot lan can dong V clia A sao
cho A C V C U. St dung Dinh Iy Uruxon cho cap tap déng roi nhau
trong X 1a V va X'\ U ta suy ra ton tai ham lien tuc f : X — [0, 1] sao
cho f(x)=1v6imoix € Vvaf(y)=0v6imoiye X\U. ViAC V ta
suy ra f(x) =1 v6i moi x € Ava f(y) =0 véi moi y € X \ U.

v
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3. Loc va siéu loc

4.3.1. Dinh nghia. Ho £ cac tap con cla tap hgp X duge goi la mot
loc trong X néu thod man cac diéu kién

(a) Néu A€ L thi A# ¢;

(b) Néu A,Be L, thi ANB € L;

(c) NeuAe LvaACBCX,thi BeL.

Vidu. Néu Y C X vd Y # ¢, thi ho tat ca cac tap con ciia X chita Y
la mot loc trong X.

Ho U(x) tat ci cic lan can ctia clia diém x thuoc khong gian topo X
la mot loc trong X.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3. Loc va siéu loc

4.3.1. Dinh nghia. Ho £ cac tap con cla tap hgp X duge goi la mot
loc trong X néu thod man cac diéu kién

(a) Néu A€ L thi A# ¢;

(b) Néu A,Be L, thi ANB € L;

(c) NeuAe LvaACBCX,thi BeL.

Vidu. Néu Y C X vd Y # ¢, thi ho tat ca cac tap con ciia X chita Y
la mot loc trong X.

Ho U(x) tat ci cic lan can ctia clia diém x thuoc khong gian topo X
la mot loc trong X.

4.3.2. Dinh nghia. Loc £ trong khong gian topo X dugc goi 1a hoi tu
dén diém x € X néu £ chita ho téat ci céc lan can cia diém x.

v
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.3. Dinh 1y. Néu X la mot Tr-khong gian, thi moi loc trong X chi
hoi tu dén mot diém duy nhat.

Chitng minh. Gid stt loc £ hoi tu dén hai diém x va y véi x # y. Khi
d6 vi X 1a To-khong gian, nén ton tai lan can U ciia x va lan can V cla
ysaocho UNV =¢. Viloc £ hoi tudén x va y, nén U € Lva V € L.
Tit dinh nghia ciia loc ta suy ra ¢ = UN V € £. Diéu nay mau thuan
v6i dinh nghia cua loc.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.3. Dinh 1y. Néu X la mot Tr-khong gian, thi moi loc trong X chi
hoi tu dén mot diém duy nhat.

Chitng minh. Gid stt loc £ hoi tu dén hai diém x va y véi x # y. Khi
d6 vi X 1a To-khong gian, nén ton tai lan can U ciia x va lan can V cla
ysaocho UNV =¢. Viloc £ hoi tudén x va y, nén U € Lva V € L.
Tit dinh nghia ciia loc ta suy ra ¢ = UN V € £. Diéu nay mau thuan
v6i dinh nghia cua loc.

4.3.4. Dinh nghia. Loc £ trong tap hop X dudc goi la mot siéu loc
néu khong ton tai mot loc £’ naomad L C L' va L # L.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.3. Dinh 1y. Néu X la mot Tr-khong gian, thi moi loc trong X chi
hoi tu dén mot diém duy nhat.

Chitng minh. Gid stt loc £ hoi tu dén hai diém x va y véi x # y. Khi
d6 vi X 1a To-khong gian, nén ton tai lan can U ciia x va lan can V cla
ysaocho UNV =¢. Viloc L hoi tudén x va y,nén U € L va V € L.
Tit dinh nghia ciia loc ta suy ra ¢ = UN V € £. Diéu nay mau thuan
v6i dinh nghia cua loc.

4.3.4. Dinh nghia. Loc £ trong tap hop X dudc goi la mot siéu loc
néu khong ton tai mot loc £’ naomad L C L' va L # L.

4.3.5. Dinh 1y. Vi moi loc L trong tdp hop X déu ton tai mot siéu
loc U chia loc L.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [1].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.6. Dinh 1y. Néu U la mot siéu loc trong tap hop X va néu A, B la
hai tap hop con khdc rong ciia X vdi AU B € U, thi hodc A € U hodc
BeclU.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.6. Dinh 1y. Néu U la mot siéu loc trong tap hop X va néu A, B la
hai tap hop con khdc rong ciia X vdi AU B € U, thi hodc A € U hodc
Bel.

Chiing minh. Gié stt nguge lai rang A ¢ U va B ¢ U. Xét ho
U ={CcC X:AUC eU}. Khi dé U* 1a mot loc trong X, vi

(a) Vi AUp=A¢U, nen ¢ ¢ U*;

(b) Néu C;, G eU*, thitaco AUC €U va AU G € U. Suy ra
AU(GNG)=(AuG)N(AUG) eU. Vay, GG N G e U™,

() NeuCelUU*vaCcC D, thivi AUC €U tacé AUD € U. Dieu
nay kéo theo D € U*.

M3t khac, néu C € U, thi AU C € U. Do d6 C € U*, nghia la ta co6
U CU*. Talaic6 B eU*, nhung B ¢ U. Do d6 U # U*. Diéu nay mau
thuan vé6i gid thiét ring U 1a mot sicu loc.

v
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.7. Dinh 1y. Dé khong gian topo X la compdc diéu kién can va di
la moi siéu loc trong X déu hoi tu.

Chiing minh xem tai liéu tham khéo [1].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.7. Dinh 1y. Dé khong gian topo X la compdc diéu kién can va di
la moi siéu loc trong X déu hoi tu.
Chiing minh xem tai liéu tham khéo [1].
4.3.8. Dinh ly. Dé tich X = [] X, ciia cdc khong gian topo
aceN
Xo, a € N la mot khong gian compdc diéu kién can va du la X, la
khong gian compdc, vdi moi o € A.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [1].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.3. Loc va siéu loc

4.3.7. Dinh 1y. Dé khong gian topo X la compdc diéu kién can va di
la moi siéu loc trong X déu hoi tu.
Chiing minh xem tai liéu tham khéo [1].
4.3.8. Dinh ly. Dé tich X = [] X, ciia cdc khong gian topo
aceN
Xo, a € N la mot khong gian compdc diéu kién can va du la X, la
khong gian compdc, vdi moi o € A.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [1].

4.3.9. Dinh 1y. Tap con cia khong gian Oclit n-chiéu la compdc khi
va chi khi né dong va bi chan.

Chtng minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.4. Khéng gian compic dia phuong

4.4. Khong gian compic dia phuong
4.4.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi 1a compdc dia
phuong, néu tai méi diem x € X c¢6 mot lan can déng, compic.

Nhan xét. Mbi khong gian compic 14 compac dia phuong. Mdi khong
gian con déng clia khong gian compéc dia phuong 1a khong gian
compéac dia phuong.

Chitng minh Nhan xét nay xem nhu bai tap.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.4. Khéng gian compic dia phuong

4.4. Khong gian compic dia phuong
4.4.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dudc goi 1a compdc dia
phuong, néu tai méi diem x € X c¢6 mot lan can déng, compic.
Nhan xét. Mbi khong gian compic 14 compac dia phuong. Mdi khong
gian con déng clia khong gian compéic dia phuong 1a khong gian
compéc dia phuong.

Chitng minh Nhan xét nay xem nhu bai tap.
4.4.2. Dinh 1y. Néu khong gian compdc dia phuong X la To-khong
gian hodc khong gian chinh qui, thi ho cdc lan can déng, compdic ciia
méi diém lap thanh mot co sd lan can tai diém dé.

Chiing minh. Gia st x 1a diém bat k¥ clia khong gian compéc dia
phuong X va U la mot lan can bat ky ciia x. Vi X compéc dia phuong,
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.4. Khéng gian compic dia phuong

nén ton tai lan can déng compac C cia x. Khi d6 C N U ciing 1a mot
lan can cua x.

Néu X 1a khong gian chinh qui, thi ton tai lan can déng V ctia x sao
cho x € V.c CNnU. Vi C compic, ta suy ra V 1a lan can compac.

Néu X 1a T,-khong gian va W = IntC N U, thi vi mdi khong gian con
cia To-khong gian 13 T,-khong gian ta suy ra W ciing la mot Tr-khong
gian, compéc. Nho Dinh 1y 4.2.4 ta c6 W la khong gian chinh qui. Vi
thé lan can mé W chita mot lan can déng compac V clia x trong W.
Vi W mé va X la Tp-khong gian suy ra V ciing 1a mdt 1an can cta x
trong X.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.4. Khéng gian compic dia phuong

nén ton tai lan can déng compac C ciia x. Khi d6 C N U ciing 1a mot
lan can cua x.

Néu X la khong gian chinh qui, thi ton tai lan can déng V clia x sao
cho x € V.c CNnU. Vi C compic, ta suy ra V 1a lan can compac.

Néu X 1a T,-khong gian va W = IntC N U, thi vi mdi khong gian con
ctia Tp-khong gian 14 Tr-khong gian ta suy ra W ciing 1a mot To-khong
gian, compic. Nhd Dinh 1y 4.2.4 ta ¢6 W 1a khong gian chinh qui. Vi
thé lan can mé W chita mot lan can déng compac V clia x trong W.
Vi W mé va X la Tp-khong gian suy ra V ciing 1a mdt 1an can cta x
trong X.

4.4.3. He qua. Moi T-khong gian compdc dia phuong la khong gian
chinh qui.

Chitng minh suy triyc tiép tit Dinh 1y 4.4.2.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.4. Khéng gian compic dia phuong

4.4.4. Dinh 1y. Gid s A la tap con dong, compdic ciia khong gian
chinh qui, compic dia phuong X va U la lan can cia A. Khi dé ton tai

lan cin doéng, compdc V cia A sao cho AC V C U.

Hon nita, trén X ton tai mot ham lién tuc f : X — [0,1] sao cho
f(x) =0 vdi moi x € Ava f(y) =1 vdi moiy € X\ V.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.4. Khéng gian compic dia phuong

4.4.4. Dinh 1y. Gid s A la tap con dong, compdic ciia khong gian
chinh qui, compic dia phuong X va U la lan can cia A. Khi dé ton tai

lan cin doéng, compdc V cia A sao cho AC V C U.

Hon nita, trén X ton tai mot ham lién tuc f : X — [0,1] sao cho
f(x) =0 vdi moi x € Ava f(y) =1 vdi moiy € X\ V.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [2].

4.4.5. Hé qua. Moi khong gian chinh qui, compdc dia phuong la hoan

toan chinh qus.
Moi Tr-khong gian compdc dia phuong la khong gian Tikhonop.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.4. Khéng gian compic dia phuong

4.4.4. Dinh 1y. Gid s A la tap con dong, compdic ciia khong gian
chinh qui, compdc dia phuong X va U la lan can cia A. Khi dé ton tai
lan cin doéng, compdc V cia A sao cho AC V C U.

Hon nita, trén X ton tai mot ham lién tuc f : X — [0,1] sao cho
f(x) =0 vdi moi x € Awva f(y) =1 vdi moiy € X\ V.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [2].
4.4.5. Hé qua. Moi khong gian chinh qui, compdc dia phuong la hoan
toan chinh qui.

Moi Tr-khong gian compdc dia phuong la khong gian Tikhonop.
4.4.6. Dinh ly. Dé tich X = [] X, ciia cdc khong gian topo X,

aeN

a € N\ la khong gian compdc dia phuong diéu kién can va di la tat cd
cac khong gian X,, a € N la khong gian compdc, tri ra mot so hitu han
cdc khong gian X,,, i =1,...,k la khong gian compdc dia phuong.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

4.5. Sy compic hoa

Gia st (X, T) la khong gian topo khong compéc . Ky higu
X* = XU{oo} v6i co ¢ X. Trén X* ta xét ho céc tap con ciia né cho
béi

U={UcC X*:UeT, hoac X*\ U la tap déng, compac trong X}.

Khi do ta co
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

4.5. Sy compic hoa

Gia st (X, T) la khong gian topo khong compéc . Ky higu
X* = XU{oo} v6i co ¢ X. Trén X* ta xét ho céc tap con ciia né cho
béi

U={UcC X*:UeT, hoac X*\ U la tap déng, compac trong X}.
Khi do ta co

4.5.1. Dinh 1y. (X*,U) la khong gian compdc va (X, T) la khong gian
con cia no.

X* la Ty-khong gian khi va chi khi X la To-khong gian.

Chiing minh. (a) U 1a topo trén X*. That vay, dé thay rang ¢ € U
va X* el.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

Gia st U;, i € | 1a ho tuy y thuoc Y. Néu oo ¢ |J U;, thi oo ¢ U; véi
iel
moiji€/l.Dodé Uy €T véimoiie€l. Vivay, | U € T.
i€l
Néu co € |J Ui, thi ky hieu S = {i € I : oo € U;}. Khi d6 tap
i€l
X*\ [U U,} la tap déng compéc va vi X* \ [U U,-] la tap con dong
ieS i€l
clia tap compac X* \ [U U,-] nen (J U; 1a tap md theo topo U.
i€S i€l
Gid st U,V €U.Khidénéuooec UNV, thioco € Uvaoo€ V. Do
do X*\ (UnN V)= (X*\U)U(X*\ V) la tap dong compic trong X.
Vay, UNV € U.. Néu oo ¢ UN V. Khi d6 ta xét cac truong hop
Néu co¢ Uvaoo ¢ V,thi U,VeT.Dodo UNV eT.
Néuocc ¢ Uvaiocoe V, thi UNV =UNVNX.Vicoe V, néen
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

X*\ V =X\ V latap dong trong X, nén V N X la tap md trong X. Vi
vay, UNV = UNVNX latap md trong X. Trudsng hgp oo € U va
oo ¢ V ching minh tuong tu.

Vay U 1a mot topo trén X*.

Dé dang chitng minh rang topo 7 1a topd cadm sinh clia topo U 1én
X. Vay (X, T) la khong gian con cia khong gian topo (X*,U).

(b) (X*,U) 1a khong gian compéc. Gia st V 1a mot pht mé bat ky
ctia X*. Khi d6 ton tai U € V sao cho oo € U. Khi d6 ta c6 X \ U la
tap con compéac ciia X. Do d6 ton tai mot phti con hitu han V; ctia V
phtt X \ U. Khi d6 ho V; U U 1a phii hitu han ctia X*. Vay X* la khong

gian compac.

(c) Néu X* la Tp-khong gian, thi khong gian con ciia né ciing 1a
T>-khong gian. Hon nita X 13 khong gian compac dia phuong. That
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

vay, véi bat k¥ x € X va diém oo. vi X* 1a T»-khong gian nén ton tai
cac lan can md U cta x va V clia co sao cho UN V = ¢. Khi d6 ta ¢6
X*\V =X\ V la tap dong compac chita U. Do d6 X \ V la lan can

déng compic clia x.

Ngudc lai, néu X 1a Tp-khong gian compéc dia phuong va x, y 1a cac
diém bat ky ctia X*. Néu x,y € X, thi dé X 1a T,-khong gian nén ton
tai cac tap mé U, V trong X dé UN V = ¢. Khi d6 U, V ciing la céc
tap mé trong X*. Néu y = oo, thi vi X 1a khong gian compic dia
phuong, nén tai diém x c6 mot lan can dong va compic U. Khi do diit
V =X*"\ U tacé Vlalan can cia oo va UN V = ¢. Vay, X* la
T>-khong gian.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

vay, v6i bat ky x € X va diém oo. vi X* 1a T,-khong gian nén ton tai
cac lan can mé U cia x va V cla oo sao cho UN V = ¢. Khi do6 ta cé
X*\V =X\ V la tap dong compac chita U. Do d6 X \ V la lan can

déng compic clia x.

Ngudc lai, néu X 1a Tp-khong gian compéc dia phuong va x, y 1a cac
diém bat ky ctia X*. Néu x,y € X, thi dé X 1a T,-khong gian nén ton
tai cac tap mé U, V trong X dé UN V = ¢. Khi d6 U, V ciing la céc
tap mé trong X*. Néu y = oo, thi vi X 1a khong gian compic dia
phuong, nén tai diém x c6 mot lan can dong va compic U. Khi do diit
V =X*"\ U tacé Vlalan can cia oo va UN V = ¢. Vay, X* la
To-khong gian.

Nhan xét. Dé thay rang X la khong gian con trit mat trong X*.
Néu (X, T) la khong gian compéc , thi diém oo la diém co lap ciia topo

U trén X* va noudc lai. i
Tran Vian An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toan Vinh, 10/2008 91 /111




Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

4.5.2. Dinh nghia. (Compéc hod mot diém) Khong gian topo
(X*,U) duge goi 1a cdi compdc hod mot diém ciia khong gian topo X.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

4.5.2. Dinh nghia. (Compéc hod mot diém) Khong gian topo
(X*,U) duge goi 1a cdi compdc hod mot diém ciia khong gian topo X.

4.5.3. Dinh nghia. Cho khong gian topo X. Compdc hod ctia X 1
cap (f, Y) trong d6 Y la khong gian compac , f 14 anh xa dong phoi
ctua X lén khong gian con trit mat cta Y.

Compéc hoa (f, Y) 1a Hausdorff néu Y 1a khong gian Hausdorff.

Nhan xét. Theo Dinh nghia 4.5.3, compéc hoa mot diém ciia khong
gian X 1a compéc hoa (i, X*) vé6i i 1a 4nh xa dong nhat.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

4.5.4. Dinh nghia. Gia st X 1a khong gian topo tuy y, F(X) 1a ho
tat cd cdc ham lién tuc nhan gia tri trong @ = [0,1], e : X — QFX) 1a
anh xa dinh gi4 tit X vao hinh lap phuong QFX). Compdc hod
Stone-Cech ctia khong gian X la cap (e, 5(X)), 6 day B(X) la bao dong
clia tap e(X) trong hinh lap phuong QF(X).

Tran Vin An () Chuyén dé Cao hoc nganh Toén Vinh, 10/2008 93 / 111



Chuong IV. Khéng gian compac

4.5. Su comp3ac hoa

4.5.4. Dinh nghia. Gia st X 1a khong gian topo tuy y, F(X) 1a ho
tat cd cdc ham lién tuc nhan gia tri trong @ = [0,1], e : X — QFX) 1a
anh xa dinh gi4 tit X vao hinh lap phuong QFX). Compdc hod
Stone-Cech ctia khong gian X la cap (e, 5(X)), 6 day B(X) la bao dong
clia tap e(X) trong hinh lap phuong QF(X).

4.5.5. Dinh 1y. Néu X la khong gian Tikhonop va f : X — Y la dnh
za lién tuc cia X vao Tp-khong gian compdc Y, thi ton tai mot thac
trién lien tuc f : B(X) — Y ti compdc hod B(X) vao Y

Chinh xdc hon, gid st (e, 3(X)) la compdc hod Stone-Cech. Khi dé
foe™t co thé thdc trién thanh dnh za lién tuc tic khong gian B(X) vao Y.

Chtng minh xem tai lieu tham khéo [2].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6. Tinh paracompic

4.6.1. Dinh 1y. Néu U la phi md cia tap con compdc A ciia khong
gian gid métric (X, d), thi ton tai mot s6 r > 0 sao cho mot r-hinh cau
maé tam tai diém bat ky cida A duge chia trong mot phan tik nao dé cia
phi U.

Chiing minh. Do A compic , U 1a cai phii ciia A, nén ton tai ho con
hitu han ctia I pht A gom céac tap Ui,...,U,. Ky hieu f: X — R Ia
ham xéc dinh trén X cho bdi fi(x) = d(x, X \ U;) v6i moix € X,
i=1,...,nvaf:X — Rl1aham cho béi f(x) = 1r2;1<xnf,-(x) v6i moi

x € X. Khi d6 f; va f 1a ham lién tuc, i = 1,...,n. Vi v6i mbi diém

x € Aton tai 1 <i < nsao cho x € U;. Do d6 ta c6 f(x) > fi(x) > 0,
voi mdi x € A. Khi d6 f(A) la tap con compic ctia (0, +00). Do d6 véi
mdi x € A ¢6 mot 1 < i < nsao cho fi(x) > r. Tt d6 suy ra hinh cau
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.2. He qua. Néu A la tdp con compdc ciia khong gian gid métric
va U la lan can cia A, thi vdi s6 r > 0 nao dé U chita r-hinh cau mé
tam tai diém tuy ¢ cla A.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.2. He qua. Néu A la tdp con compdc ciia khong gian gid métric
va U la lan can cia A, thi vdi s6 r > 0 nao dé U chita r-hinh cau mé
tam tai diém tuy ¢ cla A.

Bay gio gia st (X, d) la khong gian gid métric. Ky hiéu
V=A{(x,y) e Xx X :d(x,y)<r}vaV[x]={y € X:(x,y) € V}. Khi
d6 V[x] 1a hinh cau mé tam tai x, ban kinh r.

Ky hieu A = {(x,x) € X x X : x € X} va goi A la dudng chéo. Khi
d6 V latap con mé cia X x X va A C V. Tu Dinh 1y 4.6.1 ta c6

4.6.3. Hé qua. Néu U la phii md clia khong gian gid métric compdc ,
thi c6 mot lan can V' cia duong chéo A trong X x X sao cho vdi mai
x € X tap hop V[x] dugc chia trong mot phan ti nao dé ciia ho U.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.4. Dinh nghia. Cho khong gian topo (X,U). Phu U cia khong
gian topo X dudc goi 1a don kiéu néu ton tai mot lan can V cia dudng
chéo A sao cho v6i mbi x € X tap hop V[x] dugc chita trong mot phan
ti ndo do cia ho U.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.4. Dinh nghia. Cho khong gian topo (X,U). Phu U cia khong
gian topo X dudc goi 1a don kiéu néu ton tai mot lan can V ctia duong
chéo A sao cho véi mdi x € X tap hop V[x] dugc chita trong mot phan
ti ndo do cia ho U.

4.6.5. Dinh 1y. Néu phi md W cia khong gian topo (X,S) c6 cdi
min dong hitu han dia phuong, thi U 14 cdi phi don kiéu.

Do dé, méi phii mé ciia khong gian chinh qui compdc la don kiéu.

Chiing minh. Gia st U 1a mot phtt mé ciia khong gian topo X va B
13 cai min déng hitu han dia phuong. V6i mdi A € B ta chon phan tit
Ua € U sao cho A C Ua. Ky hieu Vi = (Ua x Ua) U[X \ A) x (X\ A)].
Khi d6 V4 1a lan can mé ctia duong chéo A trong X x X, dong thoi
néu x € A, thi Va[x] = Ua. dit V =nN{Va: A€ B}. Khi d6 v6i mdi
x € X ta c¢6 V[x] C Va[x] = Ua. Do d6 heé tat ca cac tap hgp dang
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

V[x] lap thanh mot cai min ctia Y. Ta chi con chitng minh réng rang V
la 1an can cta dudng chéo A. That vay, véi mdi (x,x) € A ta tim dugc
mot 1an can W clia x chi cat mot s6 hitu han phan t& ctia phi B. Néu
WNA=¢,thi WcC X\Ava W x W C Va. Do d6 V chia giao cua
W x W v6i mot s6 hitu han tap hop Va. Vi thé V 1a lan can ciia diém
(x, x).

Cudi cuing, néu X 1a khong gian compéc, chinh qui thi méi phtt mé U
¢6 cai min hitu han déng. Do dé méi phit mé 1a don kiéu.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

V[x] lap thanh mot cai min ctia Y. Ta chi con chitng minh réng rang V
la 1an can cta dudng chéo A. That vay, véi mdi (x,x) € A ta tim dugc
mot 1an can W clia x chi cat mot s6 hitu han phan t& ctia phi B. Néu
WNA=¢,thi WcC X\Ava W x W C Va. Do d6 V chia giao cua
W x W v6i mot s6 hitu han tap hop Va. Vi thé V 1a lan can ciia diém
(x, x).

Cudi cuing, néu X 1a khong gian compéc, chinh qui thi méi phtt mé U
¢6 cai min hitu han déng. Do dé méi phit mé 1a don kiéu.

4.6.6. Dinh nghia. Khong gian topo (X, 7) dugc goi la paracompdc
néu né6 chinh qui va mdi phtt mé ciia né c6 cai min mé hitu han dia
phuong.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

Bay gio gia st U la tap con ctia X x X. V6i moi x € X ta ky hiéu
Ux] ={y € X : (x,y) € U} va v6i méi A C X ta ky hiéu
U[A] = {y € X : (x,y) € U, v6i x nao d6 thuoc A}. D& thay ring
UIAl = | UK.

XEA

Ky hieu U™ = {(x,y) : (y,x) € U}. Tap U C X x X dugc goi la tap
déi xing, néu U = UL, D& thay ring tap UnN U~ 1a tap ddi xing.

Néu U, V 1a cac tap con ctia tich X x X thi ta ky hiéu
UoV =A{(x, 2)|(x,y) € V, (y,z) € U,v6i y nao d6 thuoc X}.

Néu V doi xting, thi V,V = U (V[y] x V]y]). Déi véi méi tap

yeX

AC X taco U,V[A]l = U[VI[A]].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.7. B6 dé. Néu khong gian X la chinh qui va méi phtt mé cia né
c6 cdi min md hitu han dia phuong, thi méi phi md ciia né cé cdi min
hitu han dia phuong dong.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.7. B6 dé. Néu khong gian X la chinh qui va méi phtt mé cia né
c6 cdi min md hitu han dia phuong, thi méi phi md ciia né cé cdi min
hitu han dia phuong dong.

4.6.8. B dé. Gid st X la khong gian topo sao cho moi phii md la
don kiéu. Néu U la lan can cia duong chéo A trong X x X, thi ton tai
lan can doi ming V' clia duong chéo sao cho Vo,V C U.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.7. B6 dé. Néu khong gian X la chinh qui va méi phtt mé cia né
c6 cdi min md hitu han dia phuong, thi méi phi md ciia né cé cdi min
hitu han dia phuong dong.

4.6.8. B dé. Gid st X la khong gian topo sao cho moi phii md la
don kiéu. Néu U la lan can cia duong chéo A trong X x X, thi ton tai
lan can doi ming V' clia duong chéo sao cho Vo,V C U.

4.6.9. Bo dé. Cho khong gian topo (X, T) ma moi phii md ciia né la
don kiéu va A la ho hitu han dja phuong (hodc i rac) cic tip con ciia
khong gian topo X. Khi dé ton tai mot lan can V cia duong chéo A
trong X x X sao cho ho tat cd cic tap {V[A]: A € A} la hiu han dia
phuong (tuong ing, roi rac).

Chiing minh ciia cac B6 dé trén, xem tai lieu tham khao[2].
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.10. Hé qua. Modi khong gian paracompdc la khong gian chuan tdc.

Ching minh. Gia st (X, 7) 1a khong gian paracompac . Khi d6 moi
phii mé ctia né la don kiéu. Gia sit A, B 1a hai tap déng roi nhau trong
X. Ky hieu A = {A, B}. Khi d6 A 14 ho rdi rac. St dung B6 dé 4.6.9
ton tai mot lan can V clia A sao cho {V[A], V[B]} 1a roi rac. Vi
V[A], V[B] la cac lan can tuong tng ctia A va B, nén (X,7) la khong
gian chuan tic.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.10. Hé qua. Modi khong gian paracompdc la khong gian chuan tdc.

Ching minh. Gia st (X, 7) 1a khong gian paracompac . Khi d6 moi
phii mé ctia né la don kiéu. Gia sit A, B 1a hai tap déng roi nhau trong
X. Ky hieu A = {A, B}. Khi d6 A 14 ho rdi rac. St dung B6 dé 4.6.9
ton tai mot lan can V clia A sao cho {V[A], V[B]} 1a roi rac. Vi
V[A], V[B] la cac lan can tuong tng ctia A va B, nén (X,7) la khong
gian chuan tic.

4.6.11. B dé. Néu X la khong gian topo sao cho moi phi md la don
ki€u, thy moi phii md cia X ¢6 cdi min md o-10i rac..
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.10. Hé qua. Modi khong gian paracompdc la khong gian chuan tdc.

Ching minh. Gia st (X, 7) 1a khong gian paracompac . Khi d6 moi
phii mé ctia né la don kiéu. Gia sit A, B 1a hai tap déng roi nhau trong
X. Ky hieu A = {A, B}. Khi d6 A 1a ho rdi rac. St dung B6 dé 4.6.9
ton tai mot lan can V clia A sao cho {V[A], V[B]} 1a roi rac. Vi
V[A], V[B] la céc lan can tuong tng ctua A va B, nén (X,7) la khong
gian chuan tic.

4.6.11. B dé. Néu X la khong gian topo sao cho moi phi md la don
ki€u, thy moi phii md cia X ¢6 cdi min md o-10i rac..

4.6.12. B6 dé. Néu mdi phii mé ctia khong gian c¢é cdi min hiu han
o-dia phuong md, thi moi phii md cé cai min hitu han dia phuong.

Chiing minh ciia cac B6 dé trén, xem tai ligu tham khao[2].

v
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

4.6.13. Dinh 1y. Néu X la khong gian topo chinh qui, thi cdc diéu
kién sau day la tuong duong

(a) Khong gian X la paracompic ;

(b) Mbi phii mé cia X ¢6 cai min Hiu han dia phuong;

(¢c) Moi phii mé cia X ¢6 cdi min o-roi rac md;

(d) Mébi phii md cia X la don kiéu;

(e) Moi phii md ciia X ¢6 cdi min o-roi rac md;

(f) Moi phi md cia X ¢6 cdi min hiu han o-dia phuong md.

Chiing minh. Phép suy (a) = (b) suy tit dinh nghia khong gian
paracompac .

Phép suy (b) = (c) suy tit B6 dé 4.6.7.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

Phép suy (c) = (d) suy tu Dinh 1y 4.6.5.
Phép suy (d) = (e) suy tit B6 dé 4.6.11.
Phép suy (e) = (f) 1a hién nhien.
Phép suy (f) = (a) suy tit B dé 4.6.12.
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Chuong IV. Khéng gian compac

4.6. Tinh paracompic

(d) suy tiu Dinh 1y 4.6.5.
(e) suy tit B6 dé 4.6.11.
(f) 1a hién nhien.

(a) suy tit B6 dé 4.6.12.

Phép suy (c)
Phép suy (d)
Phép suy (e)
Phép suy (f)

by oyl

4.6.14. Hé qua. Maéi khong gian gid métric hod dugc la khong gian
paracompdc.

Ching minh. Suy tu Dinh 1y 3.3.11 va Dinh 1y 4.6.13.
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

5.1. Khong gian lién thong
A. Lién thong dudng

5.1.1. Dinh nghia. Gia sit X la khong gian topo, a, b € X. Anh xa
lien tuc s : [0,1] — X sao cho s(0) = a, s(1) = b dugc goi 1a duong cong
(hay cung) noi a véi b.

5.1.2. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi 1a lién thong tuyén
tinh (hay lién thong duong) néu véi hai diém bat ky a, b € X bao gi
cling ton tai mot dudng cong néi a véi b.

Vi du. - Doan [a, b] bat ky trong khong gian céc s6 thuc R 1a lien
thong duong.
- Khong gian Oclit R" 1a khong gian lién thong tuyén tinh.
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

B. Khoéng gian lién thong

5.1.3. Dinh nghia. Khong gian topo (X, T) dugc 1a lién thong néu X
khong thé biéu dién duge dudi dang hop ctia hai tap hop con khéac
rong, tach duge.

Tap con A ctia khong gian topo (X, T) dugc la lién thong néu khong
gian con A v6i topo cam sinh 14 khong gian lién thong.

Nhan xét. Dé dang ching minh rang tap Y C X la lién thong khi va
chi khi Y khong 1a hop ctia hai tap con khac rong tach duge nao ca.
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

B. Khoéng gian lién thong

5.1.3. Dinh nghia. Khong gian topo (X, T) dugc 1a lién thong néu X
khong thé biéu dién duge dudi dang hop ctia hai tap hop con khéac
rong, tach duge.

Tap con A ctia khong gian topo (X, T) dugc la lién thong néu khong
gian con A v6i topo cam sinh 14 khong gian lién thong.

Nhan xét. Dé dang ching minh rang tap Y C X la lién thong khi va
chi khi Y khong 1a hop ctia hai tap con khac rong tach duge nao ca.

5.1.4. Ménh dé. Tap con Y ciia khong gian topo X la lien thong khi
va chi khi cdc tap ¢ va Y la cdc tap vica md, via déng duy nhdt cia Y.
Chitng minh danh cho doc gia.
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

5.1.5. Ménh dé. Dogn [a,b] bdt ky trong R la tap lien thong.

Ching minh. Gia st nguge lai rang doan [a, b] = AU B trong d6
A, B 1a cac tap con khac rong vita déng, vita md roi nhau cua [a, b] va
gid thiét rang a € A. Ky hieu M = {x € [a, b] : [a,x) C A}. VI A md,
nén M # ¢. Diat ¢ =supM. Khi d6 ¢ € M. That vay, v6i mdi diém
x" € [a, ), theo dinh nghia can trén ding ton tai mot diem y € (X, ¢)
Vi thé [a,y] C A. Do d6 x' € A, nghia la [a,c) C A. Bdi vay, c € M.
Lai vi A déng nén [a, c] C A. Baay gio ta sé chiing t6 rang ¢ = b.
Néu ngudc lai ¢ < b, thi tit tinh mé clia A ton tai € > 0 sao cho
(c—¢e,c+¢e) CA Vithé c+e € M. Didu nay mau thuan véi cach dit
¢ = sup M. Toan bo chitng minh trén chiing t6 rang [a, b] C A. Két
luan nay trai v6i gia thiét phan chiing.
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

5.1.6. Dinh 1ly. Tdp con A cia khong gian topo X la tap lién thong
khi va chi khi vdi moi cdp cdc tap con mdé U, V trong X sao cho
ACUUV,neu ANU#¢dva ANV £ ¢, tht ANUNV # ¢.

Chiing minh xem nhu bai tap.
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

5.1.6. Dinh 1ly. Tdp con A cia khong gian topo X la tap lién thong
khi va chi khi vdi moi cdp cdc tap con mdé U, V trong X sao cho
ACUUV,neu ANU#¢dva ANV £ ¢, tht ANUNV # ¢.

Chiing minh xem nhu bai tap.
5.1.7. Dinh ly. Gia st A la tap hop lién thong trong khong gian topo
X va B la tdp con clia X sao cho AC B C A. Khi dé B la tdp lién
thong.

T dé suy ra néu A lién thong thi A ciing lién thong.

Ching minh. Giad st B la tap khong lién thong. Khi d6
B = By U B, trong d6 By, By 1a cac tap md khac rong va By N By = ¢.
Vi A=(ANB;1)U(AN By). Do A tru mat trong B va B, B, md,
nen ANBy # ¢, ANBy#¢ v (ANB1)N(ANBy) = ¢. Suy ra A la
tap khong lien thong. Diéu nay mau thuan véi gia thiét A lién thong.
Vay B 1a tap lién thong.

)
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

5.1.8. Dinh 1ly. Anh lién tuc cia mot khong gian lién thong la mot
khong gian lién thong.
Chting minh xem nhw bai tap.

Nhan xét. Tu dinh ly 5.1.8 ta suy ra s([0,1]) 1a tap lién thong
trong X.
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Chuong V. Khong gian lién théng, lién thong dia phuong

5.1 Khong gian lién thong

5.1.8. Dinh 1ly. Anh lién tuc cia mot khong gian lién thong la mot
khong gian lién thong.

Chting minh xem nhw bai tap.

Nhan xét. Tu dinh ly 5.1.8 ta suy ra s([0,1]) 1a tap lién thong
trong X.

5.1.9. Dinh ly. Mot khong gian lién thong tuyén tinh thi lién thong.
Chaitng minh. Gia st ngugc lai rang X 1a khong gian lién thong
tuyén tinh nhung khong lién thong, nghia la ton tai cac tap vita md,
vita dong khéac rong U va V saocho X =UUV, UNV = ¢. Khi d6
v6i hai diém bat ky a € U, b € V ton tai dudng cong s ndi a v6i b.
Xét tap s([0,1]) ta co6 s([0,1]) = (s([0,1]) N U) U (s([0,1]) N V),
unv =9, U,V méUns(0,1]) # ¢, VNs([0,1]) # ¢. Vay tap
([0, 1]) khong lién thong. Diéu nay mau thuan.
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5.1 Khong gian lién thong

Nhan xét. Khong gian Oclit R” 1a khong gian lién thong.

5.1.10. Dinh ly.Gid si U la ho nao dé cac tap con lién thong cia
khong gian topo X. Néu khong cé hai phan ti nao cia ho U tdch duoc,
tht U{A: A€ U} la tap lién thong.

Chitng minh. Ky hieu C=J{A: A€ U} va D la tap con vita md,
vita dong trong C. Khi d6 v6i moi tap hop A € U, tap hgp AN D via
md, vita dong trong A. Vi tap A lién thong, nén hoic A C D hoic
AC C\ D.Néu Ava B lacac phan tit cia ho U thi cac bao ham thic
AC Dva BcC C\ D khong dong thsi xay ra, vi néu nguge lai thi do
A va B tuong ung la céc tap con cia cac tap tach duge C va C\ D,
nén ching cing tach duge. Do d6 hodc mdi phan tit ctia ho U 1 tap
con ciia C \ D, khi d6 D = ¢, hodic mdi phan t1t ctia ho U 1a tap con
cia D, khi dé6 C\ D = ¢.
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5.1 Khong gian lién thong

5.1.11. Dinh nghia. Ta goi mbi tap con lién thong cuc ctia khong
gian topo X 1a thanh phan lién thong ctia khong gian do.

Thanh phan cia tdp con A ciia mot khong gian topo la thanh phan
cua khong gian con A véi topd cadm sinh.
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5.1 Khong gian lién thong

5.1.11. Dinh nghia. Ta goi mdi tap con lién thong cyc ctia khong
gian topo X 1a thanh phan lién thong ctia khong gian do.

Thanh phan cia tdp con A ciia mot khong gian topo la thanh phan
cua khong gian con A véi topd cadm sinh.

5.1.12. Dinh ly. (a) Moi tap con lién thong cia mot khong gian topo
duoc chita trong mot thanh phan nao do.

(b) Mai thanh phan la tap dong.

(c) Cdc thanh phan khdc nhau cia mot khong gian topo la tach dugc.

Chiing minh xem tai lieu tham khéo [2].
5.1.13. Dinh ly. D€ tich X = [] X, cia cic khong gian topo

aEN

Xu, a € N la khong gian lien thongdieu kién can va di la X, lién
thong, vdi moi o € A.

Ching minh xem tai lieu tham khéo [1].
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5.2 Khong gian lién théng dia phuong

5.2. Khong gian lién théng dia phuong
5.2.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi la lién thong dia
phuong néu mdi diem x € X c6 mot cd sé lan can lién thong.

Tap con A cta khong gian topo X duge goi 1a tap lién thong dia
phuong néu A 1 khong gian lien thong dia phuong vé6i topo cam sinh.
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5.2. Khong gian lién théng dia phuong

5.2.1. Dinh nghia. Khong gian topo X dugc goi la lién thong dia
phuwong néu mdi diém x € X c¢6 mot co sé lan can lien thong.

Tap con A cta khong gian topo X duge goi 1a tap lién thong dia
phuong néu A 1 khong gian lien thong dia phuong vé6i topo cam sinh.

5.2.2. Dinh ly. Khong gian topo X la lién thong dia phuong khi va
chi khi moi thanh phan lién thong cia tap md la tdap md.

Chaing minh. CAN. Gia sit X 13 khong gian liéen thong dia phuong,
U 14 tap con mé bat ky ctia X va C la thanh phan lién thong nam
trong U. Ta can chitng minh ring C mé. Gia st x 1a diém tuy y thuoc
C. Khi d6 x € U. Vi U mé va X lien thong dia phuong ta suy ra ton
tai mot lan can lién thong V sao cho x € V € U. Do C la thanh phan
lien thong trong U nén x € V. C. Vi thé C md.
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5.2 Khong gian lién théng dia phuong

DU. Gi st moi thanh phan lién thong clia mot tap md 1a tap mé va
x la diém bat k¥ thuoc X. Ta can chiing minh ring x c6 mot co sé lan
can gom cac tap hgp lien thong. That vay, gia st U 1a lan can mé ciia
x. Ky hiéu C la thanh phan lién thong chita diém x va C C U. Theo
gia thiét C md, vi thé C 1a mot 1an can lién thong ciia x thod man
x € C C U. Vay X la khong gian lién thong dia phuong.
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5.2 Khong gian lién théng dia phuong

DU. Gi st moi thanh phan lién thong clia mot tap md 1a tap mé va
x la diém bat k¥ thuoc X. Ta can chiing minh ring x c6 mot co sé lan
can gom cac tap hgp lien thong. That vay, gia st U 1a lan can mé ciia
x. Ky hiéu C la thanh phan lién thong chita diém x va C C U. Theo
gia thiét C md, vi thé C 1a mot 1an can lién thong ciia x thod man
x € C C U. Vay X la khong gian lién thong dia phuong.
5.2.3. Hé qua. Néu X la khong gian compact va lién thong dia
phuong, thi s6 thanh phan lién thong cia né la hitu han.

Chiing minh xem tai liéu tham khéo [2].
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5.2 Khong gian lién théng dia phuong

DU. Gi st moi thanh phan lién thong clia mot tap md 1a tap mé va
x la diém bat k¥ thuoc X. Ta can chiing minh ring x c6 mot co sé lan
can gom cac tap hgp lien thong. That vay, gia st U 1a lan can mé ciia
x. Ky hiéu C la thanh phan lién thong chita diém x va C C U. Theo
gid thiét C md, vi thé C 1a mot lan can lién thong ciia x thod man
x € C C U. Vay X la khong gian lién thong dia phuong.

5.2.3. Hé qua. Néu X la khong gian compact va lién thong dia
phuong, thi s6 thanh phan lién thong cia né la hitu han.

Chiing minh xem tai liéu tham khéo [2].
5.2.4. Dinh ly. Dé tich X = [[ Xo ciia cdc khong gian topo

a€eN

Xa, o € N la khong gian lién thong dia phuong, diéu kién can va di la
moi Xu,a € N déu la khong gian lien thong dia phwong, ngoai ra tri ra
mot so hitu han con hau hét cic X, la khong gian lién thong.
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