Chuyén de 11

To Hop - Xac Suat

§1. Hoan Vi - Chinh Hgp - To Hop

A. Kién Thiic Can Nhé

1. Quy tic dém.

e Quy tic cong: Gia sit cong viec duge thie hien theo mot trong hai phuong an A hodc B. Phuong an A c6 thé
thuc hién theo n cach, phuong an B c6 thé thuc hién theo m cach. Khi dé cong viec ¢é thé thuc hien theo n +m
cach.

e Quy tic nhan: Gia st mot cong viec bao gom hai cong doan A va B. Cong doan A c6 thé thuc hién theo n
cach, cong doan B c6 thé thitc hien theo m cach. Khi dé cong viéc c6 thé thirc hién theo n.m cach.

2. Hoan vi - Chinh hgp - T hop.

e Hoan vi: Cho tap hgp A c¢6 n (n > 1) phan tit. Khi sip xép n phan ti nay theo mot thit tu, ta dude mot hoan
vi cdc phan tif ciia A. S6 cdc hodn vi ctia mot tap hop ¢6 n phan tit1a P, = n! =n(n—1)(n —2)...2.1 (Quy udc
o'=1).

e Chinh hgp: Cho tap hop A gom n phan t va s6 nguyén k v6i 1 < k < n. Khi lay ra k phan ti clia A vh xép
chiing theo mot thit ty, ta duge mot chinh hgp chap k ctia n phan tit ctia A. S6 cac chinh hop chap k (1 <k < n)
ctia mot tap hgp c6 n phan tit la A =n(n—1)(n—2)...(n —k+1). (Quy uéec AY = 1).

e T4 hop: Cho tap hop A gom n phan ti va sd nguyen k véi 1 < k < n. Mdi tap con ciia A ¢ k phan tit duge
goi 1a mot t6 hgp chap k clia n phan tit ctia A. S6 cac t6 hgp chap k (1 < k < n) clia mot tap hop ¢6 n phan tit 1a

k
k= % _ nn—1)(n ]3')(71 k+1) (Quy e €O = 1).
e Mot sb cong thiic vé t6 hgp: C¥ = Cn=% (0 <k <n), CF , =Ck+CF1 (1 <k <n).

Luu y. Hoan vi va chinh hop c¢6 phan biet tha thy con t6 hop khong biét thi tu.

B. Bai Tap
11.1. (B-05) Mot doi thanh nién tinh nguyén c6 15 ngudi, gom 12 nam va 3 nit. Hoi ¢6 bao nhiéu cach phan cong

doi vé gitip d& ba tinh mién nii sao cho mdi tinh ¢6 4 nam va 1 ni.

11.2. (D-06) Doi thanh nién xung kich ctia trusng phd thong c6 12 hoc sinh, gdm 5 hoc sinh 16p A, 4 hoc sinh 16p
B va 3 hoc sinh 16p C. Can chon bén hoc sinh di lam nhiém vu sao cho bén hoc sinh nay thudc khoéng qua hai 16p.
Héi ¢6 bao nhiéu cach chon.

11.3. (B-04) Trong modt mon hoc, thay gido ¢6 30 cau hoéi khac nhau gdm 5 cau héi kho, 10 cau héi trung binh va
15 cau hoéi dé. Tir 30 cau héi d6 c¢6 thé lap duge bao nhieu dé kiém tra, mdi dé gdm 5 cau héi khac nhau, sao cho
trong moi dé phai c6 3 loai cau hoi (kho, trung binh va dé) va s6 cau hdi dé khong it hon 2.

11.4. Mot hop dung 4 bi dé, 5 bi tring va 6 bi vang. Ngudi ta chon ra 4 vién bi tit hop d6. Hoi ¢6 bao nhiéu cach
chon dé s6 bi lay ra khong di ba mau.

11.5. Ching minh cac hé thic sau

a) AT+ AN = K2AR b) k(k—1)Ck =n(n—1)CF 2.
+1 1 1 1
PoA2 A2 A2 = nklAS .. d) (B-08) =
C) k n+14<n+34*n+5 n n+5 ) ( ) TL-|—2 054_1 + C’si% Cﬁ

11.6. Giai phuong trinh, bat phuong trinh va hé phuong trinh
a) P A2 + 72 =6 (A2 +2P,). b) 143, — A2 < 53 + 10.
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Y Y =
{ 2= d) C2 4+ CLf o C20 > 92008 _ 1,

e) A% +2C7 72 < 9n. f) CL +6C2 + 6C3 = 922 — 14z.

AL, 343
ﬁ biét CF ) +2C2 5 + 207 5+ CFy = 149.

11.7. (D-05) Tinh gia tri cia M =
11.8. (B-06) Cho tap A gdom 2n phan tit (n > 4). Biét rdng s6 tap con 4 phan ti bang 20 lan s6 tap con gom 2
phan tit. Tim k € {1,2,...,n} sao cho s6 tap con gom k phan tit ctia A 1a 16n nhat.

11.9. (B-02) Cho da giac déu A;As...Az, noi tiép dudng tron (O). Biét ring s6 tam gidc ¢ cac dinh 1a 3 trong 2n
dinh nhiéu gap 20 1an s6 hinh chit nhat c¢6 cac dinh 13 4 trong 2n dinh. Tim n.

§2. Xac Suat

A. Kién Thic Can Nhé

1. Khong gian mau.
e Tap tat ca cac két qui c6 thé xay ra ciia phép thit goi la khong gian miu ciia phép thit dé. Ky hieu 1a Q.
2. Bién cb.
e Mot bién c6 A lien quan t6i phép thit T dudge mo ta bdi mot tap con Q4 ndo dé ciia khong gian mau. Bién ¢b
A x3y ra khi két qua ctia T thuoc 4. Mbi phan tit clia Q4 goi 13 mot két qua thuan lgi cho A.
e Bién cb sd cap: La bién cb chi c6 mot phan ti.
e Bién c6 chic chin: La khong gian mau . Bién c¢6 khong thé: La bién cb réng (.
e Bién cb so cap dong kha ning: La bién c¢d c6 kha nang xuit hién mdi két qua 13 nhu nhau.
e Bién ¢6 dbi: La bién ¢6 A khong xay ra. Ky hieu la A (Q5 = Q\Q4).
e Bién c6 xung khic: La hai bién ¢ A vd B ma néu A xay ra thi B khong x4y ra vA ngudc lai (Q4 N Q5 = 0).
e Bién c6 doc lap: La hai bién ¢ A vd B ma viéc x4y ra bién c¢d nay khong dnh hudng tdi bién cb kia.
3. Xac suat ctia méot bién cb.
o Tinh chét: 0 < P(A) <1, P(0) =0, P(Q) =1, P (A) = 1 — P(A).
e Quy téc cong xac suat: Néu A, B xung khac thi P(AU B) = P (A) + P (B).
e Quy tac nhan xac suat: Néu A, B doc lap th P(ANB) = P(AB) = P (A).P(B).
4. Bién ngau nhién r&i rac. La gia tri doc lap X = {z1, 22, ..., 7, } nhan két qua bing s6, hitu han v khong du
doén trude duge.
e Xac suat tai zp: P (X = x1) = pg, (k = 1..n). Khi d6 p1 +p2 + ... + pp = 1.
e Bang phan b xac suit:

X T T2 Ty
P P1 P2 j2

o Ky vong: E(X) = > z;p;.
i=1

e Phuong sai: V (X) = Y o?p; — E? (X).
i=1
e Do lech chuan: o (X) = /V (X).
B. Bai Tap
11.10. (B-2012) Trong mot 16p hoc gdm c6 15 hoc sinh nam va 10 hoc sinh nit. Gido vién goi ngau nhién 4 hoc sinh

len bang giai bai tap. Tinh x4c suét dé 4 hoc sinh duge goi ¢ cd nam va ni.

11.11. Mot hop dyng 4 vién bi dd, 5 vién bi tring va 6 vién bi vang. Ngudi ta chon ra 4 vién bi tit hop d6. Tinh
xac suat dé trong s6 bi lay ra khong dii ci ba mau.

11.12. Mot t6 ¢6 9 nam va 3 nit. Chia t6 thanh 3 nhém mdi nhém gom 4 ngusi. Tinh xac suat dé khi chia ngu
nhién nhém nao ciing c¢é nit.

11.13. Mot 6 ¢6 13 hoc sinh, trong d6 c¢6 4 nit. Can chia t6 thanh ba nhém, nhém thi nhat c6 4 hoc sinh, nhom
thit hai c6 4 hoc sinh, nhém thi ba ¢6 5 hoc sinh. Tinh xéc sudt dé mdi nhém c6 it nhit mot hoc sinh ni.

11.14. C6 hai hop dyng bi. Hop mot ¢6 7 bi xanh va 3 bi d6, hop hai ¢6 6 bi xanh va 4 bi d. Lay ngdu nhién méi
hop mot bi. Tim xé4c sudt dé duge it nhit mot bi do.
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11.15. C6 hai hop chita cac vién bi chi khac nhau vé mau. Hop thi nhit chita ba bi xanh, hai bi vang va mét bi
dé. Hop thit hai chita hai bi xanh, mot bi vang va ba bi dé. Liy ngiu nhién tit méi hop mot vién bi. Tinh xac suét
dé lay dugc hai bi xanh.

11.16. Mot ngudi goi dien thoai, queén hai chit s6 cudi vi chi nhé rang hai chit s6 d6 phan bigt. Tinh x4c sudt dé
ngudi dé goi mot lan ding sb can goi.

11.17. Ngudi ta sit dung 5 cudn sach Toan, 6 cudn sach Ly, 7 cudn sach Hoa (céc cudn sach cling loai gibng nhau),
dé lam gidi thudng cho 9 hoc sinh, méi hoc sinh dugc hai cuén sach khéc loai. Trong s6 hoc sinh ¢6 hai ban Ngoc va
Théo. Tim xé&c sudt dé hai ban Ngoc v Théo cé giai thudng giéng nhau.

11.18. Mot nhém hoc tap gom 7 nam va 5 nit, trong dé ¢6 ban nam A va ban nit B. Chon ngiu nhién 5 ban dé lap
mot doi tuyén thi hoc sinh gidi. Tinh xac suat dé doi tuyén c6 3 nam va 3 nit, trong doé phéi c¢6 hosic ban nam A,
hoac ban n B nhung khong c6 ca hai.

11.19. C6 hai tai. Tdi thtt nhéat chiia 3 tAm thé danh s6 1, 2, 3 va tdi thit hai chita 4 tAm thé danh s6 4, 5, 6, 8.
Rit ngdu nhién tit méi tGi mot tAm thé réi cong hai s6 ghi trén hai tam thé véi nhau. Goi X 1a s6 thu duge. Lap
bang phan bd xac suat cia X va tinh E(X).

83. Nhi Thiic Newton
A. Kién Thic Can Nhé

e Cong thic: (a+b)" = Y Cka"kpF = CYa™ + Cla™ 1o+ C2a"2b% + ... + C1b™.
k=0

e S6 hang tong quat thit k + 1: T,y = CFa™ bk,
o Mot s6 khai trién thuong ding:

e (14+2)"=C%+Clz+ C22% + C323 + ... + Cla™.

o (1—2)"=C%—Clo+C22% - C323 + ... + (=1)"Cla™.

o (z+1)"=Cl" +Cla" 1 + C22" 2+ ..+ C 1w 4 C1.
B. Bai Tap

7

11.20. (D-04) Tim s6 hang khong chita = trong khai trién thanh da thic ciia biéu thic (\?/E + 4%/5) ,x > 0.
11.21. (D-07) Tim heé sb ctia 2° trong khai trién thanh da thic cta bidu thic z(1 — 2z)° + 22(1 + 3z)'°.
11.22. (A-04) Tim heé s6 clia 2® trong khai trién thanh da thic cta biéu thic (1 + 22 (1 — x))g.
11.23. Tim he 86 ctia 2* trong khai trién da thitc P(z) = (1 + 2z + 3962)10.
11.24. Dat (1 —r+a— x3)4 =ao+ a1 + axz® + ... + a;22z'?. Tinh heé s6 ar.
11.25. (D-02) Tim s6 nguyén duong n thod man he thic CO + 2.CL +22.C2 + ... +2".C".
11.26. (D-08) Tim sb nguyén duong n thod man hé thic C3, 4+ C35, + ... + Can~! = 2048.
11.27. Tim s6 ty nhién n sao cho 1.C} + 2.C2 + ... + nC" = n.22099,
11.28. (A-2012) Cho n la s6 nguyén duong théa man 5C7~1 = C2. Tim s6 hang chita 2% trong khai trién nhi thic

2 1 n
Newton ciia | oo — = ,x #£ 0.
14 x

11.29. (B-07) Tim hé s6 ctia 2! trong khai trién (2 + x)", biét 3"C0 — 3n~1CL + 37202 + ... 4+ (—1)"C" = 2048.
11.30. (A-03) Tim hé s6 ciia s6 hang chita z® trong khai trién (I%, +V x5) ,biét Ot —Cn Ly =T(n+3).
11.31. (A-06) Tim hé s6 ctia 2% trong khai trién (2 + 27)", biét C3, 1 + CZ, 4y + .. + O3, =220 — 1.

11.32. (D-03) Véi n la s6 nguyen duong, goi as,_3 la hé s6 clia 2”73 trong khai trién thanh da thic cla
(22 +1)" (2 +2)". Tim n dé azn—_3 = 26n.

r— x n x— n r— n—1 x z\ N « L
11.33. (A-02) Cho khai trién biéu thie (27 +27%)" = C9(27 ) +CL(2F' ) (278) 4.+ Cp(275)" Biée
ring trong khai trién dé C3 = 5C! va s6 hang tht tu bing 20n. Tim n va .
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11.34. (A-05) Tim s6 nguyen dudng n théa 3,1 — 2.2C3, 1 +3.22C5, 1 + ... + (=1)"22"C3" 1 = 2005.

11.35. (A-07) Chiing minh ring 1C, +1C3 + ..+ Lot =271

2n+1
. 2 ~ . = 0o 22-1_, 28-1 _, ontl 1
11.36. (B-03) Cho n la s6 nguyén duong. Tinh tong C), + 5 C, + 3 Ci+ ...+ TCR.
n

11.37. Chiing minh rang 2.1.C%2 +3.2.C3 +43.Ca +...+n(n—1)Cl =n(n—1)2"2
11.38. Tinh téng

a) S = 08009 + C22009 + C§009 + ...+ 038898 b) S == 0200209 + 32C§0029 + 33C§0092+ et 3200802282898.

¢) § =200 +5CL 4 8C2 + ... + (3n+ 2) C™. Q) (C10)° + (Choro) + (Cloro)” + o+ (C20)%.

11.39. Tinh tong S = 12C34;,2%2010 + 220%),,229%9 + ... + 20112C3011 2°.
11.40. Trong khai trién nhi thitc (a + b)°°, tim s6 hang 6 gié tri tuyet dbi 16n nhat, cho biét |a| = |b] v/3.

11.41. (A-08) Cho khai trién (1 +22)" = ag + a1z + ... + a,z™, (n € N*) va cac he s6 ag, a1, az, ..., a, thod man hé

thitc ag + 4 + %2 4+ ... + %2 = 4096. Tim s6 16n nhit trong cac sbé ag, a1, ag, ..., an.
2 1 2 g
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