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B1 - TỶ SỐ VÀNG

Nickname: chuyentoan.

Họ tên: Lê Nam Trường.
(giải nhì quốc gia 0405, bi giờ học lớp 12 chuyên toán Hà Tĩnh).

“Đẹp” là gì? Như thế nào thì gọi là đẹp? Từ xưa đến nay chưa có ai định nghĩa được “vẻ đẹp ” là gì cả. Có thể đối với những người này thì “đẹp” nhưng những người khác lại thấy “không đẹp”. Khả năng cảm nhận vẻ đẹp của mỗi người khác nhau và tiêu chuẩn thế nào là đẹp của mỗi người cũng khác nhau. Cái đẹp thật là trừu tượng, không ai có thể định nghĩa được vẻ đẹp! Vẻ đẹp thì bao gồm vẻ đẹp bên ngoài và vẻ đẹp bên trong. Con người chúng ta cũng có nhiều cách nhìn nhận cái đẹp: có người thì chỉ thích vẻ đẹp bên ngoài, nhưng có người thỉ chỉ thích vẻ đẹp nội tâm: “tốt gỗ hơn tốt nước sơn”, có người thì lại yêu cầu cả hai vẻ đẹp ấy! Nhưng với Toán học , dường như vẻ đẹp bên ngoài rất hiếm thấy, vẻ đẹp toán học không phải là vẻ đẹp “lộ thiên”. Cảm nhận vẻ đẹp Toán học cũng không phải là cách cảm nhận thông thường. Cảm nhận vẻ đẹp Toán học mà chỉ nhìn qua, không tư duy suy nghĩ thì chẳng thể thấy được đâu là đẹp. Vẻ đẹp Toán học được phát hiện phải qua cả chiêm ngưỡng và tư duy. 

Có những vẻ đẹp của Toán học không phải ai cũng hiểu được, muốn hiểu nó thì cần có chuyên môn, cần có kiến thức sâu rộng về Toán học. Nhưng cũng có những vẻ đẹp của Toán học mà mọi người có thể chiêm ngưỡng chỉ với kiến thức phổ thông. Trong bài này tôi sẽ giới thiệu với các bạn một vẻ đẹp rất nổi tiếng, và tôi chắc rằng tất cả những bạn yêu toán đều biết về vẻ đẹp này. Nó chỉ bắt đầu từ một  bài toán hình hoc rất đơn giản, nhưng nếu chịu khó suy nghĩ thì ta sẽ thấy vẻ đẹp của nó khi nó “liên kết” với những mảng toán học khác như: dãy số, lượng giác,…

Số vàng ( ( ) đơn giản là số có giá trị bằng 
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. Giá trị của nó là:
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Mới nhìn qua chắc bạn chưa thấy bất cứ một điều gì đặc biệt ở con số này mà lại được gọi là “số vàng”. Bây giờ ta hãy xem số này nó đặc biệt ở chỗ nào và nó liên quan đến những điều gì. Trước hết tôi nói đến khái niệm “điểm vàng”
:
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Xét đoạn thẳng AB. C nằm trên đoạn thẳng AB. C gọi là điểm vàng nếu đẳng thức sau thỏa mãn: 
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)

1

   

CB

AC

AC

AB

=

. Nhưng tại sao điều này lại liên quan đến (. Do hằng đẳng thức (1) là thuần nhất nên nếu qua một phép đồng dạng thì đẳng thức vẫn đúng. Nên ta có thể giả sử  AC = a, CB = 1. Ta có:
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Vậy AC = (, đặt (’ = 1/(. Thực tế thì người ta thường hay nói đến “điểm vàng” rồi mới định nghĩa “số vàng” (hay “tỷ số vàng”). Nhưng ở đây tôi làm hơi ngược là để nhấn mạnh ý nghĩa của “số vàng”.

Nhưng nếu chỉ có như vậy thì đâu có gì là đặc biệt, tại sao lại được gọi là “vàng”. Toán học được chia làm rất nhiều mảng, càng lên cao các mảng được phân chia càng rõ ràng, và thường ai cũng cho rằng chúng tách biệt nhau, ít liên quan đến nhau. Nhưng như vậy tại sao chúng không được tách ra thành những ngành khoa học riêng mà vẫn quy tụ lại trong “Toán học”. Câu trả lời duy nhất chỉ có thể là: “chúng liên quan đến nhau và được gắn kết với nhau, không thể tách rời”. Nhưng không phải ai cũng có thể thấy được sự liên kết ấy. Có thể có nhiều sự liên quan giữa các mảng của toán học, nhưng trong bài này, tôi sẽ chỉ cho các bạn thấy: đôi khi chúng chỉ liên kết bởi những điều rất đơn giản , như “một con số” chẳng hạn.

Ở trên ta đã nói đến điểm vàng, ta đã thấy “số vàng” xuất hiện trong hình học. Nhưng ví dụ ấy chưa đủ để nói lên “vẻ đẹp” của nó trong hình học. Ta hãy xét thêm một ví dụ về hình học có liên quan đến số vàng:

Cho ngũ giác đều ABCDE. Các đường chéo của nó cắt nhau tại M, N, P, Q, R. Ta có là MNPQR cũng là một ngũ giác đều, và một đường chéo của ngũ giác ABCDE thì song song với một cạnh của nó.
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Điều dễ thấy nhất là 
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. Nhưng có phải chỉ có vậy không? Ta thử xét thêm một số điểm. Gọi O là tâm của ABCDE, O cũng là tâm của MNPQR. A’ là giao điểm của OA và BE. M’ là trung điểm PQ. S là giao điểm của NQ và BC. RP, NQ, MM’ đồng quy tại X. Thì ta dễ dàng chứng minh được một số tỷ lệ thức liên quan đến tỷ số vàng như sau:


[image: image7.wmf]2

'

j

=

OM

OA

; 
[image: image8.wmf]2

j

=

OM

OA

; 
[image: image9.wmf]j

2

'

=

OA

OA

; 
[image: image10.wmf]j

=

XM

DX

; …

Như vậy với hình học thì ( cũng được coi là “có chỗ đứng” rồi, bây giờ ta xem đối với các mảng khác thì sao? Xét dãy Fibonacci (một dãy số nổi tiếng do Léonard de Píe phát minh, dãy số mà riêng nó đã mang rất nhiều vẻ đẹp). Trước hết hãy nói về dãy Fibonacci: dãy số 
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 được xác định như sau 
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 thì được gọi là dãy Fibonacci. Dãy Fibonacci có nhiều tính chất rất đẹp ví dụ như: 

1. Nếu 
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Nhưng ở đây chúng ta đang nói đến số ( nên tôi không đi sâu vào vấn đề này.

Trong dãy Fibonacci ( xuất hiện ở đâu? ( có liên quan gì đến dãy Fibonacci? Chúng ta thử liệt kê ra một số phần tử đầu tiên của dãy:


[image: image20.wmf]n


0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18


[image: image21.wmf]n

F


0
1
1
2
3
5
8
13
21
34
55
89
144
233
377
610
987
1597
2584

Ta tính tỷ số 
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Các bạn có dự đoán gì không? 
[image: image26.wmf]n

n

F

F

1

+

 khi n ra vô cùng thi dần tới 1.6180…. Các bạn thử bấm máy tính xem có phải 
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 dần tới (  không? ( Tất nhiên “bấm máy tính” thì không thể gọi là chứng minh được ).

Tôi chắc chắng với các bạn rằng 
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 dần tới (. Nhưng tại sao lại như vậy? Có phải chỉ có dãy Fibonacci có tính chất trên không? Nếu 
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 nhận các gía trị khác thì sao? Để trả lời những câu hỏi này ta phải sử dụng một số kiến thức về dãy số không có trong sách giáo khoa, nhưng chắc chắn nếu bạn yêu Toán thì bạn đã biết tới nó. Đó là “phương trình đặc trưng” của dãy số truy hồi. Vận dụng kiến thức này (Tôi không trình bày cụ thể) ta chứng minh được mọi dãy xác định như trên đều có công thức tổng quát là
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với mọi 
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 ( x và y được xác định khi biết 
[image: image33.wmf]0

F

 và 
[image: image34.wmf]1

F

 ).

Suy ra :
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Vậy nếu 
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Nếu 
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Thêm nữa, các bạn có thể mở rộng kết quả trên như sau: với r là hằng số nguyên dương thì: 
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Bây giờ thì ta đã hiểu tại sao lại như vậy. Nhưng chắc chắn các bạn cũng chưa hết bất ngờ bởi sự xuất hiện của số ( trong dãy Fibonacci, một dãy số mà riêng nó đã mang vô vàn vẻ đẹp. Nhưng các bạn khoan vội thỏa mãn với thành quả của mình (tôi đã nói là ( xuất hiện ở rất nhiều nơi mà, như thế này thi chưa thể gọi là nhiều được), trong Toán học các bạn phải không ngừng tìm tòi, nghiên cứu, sáng tạo ( có thể điều mình sáng tạo ra chỉ là “mới” đối với mình thôi, nhưng đó cũng là một niềm vui, niềm hạnh phúc khi làm toán ).

Từ phương trình đặc trưng của dãy là 
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. Vậy nếu một dãy số nào đó cho bởi phương trình đặc trưng trên thì nó có thể hội tụ về ( ( tôi nói là có thể vì để dãy hội tụ thì cần có nhiều điều kiện nữa, và nếu hội tụ thì chưa hẳn đã hội tụ về ( ). Dãy số “đẹp” nhất có phương trình đặc trưng như trên có lẽ là dãy 
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Ta có thể dễ dàng chứng minh 
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Với cách biến đổi khác là 
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Dưới đây tôi nêu ra (không chứng minh) 2 tổng vô hạn có sự xuất hiện của dãy Fibonacci và (:

1. 
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                            2. 
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Ở cấp PTTH ngoài Hình học và Đại số còn có Lượng giác nữa, nếu ( thật sự xuất hiện trong Lượng giác nữa thì chắc các bạn ai cũng phải công nhận rằng “nó thật đẹp”. Nhưng chúng ta không thể thấy ngay được sự xuất hiện của nó, mà phải suy nghĩ một chút (như tôi đã nói ở đâu bài: vẻ đẹp Toán học phải thông qua sự tư duy chứ không thể tự nhiên mà thấy được).

Từ ( là nghiệm dương của phương trình: 
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Vậy mọi nghiệm của f(x) đều nằm trong đoạn [-2;2]. Đặt 
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Ta thấy 
[image: image65.wmf]p

k

t

=

 không là nghiệm của (2) nên với 
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Vậy 
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. Các bạn thấy sao khi chúng ta lại có thêm một giá trị “đẹp” của hàm số lượng giác nữa. Trong sách giáo khoa đã nêu một số giá trị, những đã bao giờ các tự tìm tòi ra các giá trị khác chưa? Với cách tương tự như trên, các bạn thử tìm các kết quả tương tự, sẽ rất thú vị đó!

Vậy đó, toán học thật là kỳ diệu! Chỉ với một con số mà chúng ta lại hiểu thêm được nhiều điều ở nhiều mảng Toán học khác nhau, tưởng chừng như chúng chẳng có liên quan gì đến nhau cả. Mà sự liên kết ấy, tôi nhắc lại với các bạn là chỉ bằng một con số (. Nhưng có phải ( chỉ xuất hiện trong những bài toán trên không? Chắc chắn là không rồi. Nó xuất hiện rất nhiều (nhưng do kiến thức của tôi còn có hạn nên không thể trình bày cho các bạn được), và cũng rất đẹp nữa. Ví dụ như: hình chữ nhật vàng, ellipse vàng, đường xoắn hình chữ nhật, … . Chắc chắn các bạn sẽ tìm được thêm những vẻ đẹp khác khi tìm hiểu về chúng.

Học toán không chỉ có giải toán giỏi, nhiều bạn học rất giỏi nhưng rồi cũng chỉ trở thành “thợ làm toán” (nói vậy không có nghĩa là học toán thì không cần làm toán). Học toán chúng ta cần rèn luyện khả năng sáng tạo, chính điều đó mới làm nên một “nhà toán học”. Khi giải được một bài toán chúng ta không nên tự thỏa mãn mà phải tiếp tục tìm tòi xem có những điều gì ẩn sau những bài toán đó. Đó chính là “niềm vui” và “vẻ đẹp” của Toán học. Vẻ đẹp của Toán học là vô tận, con người chúng ta chẳng bao giờ có thể tìm hiểu hết được. Nhưng không vì vậy mà chúng ta nản chí, chúng ta vẫn đang từng bước cố gắng trên con đường chinh phục nó. Chúc các bạn ngày càng gặt hái nhiều thành công trên con đường chinh phục Toán học!

� Khái niệm điểm vàng đã được EUCLIDE nhắc đến vào thế kỷ III trước CN
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