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Më ®Çu

Bµi to¸n tèi ­u d.c cã nhiÒu tÝnh chÊt ®Ñp ®Ï vµ ®­îc sö dông réng r·i

trong lý thuyÕt vµ øng dông thùc tiÔn, ®Æc biÖt lµ trong gi¶i tÝch låi vµ tèi ­u

hãa. ChÝnh v× vËy, bµi to¸n nµy vµ c¸c më réng cña nã ®ang lµ chñ ®Ò hÊp

dÉn víi nhiÒu kÕt qu¶ ®¸ng chó ý vµ thu hót ®­îc sù quan t©m cña nhiÒu

nhµ nghiªn cøu. Ngµy nay, víi sù ph¸t triÓn nhanh chãng cña nÒn c«ng nghÖ

th«ng tin th× ph¹m vi vµ kh¶ n¨ng øng dông cña bµi to¸n nµy ngµy cµng ®­îc

më réng h¬n.

LuËn v¨n nµy tr×nh bµy nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ hµm d.c, ph¸t biÓu bµi

to¸n tèi ­u d.c vµ tr×nh bµy mét ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa ph­¬ng cho líp bµi

to¸n nµy. Y t­ëng cña ph­¬ng ph¸p lµ sö dông bµi to¸n ®èi ngÉu d.c ®­îc

Toland ®­a ra n¨m 1979 ®Ó tõ ®ã t×m nghiÖm ®Þa ph­¬ng cho bµi to¸n tèi ­u

d.c. §ång thêi luËn v¨n còng tr×nh bµy bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn

hîp d.c vµ øng dông nã trong m« h×nh c©n b»ng Cournot - Nash.

LuËn v¨n gåm môc lôc, ba ch­¬ng, phÇn kÕt luËn vµ tµi liÖu tham kh¶o.

Ch­¬ng 1: Hµm d.c.

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i ®Ò cËp ®Õn c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ hµm låi,

hµm d.c vµ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm d.c.

Ch­¬ng 2: Bµi to¸n tèi ­u d.c.

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy m« h×nh bµi to¸n tèi ­u d.c, bµi to¸n

®èi ngÉu d.c. Tõ ®ã, tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa ph­¬ng ®Ó t×m nghiÖm

vµ nªu mét ph­¬ng ph¸p hiÖu chØnh cho líp bµi to¸n nµy.

Ch­¬ng 3: Bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp d.c.

ii
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Trong ch­¬ng nµy ®Çu tiªn chóng t«i ®­a ra bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n

hçn hîp d.c, t×m c¸c ®iÓm dõng cña bµi to¸n nµy theo ph­¬ng ph¸p ®iÓm gÇn

kÒ. Tõ ®ã øng dông t×m lêi gi¶i cho m« h×nh c©n b»ng Cournot - Nash.

LuËn v¨n ®­îc hoµn thµnh d­íi sù h­íng dÉn vµ gióp ®ì tËn t×nh chu ®¸o

cña GS. TSKH. Lª Dòng M­u. T«i xin bµy tá lßng kÝnh träng vµ biÕt ¬n s©u

s¾c ®Õn ThÇy.

T«i xin bµy tá lßng c¶m ¬n tíi c¸c gi¸o s­, tiÕn sÜ ë ViÖn To¸n häc ViÖt

Nam, PGS.TS N«ng Quèc Chinh, PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn, TS. NguyÔn

ThÞ Thu Thñy cïng c¸c thÇy c« gi¸o, Phßng §T-KH&QHQT, Khoa To¸n -

Tin tr­êng §¹i häc Khoa häc cïng gia ®×nh, b¹n bÌ, ®ång nghiÖp ®· gióp ®ì

t«i trong suèt thêi gian qua.

T¸c gi¶

iii
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Mét sè ký hiÖu vµ ch÷ viÕt t¾t

X∗ kh«ng gian liªn hîp cña X

Rn kh«ng gian Euclide n chiÒu

∅ tËp rçng

x := y x ®­îc ®Þnh nghÜa b»ng y

∀y víi mäi y

∃x tån t¹i x

I ¸nh x¹ ®¬n vÞ

A ∩B A giao víi B

A ∪B A hîp víi B

AT ma trËn chuyÓn vÞ cña ma trËn A

A∗ to¸n tö liªn hîp cña to¸n tö A

inf
x∈X

F (x) infimum cña tËp {F (x) : x ∈ X}

iv
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Ch­¬ng 1

Hµm d.c

Ch­¬ng nµy nh¾c l¹i v¾n t¾t mét sè kiÕn thøc vÒ gi¶i tÝch låi. Tõ ®ã x©y

dùng, tr×nh bµy ®Þnh nghÜa cña hµm d.c còng nh­ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n

cña líp hµm nµy. C¸c kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ ë ch­¬ng nµy ®­îc lÊy tõ c¸c tµi

liÖu [1], [2], [3], [7].

1.1. §Þnh nghÜa vµ vÝ dô

§Þnh nghÜa 1.1 Mét sè ®Þnh nghÜa vÒ hµm låi

(i) TËp C ⊆ Rn ®­îc gäi lµ tËp låi nÕu víi mäi x1, x2 ∈ C vµ víi mäi sè

thùc λ ∈ [0, 1] ta cã λx1 + (1− λ)x2 ∈ C.

(ii) Hµm f ®­îc gäi lµ hµm låi x¸c ®Þnh trªn tËp låi C ⊆ Rn nÕu víi bÊt kú

x1, x2 ∈ C vµ bÊt kú sè thùc λ ∈ [0, 1], ta cã

f
(
λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2).

(iii) Ta gäi f lµ hµm låi chÆt trªn tËp låi C nÕu

f (λx1 + (1− λ)x2) < λf (x1) + (1− λ)f (x2),

víi bÊt kú x1, x2 ∈ C, x1 6= x2 vµ bÊt kú sè thùc λ ∈ (0, 1).

(iv) MiÒn x¸c ®Þnh h÷u hiÖu cña hµm f lµ dom f = {x ∈ C | f (x) < +∞}.

(v) Hµm låi f ®­îc gäi lµ kh¶ vi thiÕt yÕu trªn C nÕu nã tháa m·n c¸c ®iÒu

kiÖn sau

(a) C = int(domf) 6= ∅;

(b) f lµ hµm kh¶ vi trªn C;

1
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(c) limk→∞ ‖ 5 f(xk)‖ = +∞ , víi mäi {xk} héi tô ®Õn biªn cña C.

(vi) Cho ρ > 0 vµ C lµ mét tËp con låi cña Rn. Hµm sè

θ : C −→ R ∪ {+∞}

®­îc gäi lµ ρ− låi nÕu

θ[λx+ (1− λ)x′] ≤ λθ(x) + (1− λ)θ(x′)− λ(1− λ)

2
ρ‖x− x′‖2,

víi ∀λ ∈ [0, 1] vµ ∀x, x′ ∈ C.

Ký hiÖu

ρ(θ, C) = sup {ρ ≥ 0 : θ − (ρ/2)‖.‖2 lµ låi trªnC }.

Khi ®ã, θ ®­îc gäi lµ låi m¹nh trªn C nÕu (ρ, C) > 0.

(vii) Hµm låi f : C −→ R∪ {+∞} cã thÓ ®­îc më réng thµnh hµm låi trªn

kh«ng gian Rn b»ng c¸ch ®Æt f (x) = +∞,∀x /∈ domf . V× vËy ®Ó ®¬n gi¶n,

ta th­êng xÐt f lµ hµm låi trªn Rn.

§Þnh nghÜa 1.2 (i) Mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn tËp låi C ⊂ Rn ®­îc gäi lµ

d.c trªn C nÕu víi mäi x ∈ C, f cã thÓ biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng

f (x) = g(x)− h(x), (1.1)

trong ®ã g, h lµ c¸c hµm låi trªn C.

PhÐp biÓu diÔn (1.1) ®­îc gäi lµ khai triÓn cña hµm f ; g vµ h ®­îc gäi lµ c¸c

hµm hîp thµnh cña f .

(ii) Mét hµm sè lµ d.c trªn Rn ®­îc gäi lµ hµm d.c.

(iii) Hµm sè

f : Rn −→ R

®­îc gäi lµ d.c ®Þa ph­¬ng nÕu víi mäi x0 ∈ Rn tån t¹i h×nh cÇu

B(x0, ε) = {x ∈ Rn :‖ x− x0 ‖≤ ε}, ε > 0

sao cho f lµ d.c trªn B(x0, ε).

2
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VÝ dô 1.1 Cho hµm sè

f(x) = f(x1, x2) = x2
1 − 2x1x2 + 3x2

2 −
√
x2

1 + x2
2.

§Æt

g(x) = x2
1 − 2x1x2 + 3x2

2,

h(x) =
√
x2

1 + x2
2 =‖ x ‖ .

Ta cã

5g(x) =

 2x1 −2x2

−2x1 6x2.


Tõ ®ã

52g(x) =

 2 −2

−2 6

 .

VËy g(x) kh¶ vi hai lÇn vµ 52g(x) lµ x¸c ®Þnh d­¬ng víi mäi x nªn g(x) lµ

hµm låi chÆt. Râ rµng h(x) =‖ x ‖ còng lµ hµm låi. VËy, f lµ hµm d.c.

1.2. Mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm d.c

§Þnh lÝ 1.1 Cho fi, (i = 1, 2, ...,m) lµ c¸c hµm d.c. Khi ®ã, nh÷ng hµm sau

còng lµ d.c

(i)
∑m

i=1 λifi(x) víi λi(i = 1, 2, ...,m) lµ nh÷ng sè thùc;

(ii) max
i=1,2,...,m

fi(x) vµ min
i=1,2,...,m

fi(x);

(iii) | f (x) |,

f +(x) := max{0, f (x)},

f −(x) := min{0, f };

(iv) Πm
i=1fi(x).

Chøng minh

(i) Theo gi¶ thiÕt fi, (i = 1, 2, ...,m) lµ c¸c hµm d.c. Suy ra tån t¹i c¸c hµm

låi gi vµ hi (i = 1, 2, ...,m) sao cho

fi = gi − hi, (i = 1, 2, ...,m).

3
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Víi λi ∈ R; kÝ hiÖu I1 lµ tËp c¸c chØ sè i, i = 1, 2, ...,m mµ λi > 0 vµ I2 lµ

tËp c¸c chØ sè i, i = 1, 2, ...,m mµ λi < 0. Khi ®ã, ta cã

m∑
i=1

λifi(x) =
m∑
i=1

λi
(
gi(x)− hi(x)

)
=

m∑
i=1

λigi(x)−
m∑
i=1

λihi(x)

=
(∑
i∈I1

λigi(x) +
∑
i∈I2

(−λi)hi(x)
)
−
(∑
i∈I2

(−λi)gi(x) +
∑
i∈I1

λihi(x)
)
.

Theo gi¶ thiÕt gi vµ hi (i = 1, 2, . . . ,m) lµ c¸c hµm låi nªn(∑
i∈I1

λigi(x) +
∑
i∈I2

(−λi)hi(x)
)

vµ (∑
i∈I2

(−λi)gi(x) +
∑
i∈I1

λihi(x)
)

còng lµ c¸c hµm låi. VËy,
∑m

i=1 λifi(x) lµ hiÖu cña hai hµm låi nªn nã lµ

hµm d.c.

(ii) Do fi lµ hµm d.c (i = 1, 2, . . . ,m) nªn tån t¹i c¸c hµm låi gi(x), hi(x)

víi (i = 1, 2, . . . ,m) sao cho víi mçi i ta cã fi = gi − hi. Suy ra víi mäi i,

(i = 1, 2, . . . ,m) ta cã

fi = gi +
m∑
j=1
j 6=i

hj −
m∑
j=1

hj.

Do ®ã

max
(i=1,2,...,m)

fi = max
(i=1,2,...,m)

{
gi +

m∑
j=1
j 6=i

hj
}
−

m∑
j=1

hi. (1.2)

Bëi v× gi¸ trÞ lín nhÊt cña tæng h÷u h¹n cña c¸c hµm låi còng lµ hµm låi

nªn max
(i=1,2,...,m)

{
gi +

∑m
j=1

j 6=i
hi
}
vµ
∑m

j=i
hjlµ c¸c hµm låi. Thay vµo (1.2) ta cã

max
(i=1,2,...,m)

fi lµ hµm d.c.

4
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B»ng c¸ch chøng minh t­¬ng tù ta còng cã min
(i=1,2,...,m)

fi lµ hµm d.c.

(iii) V× f lµ hµm d.c nªn tån t¹i c¸c hµm låi g vµ h sao cho f = g−h. Ta cã:

| f |= 2 max{g, h} − (g + h).

Râ rµng 2 max{g, h} vµ (g + h) lµ c¸c hµm låi nªn | f | lµ hµm d.c.

Theo gi¶ thiÕt

f +(x) = max{0, f (x)},

f −(x) = min{0, f (x)}.

Sö dông (ii) ta cã f +(x) vµ f −(x) lµ c¸c hµm d.c.

(iv) V× fi = f +
i + f −i , (i = 1, 2, . . . ,m) nªn tån t¹i c¸c hµm låi kh«ng ©m

gi, hi, (i = 1, 2, . . . ,m), sao cho víi mçi i ta cã fi = gi − hi. Khi ®ã, víi

m = 2 ta cã

f1.f2 = (g1 − h1)(g2 − h2)

=
1

2
[(h1 + h2)

2 + (g1 + g2)
2]

− 1

2
[(g1 + h2)

2 + (g2 + h1)
2].

Do b×nh ph­¬ng cña hµm låi kh«ng ©m lµ hµm låi cho nªn

1

2
[(h1 + h2)

2 + (g1 + g2)
2]

vµ
1

2
[(g1 + h2)

2 + (g2 + h1)
2]

lµ c¸c hµm låi. VËy theo ®Þnh nghÜa f1.f2 lµ hµm d.c. B»ng quy n¹p ta cã

Πm
(i=1)f (x) lµ hµm d.c. 2

§Þnh lÝ 1.2 Mäi hµm d.c ®Þa ph­¬ng lµ d.c.

Chøng minh

PhÇn chøng minh ®Þnh lý nµy xem trong [7].

5
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HÖ qu¶ 1.2.1 Mäi hµm f (x) kh¶ vi cÊp hai liªn tôc (kÝ hiÖu f ∈ C2) lµ d.c

trªn mét tËp låi compac bÊt kú Ω ⊂ Rn.

Chøng minh

XÐt hµm sè g(x) = f (x) + ρ ‖ x ‖2 Ta xÏ chøng minh r»ng tån t¹i ρ ®ñ lín

sao cho g(x) lµ hµm låi. ThËt vËy, ®Ó g(x) lµ hµm låi ta ph¶i chän ρ sao cho

∇2g(x) � 0 víi mäi x. §Ó ý r»ng

〈u,∇2g(x)u〉 = 〈u,∇2f(x)u〉+ ρ ‖ u ‖2 .

Muèn cho∇2g(x) � 0 tøc lµ 〈u,∇2g(x)u〉 ≥ 0 víi mäi u, hay 〈u,∇2f(x)u〉+

ρ ‖ u ‖2≥ 0 víi mäi u mµ ‖ u ‖= 1 ta chØ cÇn chän ρ sao cho ρ ≥

−〈u,∇2f(x)u〉 víi mäi u mµ ‖ u ‖= 1 vµ mäi x ∈ Ω, nghÜa lµ

ρ ≥ −min{〈u,∇2f(x)u〉 : x ∈ Ω; ‖ u ‖= 1}.

Ta lu«n chän ®­îc ρ tháa m·n ®iÒu nµy v×

min{〈u,∇2f(x)u〉 : x ∈ Ω; ‖ u ‖= 1} > −∞

(do Ω lµ tËp compac). VËy ta ®· chØ ra tån t¹i ρ sao cho g(x) lµ hµm låi. Nh­

vËy f(x) = g(x)− ρ ‖ x ‖2 lµ hiÖu cña hai hµm låi vµ do vËy f(x) lµ hµm

d.c. 2

HÖ qu¶ 1.2.2 Cho f : Rn −→ R lµ hµm d.c vµ g : R −→ R lµ hµm låi. Khi

®ã, hµm hîp thµnh g ◦ f còng lµ d.c.

Chøng minh

Cho x0 ∈ Rn vµ y0 lµ ¶nh cña x0 qua f , tøc lµ y0 = f (x0). Khi ®ã, hµm g(y)

cã thÓ biÓu diÔn trong h×nh cÇu nµo ®ã B(y0, ε0) cña y0 nh­ sup theo tõng

®iÓm cña mét hä c¸c hµm affin nµo ®ã

g(y) = sup
i∈I

(aiy + bi), víi y ∈ B(y0, ε0).

6
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Trong ®ã, ai, bi ∈ R, i ∈ I vµ I lµ tËp chØ sè sao cho

s = sup
i∈I

max{ai, bi} <∞.

LÊy

f (x) = g(x)− h(x),

trong ®ã g, h lµ c¸c hµm låi trong h×nh cÇu B(x0, ε1) sao cho

f (B(x0, ε1)) ⊆ B(y0, ε0).

Khi ®ã víi x ∈ B(x0, ε1), ta cã

aif (x) + bi = bi + aig(x)− aih(x)

= [bi + (s+ ai)g(x) + (s− ai)h(x)]− s
(
g(x) + h(x)

)
= g̃i(x) + h̃(x),

víi g̃i vµ h̃ lµ c¸c hµm låi vµ h̃(x) = s
(
g(x) + h(x)

)
kh«ng phô thuéc vµo i.

Suy ra

g(f (x)) = sup
i∈I

(g̃i(x)− h̃(x)) = sup
i∈I
g̃i(x)− h̃(x) = g̃ − h̃.

Víi g̃ lµ hµm låi. VËy hµm hîp thµnh g ◦ f lµ hµm d.c ®Þa ph­¬ng vµ v× thÕ

nã lµ hµm d.c. 2

MÖnh ®Ò 1.1 ChoM lµ tËp con ®ãng kh¸c rçng cñaRn. Khi ®ã, b×nh ph­¬ng

cña hµm kho¶ng c¸ch d2
M(x) lµ hµm d.c.

Chøng minh

Hµm kho¶ng c¸ch x¸c ®Þnh nh­ sau

dM :Rn −→ R

x −→ inf {‖ y − x ‖: y ∈M}
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Ta cã

d2
M(x) = inf {‖ y − x ‖2: y ∈M}

=‖ x ‖2 + inf {− ‖ x ‖2 + ‖ y − x ‖2: y ∈M}

=‖ x ‖2 − sup{‖ x ‖2 − ‖ y − x ‖2: y ∈M}

=‖ x ‖2 − sup{2xTy− ‖ y ‖2: y ∈M}.

Hµm h(x) = sup{2xTy− ‖ y ‖2: y ∈M} lµ sup theo tõng ®iÓm cña mét

hä c¸c hµm affin nªn nã lµ hµm låi. Râ rµng g(x) =‖ x ‖2 còng lµ hµm

låi. VËy d2
M(x) lµ hµm d.c. 2

TiÓu kÕt ch­¬ng 1

Trong ch­¬ng nµy tr­íc tiªn nh¾c l¹i kh¸i niÖm hµm låi vµ tõ ®ã ®­a ra

kh¸i niÖm hµm d.c. TiÕp theo lµ tr×nh bµy mét sè tÝnh chÊt cña hµm d.c. §©y

lµ c¬ së ®Ó t×m hiÓu bµi to¸n tèi ­u d.c ë ch­¬ng 2.
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Ch­¬ng 2

Bµi to¸n tèi ­u d.c

Trong ch­¬ng nµy chóng ta tr×nh bµy bµi to¸n tèi ­u d.c còng nh­ bµi to¸n

®èi ngÉu cña nã. Tõ ®ã ®­a ra ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa ph­¬ng ®Ó gi¶i quyÕt

bµi to¸n nµy. §ång thêi tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p hiÖu chØnh cho c¸c bµi to¸n

gèc vµ ®èi ngÉu.

2.1. Ph¸t biÓu bµi to¸n

Cho X = Rn ®­îc trang bÞ tÝch 〈·, ·〉 v« h­íng. Khi ®ã kh«ng gian ®èi

ngÉu Y cña X ®­îc ®ång nhÊt víi X . Ký hiÖu Γ0(X) lµ tËp tÊt c¶ nh÷ng

hµm låi, chÝnh th­êng, nöa liªn tôc d­íi trªn X .

§Þnh nghÜa 2.1 Mét bµi to¸n tèi ­u toµn côc ®­îc gäi lµ bµi to¸n tèi ­u d.c

nÕu nã cã d¹ng sau

(P ) α = inf{f(x) := g(x)− h(x) : x ∈ X},

trong ®ã g vµ h thuéc vµo Γ0(X).

§Þnh nghÜa 2.2 (i) §iÓm x∗ ®­îc gäi lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h nÕu

g(x∗)− h(x∗) lµ h÷u h¹n, nghÜa lµ

x∗ ∈ domg ∩ domh

vµ tån t¹i mét l©n cËn U cña x∗ sao cho

g(x∗)− h(x∗) ≤ g(x)− h(x), ∀x ∈ U.
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(ii) §iÓm x∗ ®­îc gäi cùc tiÓu chÆt cña g − h nÕu g(x∗)− h(x∗) lµ h÷u h¹n

vµ

g(x)− h(x) ≥ g(x∗)− h(x∗),

víi mäi x ∈
(
U ∩ int(domh)

)
.

(iii) §iÓm x∗ gäi lµ ®iÓm tíi h¹n cña g − h nÕu nh­

∂g(x∗) ∩ ∂h(x∗) 6= φ.

2.2. Ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa ph­¬ng

2.2.1. Bµi to¸n d.c ®èi ngÉu

§Þnh nghÜa 2.3 (i) Cho g ∈ Γ0(X). Khi ®ã hµm liªn hîp cña g ®­îc ký hiÖu

vµ ®Þnh nghÜa nh­ sau

g∗(y) = sup {〈x, y〉 − g(x) : x ∈ X}.

(ii) Cho x0 ∈ domg vµ ε > 0. Khi ®ã ε - d­íi vi ph©n cña g t¹i x0 ®­îc ®Þnh

nghÜa vµ kÝ hiÖu nh­ sau

∂εg(x0) = {y ∈ Y : g(x) ≥ g(x0) + 〈x− x0, y〉 − ε, ∀x ∈ X}.

MÖnh ®Ò 2.1 Cho bµi to¸n d.c

(P ) α = inf {f (x) := g(x)− h(x) : x ∈ X},

trong ®ã g, h ∈ Γ0(X). Khi ®ã

(D) α = inf {h∗(y)− g∗(y) : y ∈ Y }.

Chøng minh

XÐt bµi to¸n tèi ­u d.c

(P ) α = inf {f (x) = g(x)− h(x) : x ∈ X},
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trong ®ã g, h ∈ Γ0(X).

Tõ ®Þnh nghÜa cña hµm liªn hîp, ta cã

α = inf {g(x)− h(x) : x ∈ X}

= inf {g(x)− sup {〈x, y〉 − h∗(y) : y ∈ Y } : x ∈ X}

= inf {β(y) : y ∈ Y },

víi

(Py) β(y) = inf {g(x)−
(
〈x, y〉 − h∗(y)

)
: x ∈ X}.

Ta cã

β(y) =

 h∗(y)− g∗(y) nÕu y ∈ domh∗

+∞ trong c¸c tr­êng hîp kh¸c.

Ta ph¸t biÓu bµi to¸n ®èi ngÉu

α = inf {h∗(y)− g∗(y) : y ∈ domh∗}.

Theo c¸ch x¸c ®Þnh β(y) ë trªn ta cã bµi to¸n ®èi ngÉu cña (P ) lµ

(D) α = inf {h∗(y)− g∗(y) : y ∈ Y }. 2

NhËn xÐt 2.1 Do α lµ h÷u h¹n nªn domg ⊂ domh vµ domh∗ ⊂ domg∗.

§Þnh lÝ 2.1 Cho P vµ D lÇn l­ît lµ c¸c tËp nghiÖm t­¬ng øng cña hai bµi

to¸n (P) vµ (D). §Æt

Pl = {x∗ ∈ X : ∂h(x∗) ⊂ ∂g(x∗)}

Dl = {y∗ ∈ Y : ∂g∗(y∗) ⊂ ∂h∗(y∗)}.

Khi ®ã,

(i) x ∈ P nÕu vµ chØ nÕu ∂εh(x) ⊂ ∂εg(x), víi ∀ε > 0;

(ii) y ∈ D nÕu vµ chØ nÕu ∂εg∗(y) ⊂ ∂εh
∗(y), víi ∀ε > 0;

(iii) ∪{∂h(x) : x ∈ P} ⊂ D ⊂ domh∗;

(iv) ∪{∂g∗(y) : y ∈ D} ⊂ P ⊂ domg.

§Þnh lý nµy ®­îc chøng minh trong [6].
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§Þnh lÝ 2.2 (i) NÕu x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h th× x∗ ∈ Pl.

(ii) Cho x∗ lµ ®iÓm tíi h¹n cña g − h vµ y∗ ∈ ∂g(x∗) ∩ ∂h(x∗).

Cho U lµ mét l©n cËn cña x∗ tháa m·n

U ∩ domg ⊂ dom∂h.

NÕu nh­ víi mçi x ∈ U ∩ domg tån t¹i y ∈ ∂h(x) sao cho

h∗(y)− g∗(y) ≥ h∗(y∗)− g∗(y∗)

th× x∗ lµ ®iÓm cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h, nghÜa lµ

g(x)− h(x) ≥ g(x∗)− h(x∗), ∀x ∈ U ∩ domg.

Chøng minh

(i) Gi¶ sö x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g− h. Ta chøng minh x∗ ∈ Pl. ThËt

vËy, do x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h nªn tån t¹i mét l©n cËn U cña

x∗ sao cho

g(x)− g(x∗) ≥ h(x)− h(x∗), víi ∀x ∈ U ∩ domg.

V× thÕ, víi y∗ ∈ ∂h(x∗) ta cã

g(x)− g(x∗) ≥ 〈x− x∗, y∗〉

víi mäi x ∈ U ∩ dom g.

Do g lµ tËp låi, suy ra y∗ ∈ ∂g(x∗). VËy x∗ ∈ Pl.

(ii) Theo gi¶ thiÕt

y∗ ∈ ∂g(x∗) ∩ ∂h(x∗),

ta cã

g(x∗) + g∗(y∗) = 〈x∗, y∗〉 = h(x∗) + h∗(y∗).

Suy ra

g(x∗)− h(x∗) = h∗(y∗)− g∗(y∗). (2.1)
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Còng theo gi¶ thiÕt víi x lµ ®iÓm bÊt kú thuéc U ∩dom g sÏ tån t¹i y ∈ ∂h(x)

sao cho

h∗(y)− g∗(y) ≥ h∗(y∗)− g∗(y∗). (2.2)

MÆt kh¸c, ta cã

h(x) + h∗(y) = 〈x, y〉 ≤ g(x) + g∗(y).

Suy ra

g(x)− h(x) ≥ h∗(y)− g∗(y). (2.3)

Nh­ vËy tõ (2.1), (2.2) vµ (2.3) ta cã

g(x)− h(x) ≥ h∗(y)− g∗(y), víi∀x ∈ U ∩ domg

nghÜa lµ x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h. 2

HÖ qu¶ 2.2.1 Cho x∗ lµ ®iÓm n»m trong l©n cËn U sao cho

∂h(x) ∩ ∂g(x∗) 6= ∅, víi mäix ∈ U ∩ domg.

Khi ®ã x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h, tøc lµ

g(x)− h(x) ≥ g(x∗)− h(x∗), ∀x ∈ U ∩ domg.

Chøng minh

LÊy x ∈ U ∩ dom g vµ gäi x∗ lµ mét ®iÓm n»m trong l©n cËn U sao cho

∂h(x) ∩ ∂g(x∗) 6= ∅. Khi ®ã, tån t¹i y ∈ ∂h(x) ∩ ∂g(x∗).

V× y ∈ ∂h(x) nªn ta cã

h(x) + h∗(y) = 〈x, y〉 ≤ g(x) + g∗(y).

Suy ra

g(x)− h(x) ≥ h∗(y)− g∗(y). (2.4)

V× y ∈ ∂g(x∗) nªn

g(x∗) + g∗(y) = 〈x∗, y〉 ≤ h(x∗) + h∗(y).
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Suy ra

h∗(y)− g∗(y) ≥ g(x∗)− h(x∗). (2.5)

MÆt kh¸c, nÕu lÊy y∗ ∈ ∂h(x∗) ∩ ∂g(x∗) th× ta cã

g(x∗) + g∗(y∗) = 〈x∗, y∗〉 = h(x∗) + h∗(y∗).

Tõ ®ã suy ra

g(x∗)− h(x∗) = h∗(y∗)− g∗(y∗).

VËy gi¶ thiÕt (ii) cña ®Þnh lý 2.2 ®­îc tháa m·n. Do ®ã, theo kÕt qu¶ ®Þnh

lý nµy ta cã x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h, nghÜa lµ

g(x)− h(x) ≥ g(x∗)− h(x∗), víi mäi x ∈ U ∩ domg. 2

HÖ qu¶ 2.2.2 NÕu x∗ ∈ int(domh) tháa m·n ®iÒu kiÖn

∂h(x∗) ⊂ int
(
∂g(x∗)

)
th× x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng chÆt cña g − h.

Chøng minh

Tõ tÝnh nöa liªn tôc trªn cña ∂h t¹i x∗ ∈ int(domh) suy ra víi mçi tËp

më O chøa ∂h(x∗) ®Òu tån t¹i l©n cËn U cña x∗ sao cho ∂h(x) ⊂ O, víi

mäi x ∈ U .

§Æt O = int
(
∂g(x∗)

)
, suy ra ∂h(x)∩ ∂g(x∗) 6= ∅. VËy, ®iÒu kiÖn cña hÖ

qu¶ 2.2.1 ®­îc tháa m·n. Do ®ã x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h.

§Æt V = U ∩ int(domh). NÕu x ∈ V th× ∂h(x) lµ compact. Do ®ã víi mçi

x ∈ V tån t¹i ε(x) > 0 sao cho

∂h(x) + ε(x)B ⊂ O,

víi B lµ h×nh cÇu ®¬n vÞ ®ãng trong kh«ng gian Euclide th«ng th­êng.
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LÊy x ∈ V \ {x∗} vµ y ∈ ∂h(x), ta cã

g(x)− g(x∗) ≥ 〈x− x∗, y +
ε(x)

‖x− x∗‖
(x− x∗)〉

= ε(x)‖x− x∗‖+ 〈x− x∗, y〉

≥ ε(x)‖x− x∗‖+ h(x)− h(x∗).

Suy ra

g(x)− h(x) ≥ ε(x)‖x− x∗‖+ g(x∗)− h(x∗).

VËy x∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng chÆt cña g − h. 2

HÖ qu¶ 2.2.3 Cho x∗ ∈ dom∂h lµ ®iÓm cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña g − h vµ

y∗ ∈ ∂h(x∗), x thuéc vµo l©n cËn U sao cho

g(x)− h(x) ≥ g(x∗)− h(x∗), víi mäix ∈ U ∩ domg.

Khi ®ã, nÕu y∗ ∈ int(domg∗) vµ ∂g∗(y∗) ⊂ U th× y∗ lµ cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng

cña h∗ − g∗.

Chøng minh

Xem chøng minh chi tiÕt trong [6].

2.2.2. Ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa ph­¬ng

? Ph­¬ng ph¸p tæng qu¸t gi¶i bµi to¸n d.c

Cho x∗ ∈ X . Ta xÐt bµi to¸n sau:(
S (x∗)

)
inf{h∗(y)− g∗(y) : y ∈ ∂h(x∗)}. (2.6)

Bµi to¸n nµy t­¬ng ®­¬ng víi bµi to¸n

inf{〈x∗, y〉 − g∗(y) : y ∈ ∂h(x∗)}.

T­¬ng tù, cho y∗ ∈ Y . Ta xÐt bµi to¸n ®èi ngÉu(
T (y∗)

)
inf{g(x)− h(x) : x ∈ ∂g∗(y∗)}. (2.7)
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Bµi to¸n (2.7) t­¬ng ®­¬ng víi

inf{〈x, y∗〉 − h(x) : x ∈ ∂g∗(y∗)}.

Gäi S(x∗), T (y∗) t­¬ng øng lÇn l­ît lµ tËp nghiÖm cña
(
S (x∗)

)
vµ
(
T (y∗)

)
.

Ph­¬ng ph¸p gi¶i tæng qu¸t cã thÓ ®­îc xem nh­ ph­¬ng ph¸p xÊp xØ nghiÖm

cho bµi to¸n nguyªn thñy (P ) vµ bµi to¸n ®èi ngÉu (D). Theo ph­¬ng ph¸p

nµy, xuÊt ph¸t tõ mét ®iÓm x0 ∈ domg ®· cho, ta x©y dùng hai d·y {xk} vµ

{yk} nh­ sau

yk ∈ S(xk);xk+1 ∈ T (yk).

ViÖc gi¶i c¸c bµi to¸n nµy kh«ng ph¶i bao giê còng dÔ dµng. V× thÕ, ta th­êng

dïng ph­¬ng ph¸p kh¸c hiÖu qu¶ h¬n sau ®©y:

? Ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa ph­¬ng

Theo ph­¬ng ph¸p nµy, Ta x©y dùng hai d·y {xk} vµ {yk} lÇn l­ît lµ

nghiÖm cña bµi to¸n gèc vµ bµi to¸n ®èi ngÉu sao cho tháa m·n c¸c ®iÒu

kiÖn sau:

(i) (g − h)(xk) vµ (h∗ − g∗)(yk) lµ c¸c d·y gi¶m

(ii) Mäi ®iÓm giíi h¹n x∗ (t­¬ng øng y∗) cña {xk} ( {yk}) lµ ®iÓm tíi h¹n

cña g − h (t­¬ng øng (h∗ − g∗)).

§Ó tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn trªn, xuÊt ph¸t tõ x0 ∈ domg ta x©y dùng d·y

{xk} vµ {yk} nh­ sau:

yk ∈ ∂h(xk);xk+1 ∈ ∂g∗(yk).
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T¹i b­íc lÆp thø k, ta cã:

xk ∈ ∂g∗(yk−1)→ yk ∈ ∂h(xk)

= argmin {h∗(y)− [g∗(yk−1)

+ 〈xk, y − yk−1〉] : y ∈ Y }, (Dk)

yk ∈ ∂h(xk)→ xk+1 ∈ ∂g∗(yk)

= argmin {g(x)− [h(xk)

+ 〈x− xk, yk〉] : x ∈ X}. (Pk)

§Þnh nghÜa 2.4 Ph­¬ng ph¸p gi¶i bµi to¸n d.c ®­îc gäi lµ ®óng nÕu cã thÓ

x©y dùng hai d·y {xk} vµ {yk} tõ mét ®iÓm bÊt kú x0 ∈ domg sao cho

{xk} ⊂ range ∂g∗ = dom∂g

{yk} ⊂ range ∂h = dom∂h∗.

NhËn xÐt 2.2 (i) (Dk) vµ (Pk) lµ c¸c bµi to¸n låi.

(ii) C¸c d·y {xk} vµ {yk} trong thuËt to¸n d.c ®­îc ®Þnh nghÜa ®óng nÕu vµ

chØ nÕu dom∂g ⊂ dom∂h vµ dom∂h∗ ⊂ dom∂g∗.

(iii) Mét hµm d.c cã rÊt nhiÒu c¸ch khai triÓn kh¸c nhau. Ch¼ng h¹n, nÕu

f = g − h th× ta còng cã thÓ viÕt

f = (g + θ)− (h+ θ), víi mäi θ ∈ Γ0(X)

h÷u h¹n trªn X . V× thÕ, ®èi víi mçi bµi to¸n tèi ­u d.c cã nhiÒu lêi gi¶i kh¸c

nhau phô thuéc vµo viÖc ph©n tÝch hµm môc tiªu f . ViÖc t×m ra ph©n tÝch

phï hîp cho hµm môc tiªu sÏ quyÕt ®Þnh hiÖu qu¶ cña thuËt to¸n.

? §Þnh lý héi tô

Cho ρi vµ ρ∗i (i = 1, 2) lµ nh÷ng sè thùc kh«ng ©m sao cho

0 ≤ ρi < ρ
(
fi
)
,
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trong ®ã ρi = 0 nÕu ρ(fi) = 0 vµ ρi cã thÓ nhËn gi¸ trÞ ρ(fi);

0 ≤ ρ∗i < ρ
(
f ∗i
)

trong ®ã, ρ∗i = 0 nÕu ρ(f ∗i ) = 0 vµ ρ∗i cã thÓ nhËn gi¸ trÞ ρ(f ∗i ) nÕu gi¸ trÞ ®ã

tån t¹i.

§Æt

f1 = g;

f2 = h;

dxk := xk+1 − xk;

dyk := yk+1 − yk.

Khi ®ã, ta cã ®Þnh lý sau

§Þnh lÝ 2.3 Gi¶ sö r»ng {xk} vµ {yk} ®­îc x¸c ®Þnh b»ng viÖc gi¶i c¸c bµi

to¸n (Pk) vµ (Dk). Khi ®ã, ta cã

(i)

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)−max{ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
2

2
‖ dyk ‖2}

≤ (g − h)(xk)−max{ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2,

ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2,

ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ∗2
2
‖ dyk ‖2}.

§¼ng thøc (g − h)(xk+1) = (g − h)(xk) lµ ®óng nÕu vµ chØ nÕu

xk ∈ ∂g∗(yk), yk ∈ ∂h(xk+1)

vµ

(ρ1 + ρ2)dx
k = ρ∗1dy

k−1 = ρ∗2dy
k = 0.

Trong tr­êng hîp nµy, ta cã

• (g−h)(xk+1) = (h∗−g∗)(yk) vµ xk, xk+1 lµ nh÷ng ®iÓm tíi h¹n cña g−h
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tháa m·n

yk ∈
(
∂g(xk) ∩ ∂h(xk)

)
vµ

yk ∈
(
∂g(xk+1) ∩ ∂h(xk+1)

)
,

• yk lµ ®iÓm tíi h¹n cña h∗ − g∗ tháa m·n

[xk, xk+1] ⊂
(
(∂g∗(yk) ∩ ∂h∗(yk))

)
,

• xk+1 = xk nÕu ρ(g) + ρ(h) > 0,

yk = yk−1 nÕu ρ(g∗) > 0,

yk = yk+1nÕu ρ(h∗) > 0;

(ii) T­¬ng tù, víi bµi to¸n ®èi ngÉu ta cã

(h∗ − g∗)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)−max{ρ1

2
‖ dxk+1 ‖2, ρ

∗
1

2
‖ dyk ‖2}

≤ (h∗ − g∗)(yk)−max{ρ1

2
‖ dxk+1 ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2,

ρ∗1
2
‖ dyk ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
1 + ρ∗2

2
‖ dyk ‖2}.

§¼ng thøc (h∗ − g∗)(yk+1) = (h∗ − g∗)(yk) lµ ®óng nÕu vµ chØ nÕu

xk+1 ∈ ∂g∗(yk+1), yk ∈ ∂h(xk+1)

vµ

(ρ∗1 + ρ∗2)dy
k = ρ2dx

k = ρ1dx
k+1 = 0.

Trong tr­êng hîp nµy, ta cã

• (h∗ − g∗)(yk+1) = (g − h)(xk+1) vµ yk, yk+1 lµ nh÷ng ®iÓm tíi h¹n cña

(h∗ − g∗) tháa m·n

xk+1 ∈
(
∂g∗(yk) ∩ ∂h∗(yk)

)
vµ

xk+1 ∈
(
∂g∗(yk+1) ∩ ∂h∗(yk+1)

)
,
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• xk+1 lµ ®iÓm tíi h¹n cña g − h tháa m·n

[yk, yk+1] ⊂
(
∂g(xk+1) ∩ ∂h(xk+1)

)
,

•

yk+1 = yk nÕu ρ(g∗) + ρ(h∗) > 0,

xk+1 = xk nÕu ρ(h) > 0,

xk+1 = xk+2 nÕu ρ(g) > 0;

(iii) NÕu α lµ mét sè h÷u h¹n th× c¸c d·y gi¶m

{(g − h)(xk)}, {(h∗ − g∗)(yk)}

héi tô ®Õn cïng giíi h¹n β ≥ α, nghÜa lµ

lim
k→∞

(g − h)(xk) = lim
k→∞

(h∗ − g∗)(yk) = β,

trong ®ã β ≥ α.

NÕu

ρ(g) + ρ(h) > 0
(
t­¬ng øng ρ(g∗) + ρ(h∗) > 0

)
th×

lim
k→∞
{xk+1 − xk} = 0

(
t­¬ng øng lim

k→∞
{yk+1 − yk} = 0

)
.

H¬n n÷a,

lim
k→∞
{g(xk) + g∗(yk)− 〈xk, yk〉}

= lim
k→∞
{h(xk+1) + h∗(yk)− 〈xk+1, yk〉} = 0;

(iv) NÕu α lµ h÷u h¹n vµ c¸c d·y {xk} vµ {yk} lµ bÞ chÆn th× víi mçi ®iÓm

giíi h¹n x∗ cña {xk}
(
y∗ cña {yk}

)
sÏ tån t¹i ®iÓm tô y∗ cña {yk}

(
x∗

cña {xk}
)
tháa m·n

• (x∗, y∗) ∈ [∂g∗(y∗) ∩ ∂h∗(y∗)]× [∂g(x∗) ∩ ∂h(x∗)]

vµ

(g − h)(x∗) = (h∗ − g∗)(y∗) = β,
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• limk→+∞{g(xk) + g∗(yk)} = limk→+∞〈xk, yk〉.

Chøng minh

§Ó chøng minh ®Þnh lý ta cÇn mÖnh ®Ò sau:

MÖnh ®Ò 2.2 Gi¶ sö r»ng c¸c d·y {xk} vµ {yk} ®­îc x©y dùng theo thuËt

to¸n d.c ë trªn. Khi ®ã, ta cã

(i)

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ2

2
‖ dxk ‖2

≤ (g − h)(xk)− ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2 .

§¼ng thøc

(g − h)(xk+1) = (g − h)(xk)

®óng nÕu vµ chØ nÕu

xk ∈ ∂g∗(yk), yk ∈ ∂h(xk+1)

vµ

(ρ1 + ρ2) ‖ dxk ‖= 0.

(ii) T­¬ng tù, ta cã

(h∗ − g∗)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)− ρ∗1
2
‖ dyk ‖2

≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ∗1 + ρ∗2
2

‖ dyk ‖2 .

§¼ng thøc

(h∗ − g∗)(yk+1) = (h∗ − g∗)(yk)

®óng nÕu vµ chØ nÕu

xk+1 ∈ ∂g∗(yk+1), yk ∈ ∂h(xk+1)

vµ

(ρ∗1 + ρ∗2) ‖ dyk ‖= 0.

Chøng minh
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(i) Bëi v× yk ∈ ∂h(xk) nªn

h(xk+1) ≥ h(xk) + 〈xk+1 − xk, yk〉+
ρ2

2
‖ dxk ‖2 .

Tõ ®ã, ta cã

(g − h)(xk+1) ≤ g(xk+1)− 〈xk+1 − xk, yk〉 − h(xk)− ρ2

2
‖ dxk ‖2 . (2.8)

Còng t­¬ng tù nh­ vËy, v× xk+1 ∈ ∂g∗(yk) nªn ta cã

g(xk) ≥ g(xk+1) + 〈xk − xk+1, yk〉+
ρ1

2
‖ dxk ‖2 .

Suy ra

g(xk+1)− 〈xk+1 − xk, yk〉 − h(xk) ≤ (g − h)(xk)− ρ1

2
‖ dxk ‖2 . (2.9)

MÆt kh¸c

xk+1 ∈ ∂g∗(yk)⇔ 〈xk+1, yk〉 = g(xk+1) + g∗(yk), (2.10)

yk ∈ ∂h(xk)⇔ 〈xk, yk〉 = h(xk) + h∗(yk). (2.11)

Do ®ã

g(xk+1)− 〈xk+1 − xk, yk〉 − h(xk) = h∗(yk)− g∗(yk). (2.12)

Nh­ vËy, tõ (2.9), (2.10) vµ (2.12), ta cã

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ2

2
‖ dxk ‖2

≤ (g − h)(xk)− ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2 .

(2.13)

NÕu ρ1 + ρ2 > 0:

Cho

(g − h)(xk+1) = (g − h)(xk).

Khi ®ã, theo (2.13) ta cã

ρ1 + ρ2

2
‖ dx ‖2≥ 0
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Suy ra

−ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2≤ 0,

trong ®ã ρ1 + ρ2 > 0 cho nªn (ρ1 + ρ2) ‖ dxk ‖= 0.

§ång thêi ta còng cã xk ∈ ∂g∗(yk), yk ∈ ∂h(xk+1).

Ng­îc l¹i, nÕu cho

xk ∈ ∂g∗(yk), yk ∈ ∂h(xk+1)

vµ

(ρ1 + ρ2) ‖ dxk ‖= 0

th× ta thÊy

(g − h)(xk+1) = (g − h)(xk).

Ta thÊy r»ng tån t¹i ρ1, ρ2 sao cho ρ1+ρ2 > 0 nÕu vµ chØ nÕu ρ(h)+ρ(g) > 0.

Trong tr­êng hîp ρ(h) = ρ(g) = 0, ta cã

(g − h)(xk+1) = (g − h)(xk)

⇔ (g − h)(xk+1) = (h∗ − g∗)(yk), (2.14)

(h∗ − g∗)(yk) = (g − h)(xk). (2.15)

Tõ (2.11), (2.14) suy ra

h(xk+1) + h∗(yk) = 〈xk+1, yk〉,

nghÜa lµ yk ∈ ∂h(xk+1).

T­¬ng tù, tõ (2.11) vµ (2.15) suy ra

g(xk) + g∗(yk) = 〈xk, yk〉,

nghÜa lµ xk ∈ ∂g∗(yk). 2

(ii) chøng minh hoµn toµn t­¬ng tù nh­ (i).

Tõ mÖnh ®Ò nµy, ta cã kÕt qu¶ trùc tiÕp
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HÖ qu¶ 2.3.1 (i)

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ2

2
‖ dxk ‖2

≤ (g − h)(xk)− [
ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2];

(ii)

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ∗2
2
‖ dyk ‖2

≤ (g − h)(xk)− [
ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ∗2
2
‖ dyk ‖2].

§¼ng thøc

(g − h)(xk+1) = (g − h)(xk)

®óng nÕu vµ chØ nÕu

xk ∈ ∂g∗(yk), yk ∈ ∂h(xk+1)

vµ

(ρ1 + ρ2)dx
k = ρ∗1dy

k−1 = ρ∗2dy
k = 0;

T­¬ng tù, ta cã

(iii)

(h∗ − g∗)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)
ρ∗1
2
‖ dyk ‖2

≤ (h∗ − g∗)(yk)− [
ρ∗1
2
‖ dyk ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2].

(iv)

(h∗ − g∗)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)− ρ1

2
‖ dxk+1 ‖2

≤ (h∗ − g∗)(yk)− [
ρ1

2
‖ dxk+1 ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2].

§¼ng thøc

(h∗ − g∗)(yk+1) = (h∗ − g∗)(yk)

®óng nÕu vµ chØ nÕu

xk+1 ∈ ∂g∗(yk+1), yk ∈ ∂h(xk+1)
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vµ

(ρ∗1 + ρ∗2)dy
k = ρ2dx

k = ρ1dx
k+1 = 0.

Chøng minh ®Þnh lý

Do tÝnh chÊt (i) vµ (ii) cña ®Þnh lý ®­îc chøng minh hoµn toµn t­¬ng tù nhau

cho nªn ta chØ cÇn chøng minh (i).

Theo hÖ qu¶ 2.3.1, ta cã bÊt ®¼ng thøc ®Çu tiªn cña (i)

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)−max{ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
2

2
‖ dyk ‖2}.

ThËt vËy, theo (i), (ii) cña hÖ qu¶ 2.3.1 ta cã

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ2

2
‖ dxk ‖2

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ∗2
2
‖ dyk ‖2 .

Suy ra

(g − h)(xk+1) ≤ (h∗ − g∗)(yk)−max{ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
2

2
‖ dyk ‖2}.

TiÕp theo ta chøng minh

(h∗ − g∗)(yk)−max{ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
2

2
‖ dyk ‖2}

≤ (g − h)(xk)−max{ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
1

2
‖ dyk−1 ‖2

+
ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
1

2
‖ dyk−1 +

ρ∗2
2
‖ dyk ‖2}.

* NÕu

ρ2 ‖ dxk ‖2≤ ρ∗2 ‖ dyk ‖2

th× tõ (ii) cña hÖ qu¶ 2.3.1 ta cã

(h∗ − g∗)(yk)−max{ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
2

2
‖ dyk ‖2}

= (h∗ − g∗)(yk)− ρ∗2
2
‖ dyk ‖2

≤ (g − h)(xk)− {ρ
∗
1

2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ∗2
2
‖ dyk ‖2}.
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§ång thêi theo tÝnh chÊt (i) cña hÖ qu¶ 2.3.1, ta cã

(h∗ − g∗)(yk)− ρ∗2
2
‖ dyk ‖2 ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ2

2
‖ dxk ‖2

≤ (g − h)(xk)− [
ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2].

MÆt kh¸c, theo (i) cña mÖnh ®Ò 2.2 ta cã

(h∗ − g∗)(yk)− ρ∗2
2
‖ dyk ‖2 ≤ (h∗ − g∗)(yk)− ρ2

2
‖ dxk ‖2

≤ (g − h)(xk)− ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2 .

Tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn, ta cã

(h∗ − g∗)(yk)−max{ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
2

2
‖ dyk ‖2}

≤ (g − h)(xk)−max{ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2,

ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2,

ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ∗2
2
‖ dyk ‖2].

* NÕu ρ∗2 ‖ dyk ‖2≤ ρ2 ‖ dxk ‖2, b»ng c¸ch lý luËn t­¬ng tù ta kÕt luËn

(h∗ − g∗)(yk)−max{ρ2

2
‖ dxk ‖2, ρ

∗
2

2
‖ dyk ‖2}

≤ (g − h)(xk)−max{ρ1 + ρ2

2
‖ dxk ‖2,

ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ2

2
‖ dxk ‖2,

ρ∗1
2
‖ dyk−1 ‖2 +

ρ∗2
2
‖ dyk ‖2}.

(iii) NÕu α lµ h÷u h¹n ta cã

lim
k→∞

(g − h)(xk) = lim
k→∞

(h∗ − g∗)(yk) = β.

Vµ hiÓn nhiªn nÕu

ρ(g) + ρ(h) > 0
(
ρ(g∗) + ρ(h∗) > 0

)
th×

lim
k→∞
{xk+1 − xk} = 0

(
lim
k→∞
{yk+1 − yk} = 0

)
.
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TiÕp theo ta chøng minh

lim
k→∞
{g(xk) + g∗(yk))− 〈xk, yk〉} =

lim
k→∞
{h(xk+1) + h∗(yk)− 〈xk+1, yk〉} = 0.

Tõ 3.12 vµ (i) ta cã

lim
k→∞

(g − h)(xk+1) = lim
k→∞
{g(xk+1)− 〈xk+1 − xk, yk〉 − h(xk)}

= lim
k→∞

(g − h)(xk).

Suy ra

lim
k→∞
{g(xk+1)− 〈xk+1 − xk, yk〉 − g(xk)} = 0,

nghÜa lµ

lim
k→∞
{g(xk) + g∗(yk)− 〈xk, yk〉} = 0

v× xk+1 ∈ ∂g∗(yk). T­¬ng tù, ta cã

lim
k→∞
{h(xk+1)− 〈xk+1 − xk, yk〉 − h(xk)} = 0,

nghÜa lµ

lim
k→∞
{h(xk+1) + h∗(yk)− 〈xk+1, yk〉} = 0

v× yk ∈ ∂h(yk).

(iv) Gi¶ sö r»ng α h÷u h¹n vµ c¸c d·y {xk}, {yk} lµ bÞ chÆn.

Gäi x∗ lµ giíi h¹n cña {xk}, nghÜa lµ

lim
k→∞

xk = x∗.

Gi¶ sö d·y {yk} héi tô ®Õn y∗ ∈ ∂h(x∗). Tõ (iii) suy ra

lim
k→∞
{g(xk) + g∗(yk)} = lim

k→∞
〈xk, yk〉 = 〈x∗, y∗〉.

§Æt

θ(x, y) = g(x) + g∗(y)
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víi (x, y) ∈ X × Y . Ta cã

θ(x, y) ∈ Γ0(X × Y ).

Tõ tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña θ, suy ra

θ(x∗, y∗) ≤ lim
k→∞

inf θ(xk, yk) = lim
k→∞

θ〈xk, yk〉 = 〈x∗, y∗〉,

nghÜa lµ

θ(x∗, y∗) = g(x∗) + g∗(y∗) = 〈x∗, y∗〉.

Nãi c¸ch kh¸c ta cã y∗ ∈ ∂g(x∗).

Theo Bæ ®Ò 2.1 (sÏ tr×nh bµy sau ®Þnh lý nµy) ta cã

lim
k→∞

h(xk) = h(x∗)

vµ

lim
k→∞

h∗(yk) = h∗(y∗)

v× yk ∈ ∂h(xk), xk → x∗ vµ yk → y∗.

KÕt hîp víi (iii), ta cã

lim
k→∞

(g − h)(xk) = lim
k→∞

g(xk)− lim
k→∞

h(xk)

= lim
k→∞

g(xk)− h(x∗) = β,

lim
k→∞

(h∗ − g∗)(yk) = lim
k→∞

h∗(yk)− lim
k→∞

g∗(yk)

= h∗(y∗)− lim
k→∞

g∗(yk) = β.

Nh­ vËy

lim
k→∞

g(xk) = g(x∗)

lim
k→∞

g∗(yk) = g∗(y∗).

V× tån t¹i c¸c giíi h¹n

lim
k→∞

g(xk), lim
k→∞

g∗(yk)
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nªn tõ (iii) ta cã

g(x∗) + g∗(y∗) = lim
k→∞
{g(xk) + g∗(yk)}

= lim
k→∞

g(xk) + lim
k→∞

g∗(yk).

H¬n n÷a, do tÝnh nöa liªn tôc d­íi cña g vµ g∗ nªn

lim
k→∞

g(xk) = lim
k→∞

inf g(xk) ≥ g(x∗),

lim
k→∞

g∗(yk) = lim
k→∞

inf g∗(yk) ≥ g∗(y∗).

VËy ®Þnh lý ®­îc chøng minh. 2

Bæ ®Ò 2.1 Cho h ∈ Γ0(X) vµ {xk} lµ mét d·y c¸c phÇn tö cña X sao cho

(i) xk → x∗;

(ii) Tån t¹i mét d·y bÞ chÆn {yk} víi yk ∈ ∂h(xk);

(iii) ∂h(x∗) lµ kh¸c rçng;

Khi ®ã limk→∞ h(xk) = h(x∗).

Chøng minh

LÊy y∗ ∈ ∂h(x∗). Khi ®ã, ta cã

h(xk) ≥ h(x∗) + 〈xk − x∗, y∗〉, víi mäi k.

Bëi v× yk ∈ ∂h(xk) theo gi¶ thiÕt (ii) cho nªn

h(x∗) ≥ h(xk) + 〈x∗ − xk, yk〉, víi mäi k.

Suy ra

h(xk) ≤ h(x∗) + 〈xk − x∗, yk〉, víi mäi k.

Theo gi¶ thiÕt (i) xk → x∗ nªn

lim
k→∞
〈xk − x∗, y∗〉 = 0.

H¬n n÷a,

lim
k→∞
〈xk − x∗, yk〉 = 0
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v× d·y {yk} bÞ chÆn theo (ii). Do vËy

lim
k→∞

h(xk) = h(x∗). 2

NhËn xÐt 2.3 (i) Trong phÇn (ii) cña ®Þnh lý 2.3 sù héi tô cña c¸c d·y {xk},

{yk} ®­îc ®¶m b¶o nÕu tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau

• {xk} lµ bÞ chÆn;

• TËp c¸c ®iÓm giíi h¹n cña {xk} lµ h÷u h¹n;

• limk→∞ ‖ xk+1 − xk ‖= 0

(ii) Th«ng th­êng hiÖu qu¶ cña thuËt to¸n d.c phô thuéc nhiÒu vµo tÝnh låi

m¹nh cña c¸c ph©n tÝch d.c cña hµm môc tiªu trong bµi to¸n gèc vµ bµi to¸n

®èi ngÉu. §Ó lµm cho ph©n tÝch cña hµm môc tiªu cã ®­îc tÝnh chÊt nµy,

ng­êi ta th­êng dïng khai triÓn sau

f = g − h = (g +
λ

2
‖ · ‖2)− (h+

λ

2
‖ · ‖2).

(iii) Ph­¬ng ph¸p tæng qu¸t gi¶i bµi to¸n d.c ë trªn cho ta x∗ sao cho ∂h(x∗) ⊂

∂g(x∗). Nh­ng trong thùc tÕ, ngo¹i trõ tr­êng hîp ph­¬ng ph¸p gi¶i tæng

qu¸t dÔ dµng t×m ra nghiÖm, ng­êi ta th­êng dïng ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa

ph­¬ng. Tuy nhiªn, trong ph­¬ng ph¸p nµy nÕu nh­ thuËt to¸n kÕt thóc t¹i

x∗ mµ ∂h(x∗) kh«ng bÞ chøa trong ∂g(x∗) th× ta cã thÓ h¹n chÕ gi¸ trÞ hµm

môc tiªu vµ chän l¹i ®iÓm ban ®Çu míi x0 = x∗ víi y0 ∈ ∂h(x0) sao cho

y0 /∈ ∂g(x0). ThËt vËy, v×

g(x1) + g∗(y0)− 〈x1, y0〉 ≤ h(x1)− h(x0) + 〈x0, y0〉.

vµ

〈x0, y0〉 < g(x0) + g∗(y0).

Do y0 /∈ ∂g(x0) nªn ta cã

g(x1) + g∗(y0) < h(x1)− h(x0) + g(x0) + g∗(y0).

Suy ra

g(x1)− h(x1) < g(x0)− h(x0).
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2.2.3. Kü thuËt hiÖu chØnh trong bµi to¸n d.c

XÐt bµi to¸n d.c (P ) vµ bµi to¸n ®èi ngÉu (D) cña nã víi α lµ h÷u h¹n.

Trong tr­êng hîp nµy domg ⊂ domh vµ domh∗ ⊂ domg∗.

Trong phÇn nµy, ta tr×nh bµy kü thuËt hiÖu chØnh cho bµi to¸n gèc vµ bµi

to¸n ®èi ngÉu. §Çu tiªn ta nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc vÒ gi¶i tÝch låi, v× vËy

c¸c ®Þnh lý nµy ta kh«ng chøng minh

§Þnh nghÜa 2.5 Cho ϕ, ψ ∈ Γ0(X), cËn d­íi chËp cña ϕ vµ ψ ®­îc ®Þnh

nghÜa vµ ký hiÖu nh­ sau

ϕ∇ψ(x) = inf {ϕ(x1) + ψ(x2) : x1 + x2 = x}.

Ng­êi ta nãi ϕ∇ψ lµ chÝnh x¸c t¹i x = x1 + x2 nÕu

ϕ∇ψ(x) = ϕ(x1) + ψ(x2).

ϕ∇ψ ®­îc gäi lµ chÝnh x¸c nÕu nã chÝnh x¸c t¹i mäi x ∈ X .

§Þnh lÝ 2.4

(i) ϕ∇ψ lµ låi vµ domϕ∇ψ = domϕ+ domψ;

(ii) (ϕ∇ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗;

(iii) Cho

ri(domϕ) ∩ ri(domψ) 6= ∅.

Khi ®ã (ϕ+ ψ)∗ = ϕ∗∇ψ∗ vµ ϕ∗∇ψ∗ lµ chÝnh x¸c;

(iv) ∂ϕ(x1) ∩ ∂ψ(x2) ⊂ ∂(ϕ∇ψ)(x1 + x2).

H¬n n÷a, nÕu

∂ϕ(x1) ∩ ∂ψ(x2) 6= ∅

th× ta cã ϕ∇ψ lµ chÝnh x¸c t¹i x = x1 + x2. Ng­îc l¹i, nÕu ϕ∇ψ lµ chÝnh

x¸c t¹i x = x1 + x2 th×

∂(ϕ∇ψ)(x1 + x2) = ∂ϕ(x1) ∩ ∂ψ(x2).
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§Þnh lÝ 2.5 Cho ϕ ∈ Γ0(X). Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) Víi mçi x ∈ domϕ, ∂ϕ(x) chøa nhiÒu nhÊt mét phÇn tö;

(ii) ϕ lµ kh¶ vi thiÕt yÕu;

(iii) ϕ ∈ Γ0(X) kh¶ vi thiÕt yÕu nÕu vµ chØ nÕu ϕ∗ lµ låi chÆt thiÕt yÕu;

(iv) Cho ψ, ψ ∈ Γ0(X) sao cho ϕ lµ kh¶ vi thiÕt yÕu vµ

ri(domϕ∗) ∩ ri(domψ∗) 6= ∅.

Khi ®ã ϕ∇ψ lµ kh¶ vi thiÕt yÕu.

? HiÖu chØnh cho bµi to¸n ®èi ngÉu cña bµi to¸n tèi ­u d.c

Cho θ ∈ Γ0(X) sao cho

(i) domθ ⊃ domg,

(ii) ri(domθ) ∩ ri(domg) 6= ∅ vµ ri(domθ) ∩ ri(domh) 6= ∅ .

HiÓn nhiªn, g + θ vµ h + θ cña nh÷ng hµm hîp thµnh d.c cña f . Do ®ã, bµi

to¸n sau ®©y lµ t­¬ng ®­¬ng víi (P ):

(P+) λα = inf {(λg + θ)(x)− (λh+ θ)(x) : x ∈ X},

trong ®ã λ lµ mét sè d­¬ng. Khi ®ã ta cã bµi to¸n ®èi ngÉu cña (P+) lµ

(D+) λα = inf {(λg + θ)∗(y)− (λh+ θ)∗(y) : y ∈ Y }

= inf {(λh)∗∇θ∗(y)− (λg)∗∇θ∗(y) : y ∈ Y }.

MÖnh ®Ò 2.3 Cho θ, g ∈ Γ0(X). Khi ®ã

(i) NÕu θ lµ hµm låi m¹nh th× c¸c hµm λg + θ vµ λh + θ còng lµ låi m¹nh

víi mäi λ > 0;

(ii) NÕu θ lµ kh¶ vi thiÕt yÕu th× c¸c hµm hîp thµnh trong bµi to¸n (D+) lµ

kh¶ vi thiÕt yÕu.
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? HiÖu chØnh cho bµi to¸n tèi ­u d.c

§Ó hiÖu chØnh cho bµi to¸n gèc, ta xÐt bµi to¸n d.c sau

(P∇) λα = inf {(λg)∇θ(x)− (λh)∇θ(x) : x ∈ X},

trong ®ã λ lµ mét sè d­¬ng vµ θ ∈ Γ0(X) tháa m·n

(i) ri(λdomg∗) ∩ ri(domθ∗) 6= ∅,

ri(λdomh∗) ∩ ri(domθ∗) 6= ∅ ;

(ii) domθ∗ ⊃ dom (λh)∗ = λdomh∗.

Theo ®Þnh lý 2.4 ta cã

(λg)∗(y) = λg∗(λ−1y).

Suy ra

dom
(
(λg)∗

)
= λ(domg∗).

MÆt kh¸c, tõ (i) ta cã λg∇θ vµ λh∇θ ®Òu thuéc Γ0(X).

Do vËy, ta cã bµi to¸n ®èi ngÉu cña bµi to¸n (P∇)

(D∇) λα = inf {(λh∇θ)∗(y)− (λg∇θ)∗(y) : y ∈ Y },

= inf {
(
(λh)∗ + θ∗

)
(y)−

(
(λg)∗ + θ∗

)
(y) : y ∈ Y }.

Theo (ii) ta cã D∇ t­¬ng ®­¬ng víi D.

Nh­ vËy, b»ng c¸ch chän θ hîp lý ta thu ®­îc c¸c hµm d.c hîp thµnh trong

(P∇) lµ kh¶ vi thiÕt yÕu vµ c¸c hµm d.c hîp thµnh cña (D∇) lµ låi m¹nh.

TiÓu kÕt ch­¬ng 2

Trong ch­¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy bµi to¸n d.c vµ ph­¬ng ph¸p gi¶i

®Þa ph­¬ng t×m nghiÖm cho bµi to¸n nµy. §ång thêi tr×nh bµy mét kÜ thuËt

hiÖu chØnh cho bµi to¸n d.c.
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Ch­¬ng 3

Bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp

d.c

Trong ch­¬ng nµy chóng t«i ®­a ra bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn

hîp d.c vµ ph­¬ng ph¸p t×m ®iÓm dõng cho bµi to¸n nµy. §©y lµ mét tr­êng

hîp më réng cña bµi to¸n tèi ­u d.c. Tõ ®ã ¸p dông vµo m« h×nh c©n b»ng

Counot - Nash.

3.1. BÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp d.c

Cho ∅ 6= C ⊂ Rn lµ mét tËp con låi ®ãng, F lµ mét ¸nh x¹ tõ Rn vµo C

vµ ϕ lµ hµm d.c x¸c ®Þnh trªn Rn. §Ó ®¬n gi¶n, ta gi¶ thiÕt r»ng ϕ h÷u h¹n

trªn Rn

§Þnh nghÜa 3.1 Bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp ®­îc ph¸t biÓu

nh­ sau:

T×m x∗ ∈ C sao cho

F (x∗)T (y − x∗) + ϕ(y)− ϕ(x∗) ≥ 0, ∀ y ∈ C, (3.1)

trong ®ã C ®­îc gäi lµ miÒn giíi h¹n, F lµ ¸nh x¹ gi¸, ϕ lµ hµm gi¸.

§iÓm x∗ ∈ C ®­îc gäi lµ nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña bµi to¸n (3.1) nÕu

F (x∗)T (y − x∗) + ϕ(y)− ϕ(x∗) ≥ 0, ∀ y ∈ C ∩ U, (3.2)

trong ®ã U lµ mét l©n cËn më nµo ®ã cña x∗.

NhËn xÐt 3.1 NÕu ϕ lµ hµm låi th× nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña (3.1) còng lµ

nghiÖm toµn côc cña bµi to¸n nµy.
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Trong bµi to¸n (3.1), ta kÝ hiÖu:

NC := {(x, U) : x ∈ C,U lµ l©n cËn cña x}

vµ ®Þnh nghÜa c¸c ¸nh x¹ S : NC −→ 2C vµ m : NC −→ R nh­ sau

S(x, U) := argmin
{
F (x)T (y − x) + ϕ(y) : y ∈ C ∩ U

}
, (3.3)

m(x, U) := min
{
F (x)T (y − x) + ϕ(y)− ϕ(x) : y ∈ C ∩ U

}
. (3.4)

Khi ®ã, ta cã mÖnh ®Ò sau

MÖnh ®Ò 3.1 Gi¶ sö r»ng S(x, U) 6= ∅ víi mäi (x, U) ∈ NC . Khi ®ã, c¸c

ph¸t biÓu sau lµ t­¬ng ®­¬ng

i) x∗ lµ nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña (3.1);

ii) x∗ ∈ C, vµ x∗ ∈ S(x∗, U);

iii) x∗ ∈ C, vµ m(x∗, U) = 0.

Chøng minh

(ii⇒ i).

Cho x∗ ∈ C vµ x∗ ∈ S(x∗, U). Khi ®ã, ta cã

0 = F (x∗)T (x∗ − x∗) + ϕ(x∗)− ϕ(x∗)

≤ F (x∗)T (y − x∗) + ϕ(y)− ϕ(x∗), ∀y ∈ C ∩ U.

Suy ra x∗ lµ nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña (3.1).

(i⇒ ii).

Cho x∗ lµ nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña (3.1). HiÓn nhiªn, ta cã x∗ ∈ C. Ta cÇn

chøng minh x∗ ∈ S(x∗, U). ThËt vËy, do

F (x∗)T (y − x∗) + ϕ(y)− ϕ(x∗) ≥ 0, ∀y ∈ C ∩ U (3.5)

nªn suy ra x∗ ∈ S(x∗, U). VËy (i) t­¬ng ®­¬ng víi (ii).

TiÕp theo ta chøng minh (i) t­¬ng ®­¬ng víi (iii).
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Ta cãm(x, U) ≤ 0 víi mäi x ∈ C∩U . Do vËy, x∗ ∈ C∩U vµm(x∗, U) = 0

nÕu vµ chØ nÕu

F (x∗)T (y − x∗) + ϕ(y)− ϕ(x∗) ≥ 0, ∀y ∈ C ∩ U.

VËy ta cã (i⇔ iii). 2

NhËn xÐt 3.2 (i) Trong mÖnh ®Ò trªn , nÕu U chøa C th× x∗ lµ nghiÖm toµn

côc cña (3.1).

(ii) Trong bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp d.c cã thÓ kh«ng cã

nghiÖm mÆc dï c¸c hµm gi¸ liªn tôc vµ miÒn giíi h¹n C bÞ chÆn.

KÝ hiÖu ΓC lµ tËp c¸c hµm låi chÝnh th­êng cã d­íi vi ph©n nöa liªn tôc

d­íi trªn C. Cho ϕ = g − h lµ hµm d.c víi g, h ∈ ΓC . Ta cã thÓ gi¶ thiÕt g

vµ h lµ låi m¹nh trªn C. Khi ®ã, ta cã ®Þnh nghÜa sau

§Þnh nghÜa 3.2 §iÓm x ∈ C ®­îc gäi lµ ®iÓm dõng cña (3.1) nÕu

0 ∈ F (x) + ∂g(x)− ∂h(x) +NC(x), (3.6)

trong ®ã

NC(x) := {w : wT (y − x) ≤ 0, ∀y ∈ C}

lµ nãn ph¸p tuyÕn cña C t¹i x ∈ C, ∂g(x) vµ ∂h(x) lÇn l­ît lµ d­íi vi ph©n

cña g vµ h t¹i x.

NhËn xÐt 3.3 (i) Víi mäi c > 0, ph¸t biÓu (3.6) t­¬ng ®­¬ng víi

0 ∈ c{F (x) + ∂g(x)− ∂h(x)}+NC(x). (3.7)

(ii) §Æt

g1(x) = g(x) + δC(x),

trong ®ã ∂δC(x) lµ d­íi vi ph©n cña hµm chØ δC cña C t¹i x. Khi ®ã, ta cã

x lµ ®iÓm dõng nÕu vµ chØ nÕu

0 ∈ c
(
F (x) + ∂g(x)− ∂h(x)

)
+ ∂δC(x), (3.8)
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víi c > 0 lµ h»ng sè hiÖu chØnh.

MÖnh ®Ò 3.2 §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó x lµ ®iÓm dõng cña (3.1) lµ

x ∈
(
I + c∂g1

)−1(
x− cF (x) + c∂h(x)

)
(3.9)

trong ®ã c > 0 lµ tham sè hiÖu chØnh, I ¸nh x¹ ®ång nhÊt.

Chøng minh

V× g1 lµ chÝnh th­êng, låi ®ãng nªn (I + ∂g1)
−1 ®¬n trÞ vµ x¸c ®Þnh kh¾p

n¬i. Suy ra x tháa m·n (3.9) nÕu vµ chØ nÕu

x− cF (x) + cv(x) ∈ (I + c∂g1)(x)

víi v(x) ∈ ∂h(x). V× NC(x) lµ nãn ph¸p tuyÕn cña C t¹i x vµ

∂g1(x) = ∂g(x) + ∂δC(x) = ∂g(x) +NC(x)

nªn suy ra

x− cF (x) + cv(x) ∈ (I + c∂g1)(x)

t­¬ng ®­¬ng víi

0 ∈ F (x) + ∂g(x)− ∂h(x) +NC(x).

VËy mÖnh ®Ò ®­îc chøng minh. 2

ThuËt to¸n

B­íc 1: Chän tïy ý x0 ∈ C vµ ®Æt k := 0;

B­íc 2: T¹i k = 0, 1, . . . víi xk ®· cho, xk+1 ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau

xk+1 =
(
I + ck∂g1

)−1(
xk − ckF (xk) + ckv(xk)

)
, (3.10)

trong ®ã v(xk) ∈ ∂ h(xk).

NhËn xÐt 3.4 NÕu ta kÝ hiÖu yk := xk− ckF (xk)+ ckv(xk) th× viÖc t×m xk+1

®­îc thay thÕ b»ng viÖc t×m nghiÖm cña bµi to¸n låi m¹nh

min
{
g(x) +

1

2ck
‖ x− yk ‖2: x ∈ C

}
(3.11)
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§Þnh nghÜa 3.3 Cho ¸nh x¹ φ : C −→ 2Rn

(i)φ ®­îc gäi lµ ®¬n ®iÖu trªn C nÕu

(u− v)T (x− y) ≥ 0,

víi mäi x, y ∈ C vµ mäi u ∈ φ(x), v ∈ φ(y);

(ii)φ ®­îc gäi lµ ®¬n ®iÖu cùc ®¹i nÕu ®å thÞ cña nã kh«ng thùc sù chøa

trong ®å thÞ cña mét ¸nh x¹ ®¬n ®iÖu kh¸c ;

(iii)φ ®­îc gäi lµ ®¬n ®iÖu m¹nh trªn C víi hÖ sè τ > 0 nÕu

(u− v)T (x− y) ≥ τ ‖ x− y ‖2

víi mäi x, y ∈ C vµ mäi u ∈ φ(x), v ∈ φ(y);

(iv)φ ®­îc gäi lµ tù bøc trªn C víi hÖ sè σ > 0 (σ - tù bøc) nÕu

(u− v)T (x− y) ≥ σ ‖ u− v ‖2,

víi mäi x, y ∈ C vµ mäi u ∈ φ(x), v ∈ φ(y).

NhËn xÐt 3.5 NÕu φ lµ ®¬n trÞ vµ σ - tù bøc th× nã lµ 1/σ - Lipschitz.

§Þnh lÝ 3.1 Gi¶ sö tËp S∗ c¸c ®iÓm dõng cña (3.1) lµ kh¸c rçng, F lµ σ - tù

bøc, g låi m¹nh trªn C víi hÖ sè τ > 0 vµ h lµ L − Lipschitz kh¶ vi trªn

C. Khi ®ã víi mçi x∗ ∈ S∗, ta cã

αk ‖ xk − x∗ ‖2 −βk ‖ xk+1 − x∗ ‖2≥ ck(2σ − ck) ‖ F (xk)− F (x∗) ‖2,

(3.12)

trong ®ã αk = 1 + ckLt, βk =
(
1 + 2ckτ − ck Lt

)
vµ t > 0.

Chøng minh

Theo gi¶ thiÕt, C lµ tËp låi ®ãng kh¸c rçng; g lµ låi, ®ãng, chÝnh th­êng trªn

C nªn ta cã
(
I + ck∂ g1

)−1
lµ ®¬n trÞ vµ x¸c ®Þnh kh¾p n¬i víi mäi ck > 0.

Do vËy, d·y {xk} ®­îc x©y dùng bëi (3.10) ®­îc x¸c ®Þnh. Theo (3.10) ta cã

xk+1 = xk − ckF (xk) + ckv
k − ckzk+1 (3.13)
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trong ®ã vk = ∇h(xk) vµ

zk+1 ∈ ∂g1(x
k+1) = ∂g(xk+1) +NC(xk+1).

Ta kÝ hiÖu F (xk) lµ F k vµ F (x∗) lµ F ∗. Theo ®Þnh nghÜa, nÕu x∗ ®iÓm dõng

cña (3.1) th×

0 = z∗ + F (x∗)− v∗

trong ®ã z∗ ∈ ∂ g1(x
∗) vµ v∗ = ∇h(x∗).

Do tÝnh tù bøc cña F trªn C, ta cã

0 ≤ (F k − F ∗)T (xk − x∗)− σ ‖ F k − F ∗ ‖2

= (F k − F ∗)T (xk − x∗ − ckF k + ckF
∗)−4k,

trong ®ã

4k = (σ − ck) ‖ F k − F ∗ ‖2 .

V× F ∗ = v∗ − z∗ vµ

xk+1 = xk − ckF k + ckv
k − ckzk+1

ta thu ®­îc

0 ≤ (F k − F ∗)T (xk − ckF k + ckv
k − ckzk+1 − x∗)

− ck(F k − F ∗)T (vk − v∗ − zk+1 + z∗)−∆k

= (F k − F ∗)T (xk+1 − x∗)− ck(F k − F ∗)T (vk − v∗ − zk+1 + z∗)−∆k.

(3.14)

MÆt kh¸c, v× g lµ låi m¹nh víi hÖ sè τ > 0, nªn ∂g lµ ®¬n ®iÖu m¹nh víi hÖ

sè τ . Suy ra

∂g1 := ∂g +NC

lµ ®¬n ®iÖu m¹nh víi hÖ sè τ . Nh­ vËy, tõ zk+1 ∈ ∂g1(x
k+1) ta cã

(xk+1 − x∗)T (zk+1 − z∗)− τ ‖ xk+1 − x∗ ‖2≥ 0. (3.15)
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Tõ (3.13),(3.14), (3.15) vµ chó ý z∗ + F (x∗) = v∗ ta cã

0 ≤ (F k − F ∗ + zk+1 − z∗)T (xk+1 − x∗)

− ck(F k − F ∗)T (vk − v∗ − zk+1 + z∗)− τ ‖ xk+1 − x∗ ‖2 −∆k

= (xk+1 − x∗)T
(
vk +

(xk − x∗)− (xk+1 − x∗)
ck

− v∗
)

− ck(F k − F ∗)T (vk − v∗ − zk+1 + z∗)− τ ‖ xk+1 − x∗ ‖2 −∆k.

Ta kÝ hiÖu x̂k := xk−x∗, x̂k+1 := xk+1−x∗, v̂k := vk−v∗, ẑk+1 := zk+1−z∗

vµ F̂ k := F k − F ∗. Khi ®ã, ta cã

2ck(x̂
k+1)T v̂k − 2(x̂k+1)T (x̂k+1 − x̂k)

− 2c2k(F̂
k)T (v̂k − ẑk+1)

− 2ckτ ‖ x̂k+1 ‖2 −2ck4k ≥ 0.

(3.16)

Tõ (3.13) ta cã

‖ x̂k+1 − (x̂k) ‖2= c2k ‖ (F̂ k) ‖2 +c2k ‖ ẑk+1 − v̂k ‖2 −2c2k(F̂
k)T (v̂k − ẑk+1).

Sö dông ®¼ng thøc

2(x̂k+1)T (x̂k+1 − x̂k) =‖ x̂k+1 − x̂k ‖2 + ‖ x̂k+1 ‖2 − ‖ x̂k ‖2

vµ kÕt hîp víi (3.16)suy ra

2ck(x̂
k+1)T v̂k − (1 + 2ckτ) ‖ x̂k+1 ‖2 + ‖ x̂k ‖2 −c2k ‖ F̂ k ‖2

− c2k ‖ v̂k − ẑk+1‖2 − 2ck∆k ≥ 0.
(3.17)

V× ∇h lµ L-Lipschitz liªn tôc, ta cã ‖ v̂k ‖≤ L ‖ x̂k ‖. Sö dông bÊt ®¼ng

thøc Chebyshev ta cã

2(x̂k+1)T v̂k ≤ 2 ‖ x̂k+1 ‖‖ v̂k ‖≤ 2L ‖ x̂k ‖‖ x̂k+1 ‖

≤ 2L
(
t ‖ x̂k ‖2 +

‖ x̂k+1 ‖2

t

)
,∀t > 0.
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Thay thÕ 2(x̂k+1)T v̂k b»ng 2L(t ‖ x̂k ‖2 +‖x̂
k+1‖2
t ) vµo (3.17) vµ sö dông ®Þnh

nghÜa ∆k, ta cã

αk ‖ x̂k ‖2 −βk ‖ x̂k+1 ‖2≥ ck(2σ − ck) ‖ F̂ k ‖2 +c2k ‖ v̂k − ẑk+1 ‖2,

(3.18)

trong ®ã αk = 1 + ckLt, βk = (1 + 2ckτ − ck Lt ) vµ t > 0. VËy ®Þnh lý ®­îc

chøng minh. 2

HÖ qu¶ 3.1.1 Sö dông gi¶ thiÕt cña ®Þnh lý 3.1, ta gi¶ sö thªm r»ng τ ≥ L.

Khi ®ã d·y {xk} ®­îc x©y dùng bëi (3.10) héi tô vÒ mét ®iÓm dõng cña bµi

to¸n (3.1). H¬n n÷a, nÕu τ > L hoÆc F lµ µ− ®¬n ®iÖu m¹nh th× d·y {xk}

héi tô tuyÕn tÝnh vÒ ®iÓm dõng cña bµi to¸n (3.1).

Chøng minh

Gi¶ sö r»ng τ ≥ L. §Æt m vµ M lµ hai sè thùc sao cho

0 < m ≤ ck ≤M < 2σ.

NÕu ta chän t = 1 tõ (3.18) ta suy ra

‖ xk − x∗ ‖2 − ‖ xk+1 − x∗ ‖2≥ m(2σ −M)

1 +ML
‖ F (xk)− F (x∗) ‖2≥ 0.

Suy ra d·y {xk} bÞ chÆn vµ d·y {‖ xk − x∗ ‖2} lµ héi tô. H¬n n÷a, tõ bÊt

®¼ng thøc trªn, suy ra

lim
k→∞

F (xk) = F (x∗).

Theo (3.13), ta cã

0 = lim
k→∞

xk+1 − xk

ck
= lim

k→∞
(vk − zk+1 − F k) = lim

k→∞
(vk − zk+1)− F ∗.

Do −F ∗ = z∗ − v∗ nªn

lim
k→∞

(vk − v∗ − zk+1 + z∗) = 0.

§Æt x∞ lµ ®iÓm giíi h¹n cña d·y bÞ chÆn {xk} vµ {xk : k ∈ K} lµ d·y con héi
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tô ®Õn x∞. V× F lµ σ - tù bøc nªn nã liªn tôc. VËy limk→∞ F (xk) = F (x∗).

Suy ra F (x∞) = F (x∗). Tõ gi¶ thiÕt ∇h lµ L-Lipschitz, ta cã

‖ vk − v∗ ‖≤ L ‖ xk − x∗ ‖ .

VËy {vk} còng bÞ chÆn.

Gi¶ sö r»ng d·y con {vk : k ∈ K} héi tô ®Õn v∞. Sö dông tÝnh liªn tôc cña

∇h, ta cã v∞ = ∇h(x∞). Ta sÏ chØ ra r»ng

v∞ − F (x∞) ∈ ∂g1(x
∞).

LÊy z ∈ ∂g1(x). Khi ®ã, tõ tÝnh ®¬n ®iÖu m¹nh cña ∂g1 ta suy ra

0 ≤ τ ‖ xk − x ‖2≤ (zk − z)T (xk − x)

= (zk − z)T (xk − x∞) + (zk − z)T (x∞ − x)

= (zk − z)T (xk − x∞) + (zk − vk−1 − z)T (x∞ − x) + (vk−1)T (x∞ − x).

V×

lim
k→∞

(vk − v∗ − zk+1 + z∗) = 0,

suy ra

zk+1 − vk → z∗ − v∗ = −F (x∗).

LÊy giíi h¹n vÕ tr¸i bÊt ®¼ng thøc, ta thu ®­îc

(v∞ − F (x∗)− x)T (x∞ − x) ≥ 0.

§ång thêi tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cùc ®¹i cña ∂g1, ta cã

v∞ − F (x∗) ∈ ∂g1(x
∞).

V× F (x∞) = F (x∗), nªn ta cã

v∞ − F (x∞) ∈ ∂g1(x
∞).

Do v∞ = ∇h(x∞) ta cã

0 ∈ ∂g1(x
∞) + F (x∞)−∇h(x∞),
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nghÜa lµ x∞ lµ ®iÓm dõng cña (3.1). Thay thÕ x∗ trong (3.12) bëi x∞ vµ chó

ý r»ng {‖ xk − x∞ ‖} lµ héi tô, suy ra {xk} héi tô vÒ x∞ v× nã chøa d·y con

héi tô vÒ x∞.

Tõ (3.12) suy ra

αk ‖ xk − x∗ ‖2≥ βk ‖ xk+1 − x∗ ‖2 .

NÕu L < τ , th× 0 < r :=
√

αk

βk
< 1 víi mäi k ≥ 0. Suy ra

‖ xk+1 − x∗ ‖≤ r ‖ xk − x∗ ‖ .

Nh­ vËy, d·y {xk} héi tô tuyÕn tÝnh vÒ x∗.

NÕu F ®¬n ®iÖu m¹nh víi hÖ sè µ > 0, th×

‖ F (xk)− F (x∗) ‖‖ xk − x∗ ‖ ≥
(
F (xk)− F (x∗)

)T
(xk − x∗)

≥ µ ‖ xk − x∗ ‖2 .

Ng­îc l¹i, nÕu

‖ F (xk)− F (x∗) ‖2≥ µ2 ‖ xk − x∗ ‖2

th× thay thÕ bÊt ®¼ng thøc nµy vµo (3.12), ta cã

[αk − µ2ck(2σ − ck)] ‖ xk − x∗ ‖2≥ βk ‖ xk+1 − x∗ ‖2 .

Sö dông gi¶ thiÕt 0 < m ≤ ck ≤M < 2σ vµ lÊy t = 1, ta thu ®­îc bÊt ®¼ng

thøc

[1 + ckL− µ2ck(2σ − ck)] ‖ xk − x∗ ‖2≥ (1 + 2ckτ − ckL) ‖ xk+1 − x∗ ‖2 .

V×

τ + µ2(σ − m

2
) > L

1 + ckL− µ2ck(2σ − ck) < 1 + 2ckτ − ckL

suy ra d·y {xk} héi tô tuyÕn tÝnh ®Õn x∗. 2
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3.2. Bµi to¸n c©n b»ng Cournot - Nash

Trong phÇn nµy, chóng ta xÐt mét m« h×nh kinh tÕ quen thuéc lµ m« h×nh

c©n b»ng Cournot - Nash. Ta sÏ m« t¶ m« h×nh nµy trong tr­êng hîp cã hµm

c­íc phÝ lâm d­íi d¹ng mét bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp víi hµm gèc

lµ hµm d.c. M« h×nh nµy ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau:

Gi¶ sö n c«ng ty cïng s¶n xuÊt ra mét lo¹i hµng hãa. Gi¸ mÆt hµng cña

c«ng ty thø i kÝ hiÖu lµ (pi) phô thuéc vµo sè l­îng hµng hãa cña n c«ng ty

s¶n xuÊt ra σ :=
∑n

i=1 xi . §Æt hi(xi) lµ chi phÝ ®Ó c«ng ty thø i s¶n xuÊt ra

xi s¶n phÈm. Gi¶ sö r»ng hµm lîi Ých cña c«ng ty thø i cã d¹ng

fi(x1, · · · , xn) = xipi
( n∑
i=1

xi
)
− hi(xi) (i = 1, . . . , n), (3.19)

§Æt Ci ⊂ R, (i = 1, . . . , n) lµ tËp chiÕn l­îc cña c«ng ty thø i. Mçi c«ng ty

®Òu chän mét ph­¬ng ¸n s¶n xuÊt víi mong muèn lîi Ých cña m×nh lín nhÊt.

Nh­ng nh­ vËy lîi Ých cña c¸c c«ng ty cã thÓ m©u thuÉn víi nhau. Trong

tr­êng hîp nµy, kh¸i niÖm c©n b»ng Nash tá ra rÊt phï hîp.

§Þnh nghÜa 3.4 §iÓm x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) ∈ C := C1 × · · · × Cn ®­îc gäi lµ

®iÓm c©n b»ng Nash nÕu

fi(x
∗
1, · · · , x∗i−1, yi, x

∗
i+1, · · · , x∗n) ≤ fi(x

∗
1, . . . , x

∗
n), (3.20)

víi mäi yi ∈ Ci, ∀i = 1, . . . , n.

Y nghÜa thùc tÕ cña ®iÓm c©n b»ng Nash cho m« h×nh nµy lµ t¹i ®iÓm c©n

b»ng, nÕu mét c«ng ty nµo ra khái ®iÓm c©n b»ng cña m×nh, trong khi c¸c

c«ng ty kh¸c vÉn ë l¹i ®iÓm c©n b»ng th× c«ng ty ra chÖch ®iÓm c©n b»ng sÏ

bÞ thua thiÖt vÒ lîi Ých.

NhËn xÐt 3.6 Khi hi(i = 1, 2, . . . , n) lµ c¸c hµm affin, th× b»ng c¸ch ®Æt

Ψ(x, y) := −
n∑
i=1

fi(x1, · · · , xi−1, yi, xi+1, · · · , xn) (3.21)
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vµ

Φ(x, y) := Ψ(x, y)−Ψ(x, x), (3.22)

ta cã thÓ ph¸t biÓu bµi to¸n t×m ®iÓm c©n b»ng Nash cho líp bµi to¸n nµy

nh­ sau

T×m x∗ ∈ C : sao cho Φ(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C. (EP)

MÖnh ®Ò 3.3 NÕu hi(i = 1, . . . , n) lµ c¸c hµm affin th× bµi to¸n (EP ) cã

d¹ng bµi to¸n quy ho¹ch toµn ph­¬ng låi m¹nh.

Chøng minh

Gi¶ sö c¸c hµm gi¸ vµ hµm chi phÝ cña mçi c«ng ty lµ hµm affin cã d¹ng

pi(σ) ≡ p(σ) = α0 − βσ, α0 ≥ 0, β > 0, víi σ =
n∑
i=1

xi,

hi(xi) = µixi + ξi, µi ≥ 0, ξi ≥ 0, (i = 1, . . . , n).

Tõ (3.19), (3.20), (3.21) and (3.22), ta cã

Φ(x, y) = (Ãx+ µ− α)T (y − x) + yTAy − xTAx,

trong ®ã

A =


β 0 0 · · · 0

0 β 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 β

 ; Ã =


0 β β · · · β

β 0 β · · · β

· · · · · · · · · · · · · · ·

β β β · · · 0


vµ

αT = (α0, . . . , α0), µT = (µ1, . . . , µn).

Khi ®ã bµi to¸n t×m ®iÓm c©n b»ng Nash cã thÓ ph¸t biÓu nh­ mét bµi to¸n

bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp:

T×m x ∈ C sao cho

(Ãx+ µ− α)T (y − x) + yTAy − xTAx ≥ 0, ∀y ∈ C. (3.23)
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B»ng c¸ch ®Æt Q = 2A+ Ã. Ta cã Q lµ ma trËn ®èi xøng vµ x¸c ®Þnh d­¬ng.

Khi ®ã (3.23) t­¬ng ®­¬ng víi bµi to¸n

min
x∈U

{1

2
xTQx+ (µ− α)Tx

}
. (QP )

§©y lµ bµi to¸n quy ho¹ch toµn ph­¬ng låi m¹nh. Do tÝnh låi m¹nh nªn suy

ra bµi to¸n nµy cã duy nhÊt nghiÖm. NghÜa lµ, bµi to¸n c©n b»ng s¶n xuÊt cã

duy nhÊt ®iÓm c©n b»ng Nash. 2

MÖnh ®Ò 3.4 Cho hi(·) (i = 1, . . . , n) lµ c¸c hµm lâm vµ hµm gi¸ cña mçi

c«ng ty lµ affin. Khi ®ã bµi to¸n t×m ®iÓm c©n b»ng Cournot - Nash cã d¹ng

bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp d.c.

Chøng minh

Gi¶ sö hµm gi¸ cña mçi c«ng ty cã d¹ng

pi(σ) := pi
( n∑
j=1

xj
)

= αi − βi
n∑
j=1

xj, αi ≥ 0, βi ≥ 0 (i = 1, . . . , n).

Ta kÝ hiÖu

αT = (α1, α2, . . . , αn),

B :=


β1 0 0 · · · 0

0 β2 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · βn

 , B̃ :=


0 β1 β1 · · · β1

β2 0 β2 · · · β2

· · · · · · · · · · · · · · ·

βn βn βn · · · 0


vµ

h(x) :=
n∑
i=1

hi(xi)

víi hi (i = 1, . . . , n) lµ c¸c hµm lâm. Ta cã B ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh

d­¬ng. VËy bµi to¸n (EP) cã d¹ng

T×m x∗ ∈ C : f(x∗, y) := F (x∗)T (y − x∗) + ϕ(y)− ϕ(x∗) ≥ 0, ∀y ∈ C,
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trong ®ã

F (x) := B̃x− α, ϕ(x) := xTBx+ h(x).

Do B lµ ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d­¬ng vµ h lµ hµm lâm nªn bµi to¸n nµy

lµ mét bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n hçn hîp d.c. 2

TiÓu kÕt ch­¬ng 3

Trong ch­¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n

hçn hîp d.c vµ m« h×nh c©n b»ng Cournot - Nash trong hai tr­êng hîp hµm

gi¸ lµ affin vµ hµm lâm.
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KÕt luËn

Bµi to¸n tèi ­u d.c cã nhiÒu øng dông trong thùc tiÔn vµ dµnh ®­îc sù

quan t©m cña nhiÒu nhµ nghiªn cøu trong thêi gian gÇn ®©y. LuËn v¨n nµy

tr×nh bµy mét ph­¬ng ph¸p gi¶i ®Þa ph­¬ng ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n nµy. Nh÷ng

néi dung chÝnh cña luËn v¨n bao gåm:

• §Þnh nghÜa vµ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm d.c

• Nªu bµi to¸n ®èi ngÉu, tõ ®ã tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p ®Þa ph­¬ng gi¶i vµ

hiÖu chØnh bµi to¸n d.c

• Tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p t×m ®iÓm dõng cho bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn

ph©n hçn hîp d.c vµ ¸p dông vµo m« h×nh c©n b»ng Counot - Nash.

Víi nh÷ng øng dông quan träng trong thùc tÕ, ®èi t­îng nghiªn cøu cña

®Ò tµi vµ c¸c vÊn ®Ò liªn quan hiÖn ®· vµ ®ang ®­îc nhiÒu nhµ to¸n häc quan

t©m, ®i s©u nghiªn cøu.
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