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LỜI NÓI ĐẦU

Quy hoạch tuyến tính là bài toán tối ưu đơn giản nhất. Đó là bài toán

tìm cực tiểu (hay cực đại) của một hàm tuyến tính với các ràng buộc đẳng

thức hay bất đẳng thức tuyến tính. Quy hoạch tuyến tính có nhiều ứng

dụng rộng rãi trong lý thuyết và thực tiễn, nói riêng trong lý thuyết trò

chơi. Phương pháp đơn hình là phương pháp quen thuộc, có hiệu qủa để

giải bài toán quy hoạch tuyến tính và các bài toán đưa được về quy hoạch

tuyến tính.

Trong bài toán quy hoạch tuyến tính nói riêng và trong bài toán tối ưu

nói chung, chỉ có một chủ thể (cá nhân, tập thể hay nhà nước, ...). Có một

hàm mục tiêu (biểu thị lợi ích hay chi phí) duy nhất đại diện cho chủ thể

đó. Mục đích của chủ thể này là tìm một giải pháp trong tập chiến lược

hay tập phương án có thể, sao cho giải pháp đó là tốt nhất cho chủ thể

theo mục tiêu đã đề ra (hàm mục tiêu đạt giá trị lớn nhất hay nhỏ nhất).

Trong thực tế, một hoạt động hay một vấn đề nào đó thường có nhiều chủ

thể (đối tác) cùng tham gia. Mỗi chủ thể đều có một hàm mục tiêu và tập

chiến lược riêng của mình và mỗi chủ thể đều muốn tìm một chiến lược

hay phương án tối ưu cho mình. Một phương án tối ưu cho tất cả các đối

tác như vậy thường không tồn tại, vì lợi ích của các đối tác nhiều khi đối

kháng nhau. Do đó, một phương án tốt cho đối tác này có thể lại không

tốt cho đối tác kia. Từ đó, hình thành nên khái niệm tối ưu Pareto và khái

niệm cân bằng Nash. Về đại thể, có thể nói đó là trạng thái mà mỗi đối

tác cần tuân thủ thực hiện, nếu không muốn lợi ích của mình bị thua thiệt

hơn. Sau đó đã hình thành một lý thuyết toán học, có tên gọi lý thuyết
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trò chơi nhằm nghiên cứu và tìm ra giải pháp có lợi nhất cho mỗi đối tác

(người tham gia chơi) trong các tình huống tương tự. Trong thời đại hiện

nay, do các hoạt động và lợi ích đều ảnh hưởng qua lại và liên hệ mật thiết

với nhau, nên lý thuyết trò chơi, đặc biệt là các trò chơi vi phân và trò

chơi kinh tế, rất được quan tâm nghiên cứu.

Trò chơi ma trận là một dạng trò chơi đơn giản nhất. Đó là trò chơi đối

kháng, hai người với tổng bằng 0, nghĩa là số tiền thắng cuộc của người

này bằng số tiền thua cuộc của người kia và ngược lại. Trò chơi ma trận có

mối liên hệ chặt chẽ với quy hoạch tuyến tính. Có thể quy việc tìm chiến

lược chơi tối ưu của trò chơi ma trận về việc tìm nghiệm của một cặp bài

toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu nhau và ngược lại, mỗi cặp bài toán

quy hoạch tuyến tính đối ngẫu nhau lại tương đương với một trò chơi ma

trận.

Luận văn đề cập tới trò chơi ma trận, trình bày những khái niệm cơ

bản về trò chơi ma trận, phân tích mối quan hệ giữa trò chơi ma trận với

quy hoạch tuyến tính và nêu phương pháp tìm chiến lược tối ưu của trò

chơi ma trận thông qua việc giải số bài toán quy hoạch tuyến tính gốc hay

đối ngẫu. Việc làm này có lợi cho việc đi sâu tìm hiểu sau này về lý thuyết

trò chơi nói chung và những ứng dụng thực tiễn của lý thuyết toán học

này nói riêng.

Nội dung luận văn được chia thành hai chương.

Chương 1 với tiêu đề "Bài toán quy hoạh tuyến tính" giới thiệu

nội dung và các tính chất cơ bản của bài toán quy hoạch tuyến tính, khái

niệm bài toán đối ngẫu và các quan hệ đối ngẫu trong quy hoạch tuyến

tính. Phương pháp đơn hình quen thuộc, bao gồm thuật toán đơn hình

gốc và thuật toán đơn hình đối ngẫu, cũng được nhắc lại ở chương này.

Các thuật toán đơn hình sẽ được dùng đến ở chương sau để tìm chiến lược

tối ưu của hai người chơi trong trò chơi ma trận đề cập tới ở chương sau.

Chương 2 với tiêu đề "Bài toán trò chơi ma trận" trình bày các
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khái niệm cơ bản về bài toán trò chơi ma trận như qui tắc chơi, cách trả

tiền, hàm thắng cuộc, điểm yên ngựa, chiến lược đơn, chiến lược hỗn hợp,

chiến lược tối ưu, v.v ... Phân tích mối quan hệ giữa trò chơi ma trận và

quy hoạch tuyến tính. Việc tìm chiến lược tối ưu của mỗi người chơi trong

trò chơi ma trận đưa được về việc tìm nghiệm của một cặp bài toán quy

hoạch tuyến tính đối ngẫu nhau và ngược lại, mỗi cặp bài toán quy hoạch

tuyến tính đối ngẫu nhau lại có thể mô tả tương đương như một trò chơi

ma trận. Để làm ví dụ minh hoạ cho trò chơi ma trận, cuối chương xét

trò chơi Poker, một loại trò chơi giải trí trên mạng. Trong trường hợp đơn

giản, trò chơi này có thể mô tả như một trò chơi ma trận với các chiến

lược đơn và ma trận trả tiền hoàn toàn xác định.

Do thời gian và kiến thức còn hạn chế nên luận văn này mới chỉ đề cập

tới những nội dung cơ bản của bài toán trò chơi ma trận trong mối quan

hệ với qui hoạch tuyến tính, chưa đi sâu vào các chi tiết. Trong quá trình

viết luận văn cũng như trong xử lý văn bản chắc chắn không tránh khỏi

những sai sót nhất định. Tác giả luận văn rất mong nhận được sự góp ý

của các thầy cô và các bạn đồng nghiệp để luận văn được hoàn thiện hơn.

Nhân dịp này, tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến thầy hướng

dẫn GS-TS Trần Vũ Thiệu đã tận tình giúp đỡ trong suốt quá trình làm

luận văn.

Tác giả xin trân trọng cảm ơn các thầy, cô giáo Trường Đại học Khoa

học- Đại học Thái Nguyên, Viện Toán học-Viện Khoa học và Công nghệ

Việt Nam, đã giảng dạy và tạo mọi điều kiện thuận lợi trong quá trình tác

giả học tập và nghiên cứu.

Tác giả cũng xin chân thành cảm ơn tập thể bạn bè cùng gia đình đã

quan tâm giúp đỡ, động viên tác giả hoàn thành tốt luận văn này.

Thái Nguyên, tháng 07 năm 2012.

Người thực hiện

Đỗ Thị Thúy Quỳnh
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Chương 1

BÀI TOÁN QUY HOẠCH TUYẾN

TÍNH

Chương này sẽ trình bày các kiến thức cơ bản về bài toán quy hoạch

tuyến tính, bài toán đối ngẫu và các quan hệ đối ngẫu trong quy hoạch

tuyến tính, cũng như phương pháp đơn hình (thuật toán đơn hình gốc và

đơn hình đối ngẫu) giải quy hoạch tuyến tính. Nội dung của chương được

tham khảo từ các tài liệu [1], [2] và [3].

1.1 NỘI DUNG BÀI TOÁN VÀ TÍNH CHẤT

1.1.1 NỘI DUNG BÀI TOÁN

A. Dạng tổng quát

Bài toán này có dạng: Tìm các số x1, x2,..., xn thoả mãn điều kiện

f (x) ≡
n∑
j=1

cjxj → min

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, ...,m1, (2.1)

n∑
j=1

aijxj ≥ bi, i = m1 + 1, ...,m1 +m2, (2.2)

n∑
j=1

aijxj = bi, i = m1 +m2 + 1, ...,m, (2.3)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n1, xj ≤ 0, j = n1 + 1, ..., n1 + n2 ≤ n, (2.4)
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trong đó aij,bi,cj là các hằng số thực cho trước.

Trong bài toán trên, f gọi là hàm mục tiêu, mỗi hệ thức ở (2.1)-(2.4)

gọi là một ràng buộc. Mỗi ràng buộc (2.1)-(2.3) gọi là một ràng buộc chính

liên kết nhiều biến với nhau (dạng đẳng thức hay bất đẳng thức), mỗi ràng

buộc xj ≥ 0 hay xj ≤ 0 gọi là một ràng buộc về dấu.

Điểm x = (x1, x2,... , xn) ∈ Rn thỏa mãn mọi ràng buộc gọi là một

điểm chấp nhận được, hay một phương án. Tập hợp tất cả các phương án,

ký hiệu D, gọi là tập rằng buộc hay miền chấp nhận được . Một phương

án đạt cực tiểu của hàm mục tiêu gọi là một phương án tối ưu hay một

lời giải của bài toán đã cho.

Bài toán có ít nhất một phương án tối ưu gọi là bài toán có lời giải.

Bài toán không có phương án (tập rằng buộc rỗng D = ∅) hoặc có phương

án nhưng không có phương án tối ưu, do hàm mục tiêu giảm vô hạn (bài

toán tìm min) hoặc tăng vô hạn (bài toán tìm max), gọi là bài toán không

có lời giải.

B. Dạng chính tắc:
f(x) ≡

n∑
j=1

cjxj → min,

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n,

( đặc điểm của bài toán này là ràng buộc chính chỉ là đẳng thức và mọi

biến đều không âm).

C. Dạng chuẩn tắc:
f(x) ≡

n∑
j=1

cjxj → min,

n∑
j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n,
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(đặc điểm của bài toán này là ràng buộc chính chỉ gồm các bất đẳng thức

≥ đối với bài toán min hoặc ≤ đối với bài toán max và mọi biến đều không

âm).

Để viết bài toán gọn hơn,ta dùng các kí hiệu véc tơ và ma trận như sau:

A =



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
... . . . ...

am1 am2 ... amn

 ; Aj =



a1j

a2j

...

amj

 ;

b =



b1

b2

...

bm

 ; c =



c1

c2

...

cn

 ; x =



x1

x2

...

xn


(A là ma trận m × n gồm các hệ số ở vế trái ràng buộc chính, Aj là véc

tơ cột thứ j của A tương ứng với biến xj, b là véc tơ các hệ số ở vế phải

ràng buộc chính, c là véc tơ các hệ số ở hàm mục tiêu, x là véc tơ các ẩn

số, 0 là véc tơ không).

Với các kí hiệu trên,bài toán quy hoạch tuyến tính chính tắc có dạng :

min {f(x) = 〈c, x〉 : Ax = b, x ≥ 0}
hay max {f(x) = 〈c, x〉 : Ax = b, x ≥ 0}

(〈c, x〉 là tích vô hướng của hai véc tơ c và x)

Bài toán quy hoạch tuyến tính chuẩn tắc có dạng :

min {f(x) = 〈c, x〉 : Ax ≥ b, x ≥ 0}
hay max {f(x) = 〈c, x〉 : Ax ≤ b, x ≥ 0}.

1.1.2 TÍNH CHẤT BÀI TOÁN QUI HOẠCH TUYẾN TÍNH

Tính chất 1.1. Tập hợp D các phương án của bài toán qui hoạch tuyến

tính (dạng bất kỳ) là một tập lồi đa diện.
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Tính chất 1.2. (về sự tồn tại lời giải của bài toán qui hoạch tuyến

tính). Nếu một qui hoạch tuyến tính có ít nhất một phương án và hàm mục

tiêu bị chặn dưới trong miền ràng buộc (đối với bài toán min) thì bài toán

chắc chắn có phương án tối ưu.

Tính chất 1.3. Nếu x0 là một phương án tối ưu của bài toán qui hoạch

tuyến tính (dạng bất kỳ) và nếu x1, x2
(
x1 6= x2

)
là hai phương án thỏa

mãn x0 = λx1 + (1− λ)x2, 0 < λ < 1, thì x1, x2 cũng là các phương án

tối ưu.

Một phương án x ∈ D mà đồng thời là đỉnh của D gọi là một phương

án cực biên, nghĩa là x không thể biểu diễn dưới dạng tổ hợp lồi của hai

phương án bất kỳ nào khác của D. Nói cách khác, hễ x = λx1 + (1− λ)x2

với 0 < λ < 1 và x1, x2 ∈ D thì phải có x = x1 = x2.

Sau đây ta sẽ tập trung nghiên cứu bài toán qui hoạch tuyến tính dạng

chính tắc với giả thiết m ≤ n và ma trận A có hạng = m.

Tính chất 1.4. Để một phương án x0 =
(
x01, x

0
2, ..., x

0
n

)
của bài toán

qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc là phương án cực biên thì cần và đủ

là các véc tơ cột Aj của ma trận A ứng với các thành phần x0j > 0 là độc

lập tuyến tính.

Hệ quả 1.1. Số phương án cực biên của bài toán qui hoạch tuyến tính

dạng chính tắc là hữu hạn.

Hệ quả 1.2. Số thành phần dương trong mỗi phương án cực biên của bài

toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc tối đa bằng m (m là số hàng của

A)

Người ta phân ra hai loại phương án cực biên: Nếu phương án cực biên

có số thành phần dương đúng bằng m, nó được gọi là phương án cực biên

không suy biến. Trái lại, nó được gọi là phương án cực biên suy biến.

Tính chất 1.5. Nếu bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc có

ít nhất một phương án thì nó cũng có phương án cực biên (tập ràng buộc

D có đỉnh).
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Tính chất 1.6. Nếu bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc có

phương án tối ưu thì cũng có phương án cực biên tối ưu.

Các tính chất trên cho phép tìm phương án tối ưu của bài toán qui

hoạch tuyến tính chính tắc trong số các phương án cực biên của bài toán

(số này là hữu hạn)

1.2 ĐỐI NGẪU CỦAQUI HOẠCH TUYẾN TÍNH

DẠNG CHUẨN

1.2.1 CẶP BÀI TOÁN ĐỐI NGẪU

Cho một qui hoạch tuyến tính dạng chuẩn, ký hiệu (P):

(P ) f (x) = c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn → min,

ai1x1 + ai2x2 + ...+ ainxn ≥ bi, i = 1, 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n,.

Đối ngẫu của (P) là qui hoạch tuyến tính, ký hiệu (Q), có dạng:

(Q) g (y) = b1y1 + b2y2 + ...+ bmym → max,

a1jy1 + a2jy2 + ...+ amjym ≤ cj, j = 1, 2, ..., n

yi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m

ở đây y = (y1, y2, ..., ym) ∈ Rm là véc tơ biến cần tìm.Ta nhận xét rằng

a) Các ràng buộc chính trong qui hoạch ban đầu (mà ta sẽ gọi là qui

hoạch gốc hay bài toán gốc) tương ứng một - một với các biến trong bài

toán đối ngẫu (mà ta sẽ gọi là các biến đối ngẫu), trong khi các biến trong

qui hoạch gốc (biến gốc) sẽ tương ứng một - một với các ràng buộc chính

trong bài toán đối ngẫu.

b) Các hệ số ở vế phải ràng buộc chính trong bài toán gốc trở thành

các hệ số mục tiêu trong bài toán đối ngẫu, còn các hệ số mục tiêu trong

bài toán gốc lại trở thành các hệ số ở vế phải ràng buộc chính trong bài

toán đối ngẫu.
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c) Bài toán gốc tìm min thì bài toán đối ngẫu tìm max (và ngược lại).

d) Cả hai bài toán (P) và (Q) đều có dạng chuẩn: mọi ràng buộc chính

đều là các bất đẳng thức (≥ đối với bài toán min, ≤ đối với bài toán max)

và mọi biến đều không âm.

Dùng kí hiệu véc tơ và ma trận, ta có thể viết

Bài toán gốc: Bài toán đối ngẫu:

f(x) = 〈c, x〉 → min g (y) = 〈b, y〉 → max,

Ax ≥ b, ATy ≤ c,

x ≥ 0. y ≥ 0.

(AT là ma trận chuyển vị của A, 〈a, b〉 là tích vô hướng của hai véc tơ

a và b).

Ví dụ 1: Đối ngẫu của bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chuẩn

f (x) = 20x1 + 15x2 → min,

3x1 + x2 ≥ 60,

x1 + x2 ≥ 40,

x1 + 2x2 ≥ 60,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

là bài toán
g (y) = 60y1 + 40y2 + 60y3 → max,

3y1 + y2 + y3 ≤ 20,

y1 + y2 + 2y3 ≤ 15,

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0.

1.2.2 CÁC QUAN HỆ ĐỐI NGẪU

Các kết quả đối ngẫu nhận được đối với cặp bài toán đối ngẫu ở dạng

chuẩn cũng đúng cho một cặp bài toán đối ngẫu dạng bất kỳ.
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Tính chất 1.7: (Đối ngẫu yếu). Nếu x là một phương án bất kỳ của

bài toán gốc (P) và y là một phương án bất kỳ của bài toán đối ngẫu (Q)

thì

f (x) = c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn ≥ g (y) = b1y1 + b2y2 + ...+ bmym

Thật vậy, do x là phương án của bài toán (P) và y là phương án của bài

toán (Q) nên Ax ≥ b, ATy ≤ c, x ≥ 0, y ≥ 0. Từ đó ta có

f (x) = 〈c, x〉 ≥
〈
ATy, x

〉
= 〈y,Ax〉 ≥ 〈y, b〉 = g (y) .

Từ tính chất đối ngẫu yếu trên đây ta suy ra ngay các hệ quả sau.

Hệ quả 1.3: a) Giá trị mục tiêu của một phương án đối ngẫu bất kỳ

là một cận dưới cho giá trị mục tiêu đối với mọi phương án của bài toán

gốc.

b) Nếu hàm mục tiêu của bài toán gốc không bị chặn dưới trong miền

ràng buộc của nó thì bài toán đối ngẫu không có bất kỳ một phương án

nào

c) Nếu hàm mục tiêu của bài toán đối ngẫu không bị chặn trên trong

miền ràng buộc của nó thì bài toán gốc không có bất kỳ một phương án

nào.

d) Nếu x∗ là phương án của bài toán gốc, y∗ là phương án của bài toán

đối ngẫu và f (x∗) = g (y∗) thì x∗ là phương án tối ưu của bài toán gốc và

y∗ là phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu.

Thật vậy các kết luận a)- c) là hiển nhiên.

Với bất kỳ phương án x của (P) và phương án y của (Q) theo tính chất

1.7 ta có

f (x) ≥ g (y∗) = f (x∗) ≥ g (y) ,

Các bất đẳng thức này chứng tỏ x∗ là phương án tối ưu của (P) (bài toán

tìm min) và y∗ là phương án tối ưu của (Q) (bài toán tìm max).

Tính chất 1.8. (Đối ngẫu mạnh). Nếu một qui hoạch có phương án

tối ưu thì qui hoạch đối ngẫu của nó cũng có phương án tối ưu và giá trị
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tối ưu của chúng là bằng nhau.

Các kết quả nêu trên cho thấy mối quan hệ sau đây giữa hai bài toán

gốc và đối ngẫu

Tính chất 1.9. (Định lí tồn tại) Đối với mỗi cặp qui hoạch đối ngẫu

nhau chỉ có thể xảy ra một trong ba khả năng loại trừ nhau sau đây.

a) Cả hai qui hoạch đều không có phương án.

b) Cả hai qui hoạch đều có phương án. Khi đó, cả hai qui hoạch đều có

phương án tối ưu và giá trị tối ưu của hai hàm mục tiêu là bằng nhau.

c) Một qui hoạch có phương án và qui hoạch kia không có phương án.

Khi đó qui hoạch có phương án sẽ không có phương án tối ưu và hàm mục

tiêu của nó không bị chặn trên tập ràng buộc.

Mối liên hệ giữa hai bài toán đối ngẫu còn thể hiện ở các sự kiện cơ

bản sau.

Tính chất 1.10: (Định lý yếu về độ lệch bù). Một cặp phương án x, y

của hai qui hoạch đối ngẫu (P) và (Q) là những phương án tối ưu khi và

chỉ khi chúng nghiệm đúng các hệ thức :

yi

(
n∑
j=1

aijxj − bi

)
= 0 với mọi i = 1, 2, ...,m, (1)

xj

(
cj −

m∑
i=1

aijyi

)
= 0 với mọi i = 1, 2, ..., n, (2)

Hệ thức (1) có nghĩa là
n∑
j=1

aijxj > bi ⇒ yi = 0 và yi > 0⇒
n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, ...,m.

Hệ thức (2) có nghĩa tương tự
m∑
i=1

aijyi < cj ⇒ xj = 0 và xj > 0⇒
m∑
i=1

aijyi = cj, j = 1, 2, ..., n.

Các đẳng thức (1) và (2) không loại trừ khả năng là với một i nào đó

ta có đồng thời yi = 0 và
n∑
j=1

aijxj = bi. Tuy nhiên định lý sau cho thấy

khả năng này không thể xảy ra đối với tất cả các cặp phương án tối ưu

đối ngẫu.

Tính chất 1.11: (Định lý mạnh về độ lệch bù). Nếu cặp bài toán đối
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ngẫu (P) và (Q) có phương án thì tồn tại một cặp phương án tối ưu x∗,

y∗ nghiệm đúng

y∗ + (Ax∗ − b) > 0 và x∗ +
(
c− ATy∗

)
> 0.

1.3 PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HÌNH

1.3.1 THUẬT TOÁN ĐƠN HÌNH GỐC

Xét bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc
〈c, x〉 → min

Ax = b,

x ≥ 0,

trong đó A là ma trận m× n, b ∈ Rm, c và x ∈ Rn. Với m ≤ n và A có

hạng = m.

A. Cách lập bảng đơn hình ban đầu

Ta lập một bảng gồm n+3 cột: cột Biến cơ sở (ghi tên m biến cơ sở đối

với phương án cực biên đang xét), cột Hệ số CB (ghi hệ số mục tiêu của

các biến cơ sở) và cột Phương án (ghi giá trị các biến cơ sở). Tiếp theo là

n cột ứng với n biến của bài toán x1, x2, ..., xn, phía dưới tên biến ghi hệ

số mục tiêu của nó. Trong cột xk ghi các hệ số khai triển của véc tơ Ak

theo các véc tơ cơ sở đang xét (véc tơ Zk). Ngoài dòng tiêu đề đã nêu, mỗi

bảng có m+1 dòng: m dòng đầu tương ứng với m ràng buộc chính trong

bài toán. Dòng cuối cùng, gọi là dòng mục tiêu, lần lượt ghi giá trị hàm

mục tiêu (phần tử zm+1,0) và ghi các ước lượng ∆k của biến xk tương ứng,

k = 1, 2, ..., n ( các phần tử zm+1,k, k ≥ 1).
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Biến Hệ số Phương x1 x2 x3 ... ... xn

cơ sở CB án c1 c2 c3 ... ... cn

xk1 ck1 z10 z11 z12 z13 ... ... z1n

xk2 ck2 z20 z21 z22 z23 ... ... z2n

...
...

...
...

...
... . . . . . . ...

xkm ckm zm0 zm1 zm2 zm3 ... ... zmn

Bảng 1 zm+1,0 zm+1,1 zm+1,2 zm+1,3 ... ... zm+1,n

B. Cách lập các bảng đơn hình kế tiếp

Để xây dựng các bảng đơn hình kế tiếp ta lần lượt thực hiện các việc

a)- c) như sau:

a) Tìm cột quay.Nếu dòng mục tiêu không có phần tử dương ở các

cột khác với cột phương án, nghĩa là zm+1,k = ∆k ≤ 0,∀k = 1, 2, ..., n, thì

phương án hiện có là tối ưu, trái lại chọn cột xs với

zm+1,s = max
1≤k≤n

zm+1,k > 0 làm cột quay (Đưa biến xs vào cơ sở mới).

b) Tìm dòng quay. Nếu cột quay không có phần tử dương ở các dòng

khác với dòng mục tiêu thì hàm mục tiêu sẽ giảm vô hạn và bài toán không

có lời giải.

Trái lại, chia các phần tử trong cột phương án cho các phần tử dương

tương ứng trong cột quay. Dòng ứng với tỉ số nhỏ nhất được chọn làm

dòng quay. Phần tử ở dòng quay, cột quay gọi là phần tử quay, phần tử

này luôn dương và thường được khoanh tròn hoặc để trong ô được tô bóng

mờ. Cụ thể, dòng quay là dòng r thỏa mãn θ0 = min
{
zi0
zis

: zis > 0
}

= zro
zrs

.

Biến cơ sở ở dòng này bị lọai khỏi cơ sở cũ, chẳng hạn đó là biến xkr .

c) Biến đổi bảng đơn hình.

+ Đổi cột Biến cơ sở: biến cơ sở mới là xs thay cho biến cơ sở cũ là xkr
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ở dòng r.

+ Đổi cột Hệ số CB tương ứng: hệ số mục tiêu cs thay cho hệ số ckr ở

dòng r.

+ Xác lập các véc tơ đơn vị : ghi số 1 vào ô có cùng tên biến trên dòng

và cột của nó, ghi số 0 vào các ô còn lại của cột vừa ghi số 1 (Cột ứng với

biến cơ sở là cột đơn vị).

+ Biến đổi dòng quay (công thức z′rk = zrk/zrs . (k = 0, 1, 2, ..., n) .

Dòng mới= dòng cũ/ phần tử quay,

nghĩa là chia mỗi phần tử ở dòng quay cho phần tử quay ( zrs > 0). Kết

quả nhận được gọi là dòng chính (số 1 xuất hiện ở vị trí của zrs cũ).

+ Biến đổi các dòng khác theo quy tắc hình chữ nhật (công thức

z′ik = zik − (zrk/zrs) zis, i 6= r (i = 1, 2, ...,m,m+ 1; k = 0, 1, 2, ..., n) .):

Dòng mới = dòng cũ tương ứng - phần tử của nó trên cột

quay×dòng chính,

nghĩa là Cột 6= cột quay Cột quay

Dòng 6= dòng quay: a b

Dòng quay: c d (phần tử quay)

a′ = a− b× c
d = a− b× c′

Nếu trong bảng đơn hình mới vẫn còn zm+1,k = ∆k > 0, ta lại tiếp tục

biến đổi bảng cho đến khi nhận được bảng với mọi zm+1,k = ∆k ≤ 0 (tối

ưu) hoặc phát hiện cột quay không chứa phần tử dương: zis ≤ 0, ∀i (bài
toán không có lời giải). Sau một số hữu hạn lần biến đổi bảng ta phải dừng

ở một trong hai tình huống trên.

C. Ví dụ 1.1: Giải bài toán qui hoạch tuyến tính chính tắc sau đây

f = x1 − x2 − 2x4 + 2x5 − 3x6 → min,
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với điều kiện



x1 + x4 + x5 − x6 = 2,

x2 + x4 + x6 = 12,

x3 + 2x4 + 4x5 + 3x6 = 9,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 6.

Cho x4 = x5 = x6 =0 ta được phương án cực biên ban đầu

x1 = (2; 12; 9; 0; 0; 0) với trị mục tiêu f1 = -10. Cơ sở của x1 là J =

{1, 2, 3}. Các biến cơ sở là x1, x2, x3. Các biến phi cơ sở là x4, x5, x6. Các

véc tơ cơ sở A1, A2, A3 là các véc tơ đơn vị, nên A4 chính là véc tơ các hệ

số khai triển của nó theo các véc tơ cơ sở A1, A2, A3. Cũng vậy đối với A5

và A6.

Bảng đơn hình ban đầu có dạng sau.

Biến Hệ số Phương x1 x2 x3 x4 x5 x6

cơ sở CB án 1 -1 0 -2 2 -3

x1 1 2 1 0 0 1 1 -1

x2 -1 12 0 1 0 1 0 1

x3 0 9 0 0 1 2 4 3

Bảng 1 -10 0 0 0 2 -1 1

Trong dòng mục tiêu (dòng cuối) còn phần tử dương ở cột x4,x6 nên

phương án x1 ở bảng này chưa tối ưu. Biến đưa vào cơ sở x4 (ứng với

∆4 = 2 lớn nhất), biến lọai khỏi cơ sở là x1 (ứng với tỉ số nhỏ nhất

θ0 = min
{
2
1 ,

12
1 ,

9
2

}
= 2). Phần tử quay là z14 = 1. Biến đổi bảng 1 theo

qui tắc đã nêu ta nhận được bảng 2.
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Biến Hệ số Phương x1 x2 x3 x4 x5 x6

cơ sở CB án 1 -1 0 -2 2 -3

x4 -2 2 1 0 0 1 1 -1

x2 -1 10 -1 1 0 0 -1 2

x3 0 5 -2 0 1 0 2 5

Bảng 2 -14 -2 0 0 0 -3 3

Trong dòng cuối của bảng này còn phần tử dương ở cột x6 nên phương

án ở bảng này chưa tối ưu. Biến đưa vào cơ sở x6 (ứng với ∆6 = 3 lớn nhất),

biến loại khỏi cơ sở là x3 (ứng với tỉ số nhỏ nhất θ0 = min
{
10
2 ,

5
5

}
= 1).

Phần tử quay là z36 = 5. Biến đổi bảng 2 ta nhận được bảng 3. Trong

bảng này mọi ∆k ≤ 0, nên phương án x∗ = (0; 8; 0; 3; 0; 1) là tối ưu với

fmin = f (x∗) = −17.

Biến Hệ số Phương x1 x2 x3 x4 x5 x6

cơ sở CB án 1 -1 0 -2 2 -3

x4 -2 3 3/5 0 1/5 1 7/5 0

x2 -1 8 -1/5 1 -2/5 0 -9/5 0

x6 -3 1 -2/5 0 1/5 0 2/5 1

Bảng 3 -17 -4/5 0 -3/5 0 -21/5 0

Ví dụ 1.2: Ví dụ sau cho thấy bài toán không có phương án tối ưu

f = x2 − 3x3 + 2x5 → min,

với các điều kiện



x1 + x2 − x3 + x5 = 7,

−4x2 + 4x3 + x4 = 12,

−5x2 + 3x3 + x5 + x6 = 10,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 6.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



17

Ta giải bài toán bằng phương pháp đơn hình, xuất phát từ phương án

cực biên x1 = (7, 0, 0, 12, 0, 10) với cơ sở là các véc tơ cột đơn vị A1, A4,

A6, tức là J = {1, 4, 6}. Lập các bảng đơn hình.

Biến Hệ số Phương x1 x2 x3 x4 x5 x6

cơ sở CB án 0 1 -3 0 2 0

x1 0 7 1 1 -1 0 1 0

x4 0 12 0 -4 4 1 0 0

x6 0 10 0 -5 3 0 1 1

Bảng 1 0 0 -1 3 0 -2 0

x1 0 10 1 0 0 1/4 1 0

x4 -3 3 0 -1 1 1/4 0 0

x6 0 1 0 -2 0 -3/4 1 1

Bảng 2 -9 0 2 0 -3/4 -2 0

Ở bảng 1 có ∆3 = 3 > 0 (cột x3 là cột quay) nên ta đưa véc tơ A3 vào cơ sở

và loại A4 khỏi cơ sở (dòng x4 là dòng quay). Trong bảng 2 có ∆2 = 2 > 0

(cột x2 là cột quay), nhưng mọi phần tử zi2 ≤ 0 (i = 1, 2, 3) nên bài toán

trên không có phương án tối ưu, vì hàm mục tiêu của bài toán giảm vô

hạn trong miền ràng buộc của nó.

Ví dụ 1.3: Dùng phương pháp đơn hình giải quy hoạch gốc cho ở ví

dụ 1.1, từ đó suy ra lời giải của bài toán đối ngẫu tương ứng với nó.

f (x) = x1 − x2 − 2x4 + 2x5 − 3x6 → min,

x1 + x4 + x5 − x6 = 2,

x2 + x4 + x6 = 12,

x3 + 2x4 + 4x5 + 3x6 = 9,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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Xuất phát từ phương án cực biên ban đầu x1 = (2, 12, 9, 0, 0, 0) với

cơ sở tương ứng là ma trận đơn vị. Quá trình giải được ghi lại trong bảng

đơn hình dưới đây (các Bảng 1- 3).

Biến Hệ số Phương x1 x2 x3 x4 x5 x6

cơ sở CB án 1 -1 0 -2 2 -3

x1 1 2 1 0 0 1 1 -1

x2 -1 12 0 1 0 1 0 1

x3 0 9 0 0 1 2 4 3

Bảng 1 -10 0 0 0 2 -1 1

x4 -2 2 1 0 0 1 1 -1

x2 -1 10 -1 1 0 0 -1 2

x3 0 5 -2 0 1 0 2 5

Bảng 2 -14 -2 0 0 0 -3 3

x4 -2 3 3/5 0 1/5 1 7/5 0

x2 -1 8 -1/5 1 -2/5 0 -9/5 0

x6 -3 1 -2/5 0 1/5 0 2/5 1

Bảng 3 -17 -4/5 0 -3/5 0 -21/5 0

Để tìm lời giải (phương án tối ưu) của bài toán đối ngẫu ta áp dụng quy

tắc sau:

Qui tắc A. Nếu cơ sở ban đầu là ma trận đơn vị thì để tìm lời giải của

bài toán đối ngẫu, ta chọn ra từ bảng đơn hình cuối cùng các ∆j của các

cột biến xj mà chúng là các biến cơ sở ở bước lặp đầu tiên (bảng 1), rồi

cộng thêm với hệ số cj tương ứng.

Lời giải của bài toán gốc là x∗ = (0, 8, 0, 3, 0, 1) với fmin = −17. Các

biến cơ sở ở bước lặp đầu tiên (Bảng 1) là x1, x2, x3. Các véc tơ A1, A2,

A3 tương ứng đều là các véc tơ đơn vị.

Vì thế, lời giải của bài toán đối ngẫu y∗ = (y∗1, y
∗
2, y
∗
3) được xác định
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như sau: 
y∗1 = ∆1 + c1 = −4

5 + 1 = 1
5 ,

y∗2 = ∆2 + c2 = 0− 1 = −1,

y∗3 = ∆3 + c3 = −3
5 + 0 = −3

5 .

Vậy, y∗ =
(
1
5 ,−1,−3

5

)
và gmax = 2× 1

5 +12×(−1)+9×
(
−3

5

)
= −17 =

fmin.

1.3.2 THUẬT TOÁN ĐƠN HÌNH ĐỐI NGẪU

A. Các bước tiến hành thuật toán đơn hình đối ngẫu :

Bước 1: Lập bảng đơn hình đối ngẫu ban đầu.

Bước 2: Kiểm tra tối ưu: Nếu mọi phần tử trong cột giả phương án đều

không âm thì dừng quá trình giải: ta nhận được phương án tối ưu của bài

toán đã cho. Trái lại chuyển sang bước 3.

Bước 3: Chọn dòng quay: đó là dòng đầu tiên từ trên xuống mà nó chứa

phần tử âm nhỏ nhất trong cột giả phương án.

Bước 4: Chọn cột quay: Chia các phần tử trên dòng ước lượng (cuối

mỗi bảng) cho các phần tử tương ứng trên dòng quay, nhưng chỉ chia cho

những phần tử âm trên dòng quay. Cột quay là cột đầu tiên từ trái sang

phải ứng với số nhỏ nhất trong các tỉ số đó.

Bước 5: Biến đổi bảng đơn hình hoàn toàn như trong phương pháp đơn

hình thường (thay đổi biến cơ sở, đổi hệ số mục tiêu tương ứng, xác lập

các véc tơ đơn vị, biến đổi dòng quay và cuối cùng là biến đổi các dòng

khác theo qui tắc hình chữ nhật).

Trở lại thực hiện bước 2 theo mô tả ở trên.

Chú ý: Khi tìm cột quay, nếu mọi phần tử trên dòng quay đều không

âm thì đó là dấu hiệu cho thấy bài toán ban đầu không có phương án.
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Ví dụ 1.4: Giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn sau đây.

f (x) = 15x1 + 12x2 + 10x3 → min,

3x1 + 4x2 + 2x3 ≥ 160,

x1 + 2x2 + 3x3 ≥ 140,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Ta đưa bài toán về dạng chính tắc và đổi dấu hai vế các ràng buộc đẳng

thức: 

f (x) = 15x1 + 12x2 + 10x3 → min,

−3x1 − 4x2 − 2x3 + x4 = −160,

−x1 − 2x2 − 3x3 + x5 = −140,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 5.

Bài toán có n = 5 biến và m = 2 ràng buộc chính, nên mỗi bảng đơn

hình gồm n+3 = 8 cột và m+1 = 3 dòng. Cũng như trong phương pháp

đơn hình bình thường, bảng đầu tiên ghi lại các hệ số trong bài toán,

chỉ khác là cột "Phương án" bây giờ được thay bằng cột "Giả phương

án", vì trong thành phần của "Phương án " xuất phát có các phần tử âm.

Bảng này tương ứng với giả phương án ban đầu x1 = (0, 0, 0,−160,−140),

f1 = f
(
x1
)

= 0.

Biến Giả x1 x2 x3 x4 x5

cơ sở CB phương án 15 12 10 0 0

x4 0 -160 -3 -4 -2 1 0

x5 0 -140 -1 -2 -3 0 1

Bảng 1 0 -15 -12 -10 0 0

Trong bảng 1, cột giả phương án có phần tử âm, nên ta chưa nhận được

phương án tối ưu. Ta chọn dòng x4 (tương ứng với số âm nhỏ nhất là -160)
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làm dòng quay. Cột quay là cột x2 (tương ứng với số nhỏ nhất trong ba tỉ

số :−15−3 = 5, −12−4 = 3, −10−2 = 5). Phần tử quay bằng -4. Biến đổi bảng này

theo quy tắc đơn hình nhận được bảng 2.

Trong bảng 2, cột giả phương án vẫn còn phần tử âm. Ta chọn dòng

x5 làm dòng quay và chọn cột x3 làm cột quay. Phần tử quay bằng -2.

Biến đổi bảng 2 ta nhận được bảng 3. Trong bảng này, mọi phần tử trong

cột giả phương án đều dương, ta có phương án tối ưu: x∗ = (0, 25, 30) với

fmin = 600.

Biến Giả x1 x2 x3 x4 x5

cơ sở CB phương án 15 12 10 0 0

x2 12 40 3/4 1 1/2 -1/4 0

x5 0 -60 1/2 0 -2 -1/2 1

Bảng 2 480 -6 0 -4 -3 0

x2 12 25 7/8 1 0 -3/8 1/4

x3 10 30 -1/4 0 1 1/4 -1/2

Bảng 3 600 -7 0 0 -2 -2

Từ các kết quả tính toán nêu trên, ta cũng có thể tìm được lời giải của bài

toán đối ngẫu nhờ vận dụng quy tắc sau đây (tương tự như quy tắc A):

Quy tắc B. Nếu cơ sở ban đầu là ma trận đơn vị thì để tìm phương

án tối ưu của bài toán đối ngẫu, ta chọn ra từ bảng đơn hình đối ngẫu

cuối cùng các ∆j của các cột biến xj mà chúng là các biến cơ sở ở bước

lặp đầu tiên (bảng 1), rồi cộng thêm với hệ số cj tương ứng . Sau đó, đổi

dấu tổng tìm được nếu biến cơ sở tương ứng ban đầu nhận giá trị âm.

Với ví dụ đang xét ta thấy các bước cơ sở ở bước lặp đầu tiên (bảng 1)

là x4, x5 (A4, A5 là các véc tơ đơn vị). Lúc đầu các biến này đều nhận giá

trị âm, nên phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu y∗ = (y∗1, y
∗
2) được xác
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định như sau: {
y∗1 = −∆4 − c4 = 2− 0 = 2,

y∗2 = −∆5 − c5 = 2− 0 = 2,

Vậy, y∗ = (2, 2) và gmax = 160× 2 + 140× 2 = 600 = fmin ..

Ví dụ sau đây cho thấy bài toán gốc không có phương án.

Ví dụ 1.5. Dùng phương pháp đơn hình đối ngẫu giải bài toán qui

hoạch tuyến tính sau.

f (x) = 2x1 − 4x2 + x3 − x4 + 2x5 → min,

x1 − 2x2 − 2x5 = −2,

4x2 + x3 + x4 − x5 = −4,

2x3 − x5 + x6 = 2,

x2 + x3 + 4x5 + x7 = 6,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 7.

Xuất phát từ giả phương án x0 = (2, 0, 0,−4, 0, 2, 6). Quá trình như

sau.
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Biến Giả x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

cơ sở CB phương án 2 -4 1 -1 2 0 0

x1 2 -2 1 -2 0 0 -2 0 0

x4 -1 -4 0 4 1 1 -1 0 0

x6 0 2 0 0 2 0 -1 1 0

x7 0 6 0 1 1 0 4 0 1

Bảng 1 0 0 -4 -2 0 -5 0 0

x1 2 6 1 -10 -2 -2 0 0 0

x5 2 4 0 -4 -1 -1 1 0 0

x6 0 6 0 -4 1 -1 0 1 0

x7 0 -10 0 17 5 4 0 0 1

Bảng 2 20 0 -24 -7 -5 0 0 0

Ở bảng 2, mọi phần tử trên dòng quay x7 không âm nên bài toán gốc

không có phương án.

Trong các ví dụ trên ta đã may mắn có được các giả phương án thỏa

mãn tiêu chuẩn tối ưu. Nói chung, khó có thể tìm được những điểm xuất

phát như thế cho đơn hình đối ngẫu. Ta sẽ không đi sâu vào vấn đề này.

Tóm lại, chương này đã đề cập tới nội dung và các tính chất cơ bản của

bài toán quy hoạch tuyến tính. Bài toán đối ngẫu và lý thuyết đối ngẫu

trong quy hoạch tuyến tính cũng được trình bày ngắn gọn (có thể xem

chứng minh chi tiết ở các tài liệu [1] và [2]). Các thuật toán đơn hình gốc

và đơn hình đối ngẫu, cần dùng để tìm nghiệm của trò chơi ma trận xét

ở chương sau, cũng đã được nhắc lại ở chương này với các ví dụ số minh

hoạ cụ thể.
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Chương 2

BÀI TOÁN TRÒ CHƠI MA TRẬN

Chương này sẽ trình bày các khái niệm cơ bản về trò chơi ma trận, mối

quan hệ giữa trò chơi ma trận với quy hoạch tuyến tính và vấn đề tìm

nghiệm của trò chơi ma trận. Cuối chương xét trò chơi Poker, một trò chơi

giải trí trên mạng, xem như một ví dụ thực tế về trò chơi ma trận. Nội

dung của chương được tham khảo từ các tài liệu [1], [3] và [4].

2.1 KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU

2.1.1 VÍ DỤ VỀ TRÒ CHƠI MA TRẬN

+ Quy tắc chơi: Hai người chơi P1 và P2. Mỗi người đều có một viên bi

trắng (T) và một viên bi xanh (X). Khi có hiệu lệnh (sau tiếng hô 1, 2, 3

chẳng hạn) mỗi người lấy ra một viên bi và đặt nó lên bàn.

+ Cách trả tiền: P2 trả cho P1 1 ngàn nếu hai viên bi chọn ra có cùng

mầu hoặc -1 ngàn (nghĩa là P1 trả P2 1 ngàn) nếu hai viên bi chọn ra có

mầu khác nhau. Trong trường hợp đầu ta nói P1 thắng, P2 thua; còn trong

trường hợp sau thì ngược lại P2 thắng, P1 thua. Sau đó trò chơi lại có thể

được tiếp tục.

Như vậy, số tiền trả 1 hay -1 biểu thị số thu nhập hay số tổn thất của

P1. Do P1 mong muốn làm cực đại số thắng cuộc của mình, nên ta gọi P1

là người chơi max, còn P2 mong muốn làm cực tiểu số thắng cuộc của đối
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thủ P1 (tức là làm cực tiểu số tổn thất của mình) nên ta gọi P2 là người

chơi min.

+ Ma trận của trò chơi:
T X

T 1 -1

X -1 1

Ta có ma trận A =

[
1

−1

−1

1

]
Ta gọi A là ma trận thu hoạch (ma trận thằng thua hay ma trận trả

tiền của P1).

Các ví dụ tương tự: hai người chơi, mỗi người chọn một mặt sấp (S)

hay ngửa (N) của một đồng xu, chọn một quân bài mầu đen hay đỏ từ

một cỗ bài (tam cúc,tú lơ khơ...).

Các ví dụ nêu trên là một dạng của trò chơi ma trận hay còn gọi là trò

chơi đối kháng hai đấu thủ với tổng 0 (số thu hoạch của người này bằng

số tổn thất của người kia).

2.1.2 TRÒ CHƠI MA TRẬN

Định nghĩa 2.1: Trò chơi ma trận là trò chơi được xác định bởi ma

trận m hàng, n cột A = (aij) với aij là các số thực tùy ý (cho trước). Ma

trận A gọi là ma trận trả tiền. Phần tử aij biểu thị số tiền P2 trả cho P1

nếu P1 chọn cách chơi thứ i (hàng i) và P2 chọn cách chơi thứ j (cột j) Ma

trận A còn gọi là ma trận thu hoạch của P1 (-A là ma trận thu hoạch của

P2).

Ma trận A được xác định như sau: A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
...

... . . . ...

am1 am2 ... amn

 = (aij) .

Định nghĩa 2.2. Với mỗi i = 1, 2,..., m,chiến lược đơn thứ i của P1,

kí hiệu i, là véc tơ m - chiều X = (x1, x2, ..., xm) với xi=1, xk=0 (k 6= i),

nghĩa là X là véc tơ đơn vị thứ i trong Rm. Nó biểu thị việc P1 chọn hàng

i của ma trận A.
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Tương tự, chiến lược đơn thứ j (j=1,2,...,n) của P2 là véc tơ n- chiều

Y=(y1, y2,..., yn) với yj = 1, yk = 0 (k 6= j), nghĩa là Y là véc tơ đơn vị

thứ j trong Rn. Ký hiệu chiến lược đơn thứ j của P2 là j. Nó biểu thị việc

P2 chọn cột j của ma trận A.

Trong các trò chơi ma trận, thông tin về cách chơi của mỗi đấu thủ

cần được giữ kín, đồng thời số tiền thắng hay thua từ một cuộc chơi (gồm

nhiều lần chơi) được tính như là kết quả của các lần chơi. Bây giờ ở mỗi

lần chơi, các đấu thủ không chọn cố dịnh một chiến lược đơn (hàng, cột)

cụ thể nào mà sẽ lựa chọn phối hợp các hàng (cột) theo một tỉ lệ (xác

suất) nào đó. Vì thế, ta đi đến khái niệm chiến lược hỗn hợp.

Định nghĩa 2.3. Chiến lược hỗn hợp của P1 là véc tơ m- chiều X =

(x1, x2,..., xm) với xi ≥ 0 (i=1, 2,..., m) và x1 + x2 + ...+ xm = 1, trong

đó xi biểu thị tỉ lệ hay xác suất để P1 chọn cách chơi thứ i (hàng i).Tương

tự, chiến lược hỗn hợp của P2 là véc tơ n - chiều Y =( y1, y2,..., yn) với

yj ≥ 0 (j = 1, 2, ..., n) và y1 + y2 + ... + yn = 1, trong đó yj biểu thị tỉ

lệ hay xác suất để P2 chọn cách chơi thứ j (cột j).

Trong trò chơi chọn bi nêu trên, chiến lược hỗn hợp của P1 có thể là

một trong các véc tơ : (1, 0); (0, 1);
(
1
4 ,

3
4

)
;
(
1
2 ,

1
2

)
. P2 cũng có thể dùng các

chiến lược hỗn hợp tương tự.

2.1.3 HÀM THU HOẠCH CỦA P1

Khi P1 chọn chiến lược hỗn hợp X=(x1, x2,..., xm) và P2 chọn chiến

lược hỗn hợp Y = (y1, y2,..., yn) thì phần thắng của P1 (cũng là phần thua

của P2) bằng bao nhiêu?

Nếu P2 chọn chiến lược đơn thứ nhất thì kỳ vọng thắng cuộc của P1 là

:

a11x1 + a21x2 + ...+ am1xm,
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Nếu P2 chọn chiến lược đơn thứ hai thì kỳ vọng thắng cuộc của P1 là :

a12x1 + a22x2 + ...+ am2xm, v.v...

Nếu P2 chọn chiến lược đơn thứ n thì kỳ vọng thắng cuộc của P1 là :

a1nx1 + a2nx2 + ...+ amnxm,

Do P2 chọn chiến lược hỗn hợp Y = (y1, y2, ..., yn) nên kì vọng thắng cuộc

của P1 là :

y1

m∑
i=1

ai1xi + y2

m∑
i=1

ai2xi + ...+ yn

m∑
i=1

ainxi =
n∑
j=1

(
m∑
i=1

aijxi

)
yj

.

Định nghĩa 2.4. Ta gọi hàm thu hoạch hay số thu hoạch của P1 là số

thực

E (X, Y ) =
n∑
j=1

(
m∑
i=1

aijxi

)
yj

.

trong đó X = (x1, x2,..., xm) và Y = (y1, y2,..., yn) là chiến lược hỗn hợp

bất kì của P1 và P2 tương ứng.

Ví dụ 2.1: Xét trò chơi cho bởi ma trận chữ nhật (m = 3, n = 4): 1 3 3 2

5 4 0 1

3 − 1 2 4

 ,

Xét cặp chiến lược X =
(
1
2

1
4

1
4

)
và Y =

(
1
4

1
4

1
4

1
4

)
. Tính số thu hoạch

của P1?

P2 chọn cột 1: kỳ vọng thắng của P1 là: 1× 1
2 + 5× 1

4 + 3× 1
4 = 21

2 .

P2 chọn cột 2: kỳ vọng thắng của P1 là: 3× 1
2 + 4× 1

4 − 1× 1
4 = 21

4 .

P2 chọn cột 3: kỳ vọng thắng của P1 là: 3× 1
2 + 0× 1

4 + 2× 1
4 = 2.

P2 chọn cột 4: kỳ vọng thắng của P1 là: 2× 1
2 + 1× 1

4 + 4× 1
4 = 21

4 .

Vậy số thu hoạch của P1 là E (X, Y ) =
(
21
2 + 21

4 + 2 + 21
4

)
× 1

4 = 21
4

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



28

2.2 ĐIỂM YÊN NGỰA VÀ CHIẾN LƯỢC TỐI

ƯU

2.2.1 ĐIỂM YÊN NGỰA

Xét trò chơi cho bởi ma trận trả tiền A = (aij). Nếu P1 chọn chiến lược

đơn thứ i thì P1 tin chắc sẽ nhận được số thu hoạch ít nhất là min
j
aij (min

lấy theo từng hàng.)

Ví dụ 2.2, trong trò chơi với ma trận trả tiền 1 3 3 2

5 4 0 1

3 − 1 2 4

 ,

thì min
j
a1j = a11 = 1, min

j
a2j = a23 = 0, min

j
a3j = a32 = −1.

Do P1 có thể chọn chiến lược đơn bất kỳ nên đương nhiên P1 sẽ chọn

chiến lược đơn làm cực đại số thắng cuộc, nghĩa là P1 sẽ chọn i sao cho

min
j
aij là lớn nhất. Bằng cách chọn chiến lược đơn này, P1 bảo đảm thắng ít

nhất là max
i

min
j
aij. Với ma trận trả tiền ở trên thì max

i
min
j
aij = a11 = 1.

Tương tự, nếu P2 chọn chiến lược đơn j, P2 tin chắc số chi phí phải trả

(tổn thất) nhiều nhất là max
i
aij (max lấy theo từng cột). Như vậy, P2 sẽ

chọn chiến lược đơn làm cực tiểu số tổn thất của mình. Bằng cách chọn

chiến lược đơn này, P2 có thể giữ cho P1 thắng nhiều nhất là min
j
max
i
aij.

Với ma trận trả tiền ở đây thì

max
i
ai1 = a21 = 5, max

i
ai2 = a22 = 4, max

i
ai3 = a13 = 3, max

i
ai4 =

a34 = 4

và

min
j
max
i
aij = a13 = 3

Trong ví dụ này ta thấy max
i

min
j
aij = 1 < min

j
max
i
aij = 3
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Định nghĩa 2.5. Nếu ma trận trả tiền A thỏa mãn điều kiện:

max
i

min
j
aij = min

j
max
i
aij = ahk = v,

thì ta nói rằng trò chơi ma trận có điểm yên ngựa và điểm yên ngựa là

phần tử ahk.

Khi trò chơi có điểm yên ngựa ahk, P1 sẽ thắng ít nhất v nếu P1 chọn

chiến lược đơn h, và P2 sẽ thua nhiều nhất v nếu P2 chọn chiến lược đơn

k. Khi đó, h là chiến lược tối ưu cho P1 và k là chiến lược tối ưu cho P2.

Thật vậy, nếu P1 chọn chiến lược đơn khác h trong khi P2 chọn k thì số

thu hoạch của P1 không tăng mà còn có thể giảm. Cũng vậy, nếu P2 không

chọn chiến lược đơn k trong khi P1 chọn h thì số tiền P2 phải trả cho P1

không giảm mà còn có thể tăng. Trò chơi với ma trận trả tiền
6 3 1

0 2 7

4 3 5


có điểm yên ngựa là a32 = 3 và cặp chiến lược đơn tối ưu là X∗ =

( 0 0 1 ) và Y ∗ = ( 0 1 0 ), bởi vì
max
i

min
j
aij = min

j
max
i
aij = a32 = 3.

Ta nhận xét rằng a32 là phần tử vừa nhỏ nhất trên hàng 3, vừa lớn

nhất trên cột 2. Bất cứ điểm yên ngựa nào cũng có tính chất này. Nếu ahk

là điểm yên ngựa thì h là chiến lược đơn tối ưu của P1 và k là chiến lược

đơn tối ưu của P2 và ahk = v.

Tuy nhiên không phải trò chơi ma trận nào cũng có điểm yên ngựa,

nghĩa là có chiến lược đơn tối ưu. Vì thế ta cần đến khái niệm chiến lược

hỗn hợp tối ưu.

2.2.2 CHIẾN LƯỢC TỐI ƯU

Định nghĩa 2.6. Nghiệm của trò chơi ma trận là cặp chiến lược hỗn

hợp X = (x1, x2, ... , xm), Y = (y1, y2, ... , yn) và số thực v sao cho:
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a) E
(
X,Y

)
= v và

b) E
(
X, j

)
≥ v với mọi chiến lược đơn j = 1, 2, ..., n,

c) E
(
i, Y

)
≤ v với mọi chiến lược đơn i =1 , 2, ..., m.

X,Y gọi là chiến lược tối ưu của P1 và P2 tương ứng. Số v gọi là giá

của trò chơi.

Định nghĩa trên cho thấy nếu P1 chọn cách chơi theo tỉ lệ cho bởi chiến

lược tối ưu X thì dù P2 chơi như thế nào, P1 vẫn luôn thắng ít nhất là v.

Cũng vậy, nếu P2 chọn cách chơi theo tỉ lệ cho bởi chiến lược tối ưu Y thì

dù P1 chơi như thế nào, P2 chỉ thua nhiều nhất là v. Giá v có thể dương,

âm hay bằng 0. Với trò chơi chọn bi nêu ở phần mở đầu thì giá của trò

chơi v = 0 và các chiến lược tối ưu là X =
(
1
2 ,

1
2

)
và Y =

(
1
2 ,

1
2

)
.

Định lý sau đây cho thấy mọi trò chơi ma trận đều có nghiệm.

Định lý minimax. Đối với mọi trò chơi ma trận bao giờ cũng tồn tại

max
X

min
Y
E(X, Y ),min

Y
max
X

E(X, Y ) và hai giá trị này bằng

nhau.

Nói cách khác, mọi trò chơi ma trận đều có nghiệm
[
X,Y , v

]
sao cho:

E(X, Y ) ≤ E
(
X,Y

)
= v ≤ E(X,Y ) với mọi cặp chiến lược hỗn hợp

X, Y.

Như vậy, với trò chơi ma trận bất kỳ mỗi đối thủ đều có chiến lược tối

ưu X,Y sao cho số tiền thắng nhỏ nhất của P1 bằng số tiền thua lớn nhất

của P2 và bằng v.

Nhận xét. Nếu ma trận trả tiền A có phần tử âm thì ta có thể thay

nó bằng ma trận Aα = [aij + α] > 0 (mọi phần tử của Aα đều dương)

bằng cách chọn số α thích hợp, chẳng hạn α > −min {aij : aij < 0}. Có
thể chứng minh rằng các chiến lược tối ưu trong cả hai trò chơi (vói ma

trận trả tiền A và Aα) là như nhau, đồng thời vα = v + α > 0.
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2.2.3 TRÒ CHƠI ĐỐI XỨNG

Định nghĩa 2.7. Trò chơi đối xứng là trò chơi có ma trận trả tiền A

thỏa mãn:

a) A vuông, cấp n; b) aii = 0,∀i; c) aij = −aji,∀i, j.
Ma trận A với các tính chất a) - c) như trên gọi là ma trận đối xứng

lệch.

Ví dụ 2.3: Trò chơi dân gian "One- Two- Three" (đọc chệch là Oẳn tù

tì) là một trò chơi ma trận với tập chiến lược đơn giống nhau cho cả hai

đấu thủ: ở mỗi lần chơi, mỗi người chơi giơ tay ra hiệu chọn "Giấy", "Búa"

hoặc "Kéo" với qui ước: Giấy thắng Búa, Búa thắng Kéo, Kéo thắng Giấy.

Ma trận trả tiền có dạng:

Giấy Búa Kéo

Giấy 0 1 -1

Búa -1 0 1

Kéo 1 -1 0

Tính chất 2.1.Nếu X = Y thì E(X,Y)=0, nghĩa là nếu cả hai người chơi

sử dụng cùng một chiến lược như nhau thì kì vọng thắng cuộc của họ

bằng 0.

+ Giả sử chiến lược tối ưu của hai người chơi lần lượt là X và Y . Khi

đó, X = Y và v = E(X,Y ) = 0, nghĩa là giá của trò chơi đối xứng

bằng 0.

Chiến lược tối ưu cho trò chơi "Giấy-Búa-Kéo" là X = Y =
(
1
3 ,

1
3 ,

1
3

)
với giá v = 0
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2.3 QUAN HỆ GIỮA TRÒ CHƠI MA TRẬN VÀ

QUI HOẠCH TUYẾN TÍNH

2.3.1 ĐƯA TRÒ CHƠI MA TRẬN VỀ BÀI TOÁN QUI

HOẠCH TUYẾN TÍNH

Xét trò chơi ma trận A = (aij)m×n. Theo các định nghĩa 2.4 và 2.6 thì

bài toán của P1 là tìm véc tơ X = (x1, x2, ..., xm) và số v sao cho v → max

a11x1 + a21x2 + ...+ am1xm ≥ v (cộng theo cột 1),

a12x1 + a22x2 + ...+ am2xm ≥ v (cộng theo cột 2),

...........................................................................

a1nx1 + a2nx2 + ...+ amnxm ≥ v (cộng theo cột n),

x1 + x2 + ...+ xm = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m.

Ngược lại, bài toán của P2 là tìm véc tơ Y = (y1, y2, ..., yn) và số v sao

cho v → min

a11y1 + a12y2 + ...+ a1nyn ≤ v (cộng theo hàng 1),

a21y1 + a22y2 + ...+ a2nyn ≤ v (cộng theo hàng 2),

...........................................................................

am1y1 + am2y2 + ...+ amnyn ≤ v (cộng theo hàng m),

y1 + y2 + ...+ yn = 1, yj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết mọi aij > 0 và vì thế

v>0. Bằng cách đặt

x′i = xi/v (i = 1, 2, ...,m) và y′j = yj/v (j = 1, 2, ..., n).

Ta có: x′1 + x′2 + ...+ x′m = 1/v và y′1 + y′2 + ...+ y′n = 1/v.

Ta thấy v là số tiền mà P1 nhận được và v cũng là số tiền mà P2 phải

trả, nên P1 tìm cách làm cực đại v hay cực tiểu 1/v; còn P2 tìm cách làm

cực tiểu v hay cực đại 1/v. Vì thế ta có cặp bài toán qui hoạch tuyến tính

đối ngẫu:

Bài toán của P1: f1 = x′1 + x′2 + ...+ x′m → min,

a11x
′
1 + a21x

′
2 + ...+ am1x

′
m ≥ 1 (cột 1),
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a12x
′
1 + a22x

′
2 + ...+ am2x

′
m ≥ 1 (cột 2),

.............................................................

a1nx
′
1 + a2nx

′
2 + ...+ amnx

′
m ≥ 1 (cột n),

x′i ≥ 0, i = 1, 2, ...,m.

Bài toán của P2: f2 = y′1 + y′2 + ...+ y′n → max,

a11y
′
1 + a12y

′
2 + ...+ a1ny

′
n ≤ 1 (hàng 1),

a21y
′
1 + a22y

′
2 + ...+ a2ny

′
n ≤ 1 (hàng 2),

.............................................................

am1y
′
1 + am2y

′
2 + ...+ amny

′
n ≤ 1 (hàng m),

y′j ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

Nhận xét. + Hai bài toán trên lập thành một cặp qui hoạch đối ngẫu

nhau. Hơn nữa, rõ ràng cả hai bài toán đều có phương án, nên theo định

lý tồn tại ( tính chất 1.9) cả hai đều có phương án tối ưu (lời giải) và

min
x′

m∑
i=1

x′i = max
y′

n∑
j=1

y′j =
1

v

(số tiền thắng nhỏ nhất của P1 bằng số tiền thua lớn nhất của P2).

+ Chiến lược tối ưu của P1, P2 tương ứng là:

xi = v × x′i, i = 1, 2, ...,m và yj = v × y′j, j = 1, 2, ..., n

Ví dụ 2.4. Tìm nghiệm của trò chơi ma trận

A =

(
2

1

1

0

0

3

−2

2

)
Ta thấy −min{aij : aij < 0} = 2, vì thế ta chọn α = 3 và thay A bởi ma

trận

Aα = [aij + α] =

(
5 4 3 1
4 3 6 5

)
> 0

Mọi phần tử của Aα đều dương nên vα > 0. Cặp bài toán đối ngẫu của

P1 và P2:
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f1 = x′1 + x′2 → min,

5x′1 + 4x′2 ≥ 1,

4x′1 + 3x′2 ≥ 1,

3x′1 + 6x′2 ≥ 1,

x′1 + 5x′2 ≥ 1,

x′1 ≥ 0, x′2 ≥ 0


f2 = y′1 + y′2 + y′3 + y′4 → max,

5y′1 + 4y′2 + 3y′3 + y′4 ≤ 1,

4y′1 + 3y′2 + 6y′3 + 5y′4 ≤ 1,

y′1 ≥ 0, y′2 ≥ 0, y′3 ≥ 0, y′4 ≥ 0.

Giải:Đưa bài toán gốc về dạng chính tắc bằng cách thêm 4 ẩn phụ

x′3, x
′
4, x
′
5, x
′
6 ≥ 0, sau đó đổi dấu các ràng buộc đẳng thức ta được bài

toán: 

f1 = x′1 + x′2 → min,

−5x′1 − 4x′2 + x′3 = −1,

−4x′1 − 3x′2 + x′4 = −1,

−3x′1 − 6x′2 + x′5 = −1,

−x′1 − 5x′2 + x′6 = −1,

x′j ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Giả phương án ban đầu x1 = (0 0 − 1 − 1 − 1 − 1). Cơ sở đối ngẫu

J = {3, 4, 5, 6}. Quá trình giải bài toán theo thuật toán đơn hình đối ngẫu

được ghi ở 4 bảng sau:
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Biến Hệ số Giả x′1 x′2 x′3 x′4 x′5 x′6
cơ sở m.tiêu Ph.án 1 1 0 0 0 0

x′3 0 -1 -5 -4 1 0 0 0

x′4 0 -1 -4 -3 0 1 0 0

x′5 0 -1 -3 -6 0 0 1 0

x′6 0 -1 -1 -5 0 0 0 1

Bảng 1 0 -1↑ -1 0 0 0 0

x′1 1 1/5 1 4/5 -1/5 0 0 0

x′4 0 -1/5 0 1/5 -4/5 1 0 0

x′5 0 -2/5 0 -18/5 -3/5 0 1 0

x′6 0 -4/5 0 -21/5 -1/5 0 0 1

Bảng 2 1/5 0 -1/5↑ 0 0 0 0

x′1 1 1/21 1 0 -5/21 0 0 4/21

x′4 0 -5/21 0 0 -17/21 1 0 1/21

x′5 0 6/21 0 0 -9/21 0 1 -18/21

x′2 1 4/21 0 1 1/21 0 0 -5/21

Bảng 3 5/21 0 0 -4/21↑ 0 0 -1/21

x′1 1 2/17 1 0 0 -5/17 0 3/17

x′3 0 5/17 0 0 1 -21/17 0 -1/17

x′5 0 7/17 0 0 0 -9/17 1 -15/17

x′2 1 3/17 0 1 0 1/17 0 -4/17

Bảng 4 5/17 0 0 0 -4/17 0 -1/17

Ở bảng 4 mọi phần tử trong cột Giả phương án đều dương nên lời giải

của bài toán là

f1min = f2max = 5/17 = 1/vα ⇒ vα = 17/5, x′1 = 2/17, x′2 = 3/17

Áp dụng qui tắc B ta nhận được:

y′1 = −∆3 − c3 = 0, y′2 = −∆4 − c4 = 4/17,
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y′1 = −∆5 − c5 = 0, y′4 = −∆6 − c6 = 1/17

Từ đó suy ra nghiệm của trò chơi đã cho là:

+ Chiến lược tối ưu của P1: x∗ = vαx
′ = 17

5

(
2
17 ,

3
17

)
=
(
2
5 ,

3
5

)
,

+ Chiến lược tối ưu của P2: y∗ = vαy
′ = 17

5

(
0, 4

17 , 0,
1
17

)
=
(
0, 45 , 0,

1
5

)
,

+ Giá của trò chơi :v∗ = vα − α = 17
5 − 3 = 2

5

2.3.2 ĐƯA CẶP BÀI TOÁN QUI HOẠCH TUYẾN TÍNH

ĐỐI NGẪU VỀ TRÒ CHƠI MA TRẬN

Xét cặp bài toán qui hoạch tuyến tính đối ngẫu dạng chuẩn:{
f = 〈c, x〉 → min,

Ax ≥ b, x ≥ 0

{
g = 〈b, y〉 → max,

ATy ≤ c, y ≥ 0.

Cặp bài toán trên tương đương với trò chơi ma trận (kích thước

(n+m+1)×(n+m+1)):

At.d =

 0 AT −c
−A 0 b

−cT −bT 0

 .

Đây là một trò chơi đối xứng. Vì thế chiến lược tối ưu là như nhau đối với

cả hai đấu thủ và giá của trò chơi bằng 0. Giả sử
(
X,Y , z

)
là nghiệm của

trò chơi nói trên. Nếu z > 0 thì X = X/z, Y = Y /z là lời giải của cặp

bài toán qui hoạch tuyến tính đối ngẫu đã cho. Trường hợp z = 0 chứng

tỏ cặp bài toán ban đầu không có lời giải.

2.4 TRÒ CHƠI POKER

Poker là một trò chơi bài gồm nhiều người chơi, trong đó các quân bài

thường được đặt úp, không cho biết rõ ký hiệu ghi trên mặt quân bài. Khi

bắt đầu chơi, mỗi người chơi phải góp quĩ (đặt cọc) một số tiền nhất định

và được chia một số quân bài. Đến lượt chơi, người chơi có thể xướng bài
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và đặt thêm tiền vào quĩ hoặc bỏ qua lượt chơi. Khi kết thúc trò chơi,

số tiền trong quĩ sẽ được trao cho người thắng cuộc. Khi chơi người chơi

có thể đánh lừa đối phương bằng cách xướng bài với giá cao để buộc đối

phương phải chịu thua, mặc dù anh ta có thể bị thua nếu đối phương chấp

nhận thách đố hoặc xướng bài với giá thấp hơn để đối phương nuôi hy

vọng thắng.

Cũng như nhiều trò chơi bài khác, trò chơi Poker mang tính trí tuệ,

trong đó may rủi cũng là một yếu tố tác động đến trò chơi, nhưng kỹ năng

chơi mới là phẩm chất quyết định sự thắng hay thua của người chơi. Trò

chơi đòi hỏi người chơi phải có chiến lược thích hợp, ứng phó linh hoạt mới

có thể giành được chiến thắng.

Trong mục này, luận văn sẽ trình bày một số khái niệm và qui tắc chơi

cơ bản của trò chơi Poker, thông qua việc phân tích một biến thể đơn giản

của trò chơi này. Trò chơi Poker diễn ra trên thực tế quá phức tạp để có

thể phân tích bằng toán học.

Trò chơi Poker đơn giản hoá gồm có hai người chơi, ký hiệu A và B, và

một cỗ bài gồm có ba quân bài, ký hiệu là 1, 2 và 3.

2.4.1 QUI TẮC CHƠI VÀ THANH TOÁN

Khi bắt đầu chơi, mỗi người chơi phải góp (đặt cọc) một số tiền, chẳng

hạn $ 1, vào "quĩ" và được chia một quân bài từ cỗ bài. Sau đó lần lượt

từng người chơi, bắt đầu từ người chơi A, có thể đặt cược thêm $ 1vào quĩ

hoặc bỏ qua lượt chơi.

Quá trình chơi trên đây chấm dứt khi gặp một trong ba tình huống sau:

- Đặt cược theo sau cũng là đặt cược,

- Bỏ qua theo sau cũng là bỏ qua,

- Đặt cược theo sau là bỏ qua.

Trong hai trường hợp đầu, người thắng trong cuộc chơi được quyết định

bằng cách so sánh các quân bài trên tay mỗi người chơi: người chơi nào có
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quân bài đánh số cao hơn sẽ là người thắng cuộc. Trong trường hợp thứ

ba: đặt cược theo sau là bỏ qua, thì người đặt cược sẽ là người thắng cuộc,

không phụ thuộc người nào có quân bài cao hơn (khi chơi thực, người chơi

chọn "bỏ qua" tuyên bố đầu hàng và chấp nhận thua cuộc). Người thắng

cuộc sẽ được nhận một số tiền từ quĩ theo thỏa thuận.

Với các qui tắc chơi đơn giản nêu trên thì chỉ có 5 trường hợp sau đây

xảy ra:

a) A bỏ qua, B bỏ qua: $ 1 cho người chơi có quân bài cao hơn.

b) A bỏ qua, B đặt cược, A bỏ qua: $ 1 cho người chơi B.

c) A bỏ qua, B đặt cược, A đặt cược: $ 2 cho người chơi có quân bài cao

hơn.

d) A đặt cược, B bỏ qua: $ 1 cho người chơi A.

e) A đặt cược, B đặt cược: $ 2 cho người chơi có quân bài cao hơn.

2.4.2 CHIẾN LƯỢC ĐƠN

Sau khi được chia một quân bài, người chơi A có thể quyết định chơi

theo một trong ba qui tắc sau:

1. Bỏ qua. Sau đó nếu B đặt cuợc, tiếp tục bỏ qua (Dừng cuộc chơi và

B thắng).

2. Bỏ qua. Sau đó nếu B đặt cuợc, cũng đặt cược (Dừng cuộc chơi và

ai giữ quân bài cao hơn sẽ thắng).

3. Đặt cược. (Sau đó dù B đặt cược hay bỏ qua, cuộc chơi đều dừng).

Tương tự, sau khi được chia một quân bài, người chơi B có thể chơi

theo một trong bốn qui tắc sau:

1. Bỏ qua, bất kể trước đó A đặt cược hay bỏ qua.

2. Bỏ qua nếu A bỏ qua và đặt cược nếu A đặt cược (B chơi như A).

3. Đặt cược nếu A bỏ qua và bỏ qua nếu A đặt cược (B chơi ngược lại

với A).

4. Đặt cược, bất kể trước đó A đặt cược hay bỏ qua.
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Để mô phỏng tình huống như một trò chơi ma trận, ta phải nhận biết

được các chiến lược đơn của mỗi người chơi. Chiến lược đơn là qui tắc nào

trên đây được người chơi lựa chọn đối với mỗi quân bài mà người đó được

chia.

Vì thế, các chiến lược đơn của người chơi được biểu thị bởi bộ ba

(x1, x2, x3), trong đó xi là qui tắc chơi mà người chơi sẽ sử dụng khi anh

ta đang có trong tay quân bài i. Với người chơi A thì xi nhận ba giá trị

1, 2 và 3, còn với người chơi B thì xi nhận bốn giá trị 1, 2, 3 và 4. Ví dụ:

chiến lược đơn (2, 3, 1) có nghĩa là người chơi áp dụng qui tắc 2, 3 hay 1

nếu anh ta có trong tay quân bài 1, 2 hay 3.

2.4.3 MA TRẬN TRẢ TIỀN

Căn cứ vào chiến lược đơn của hai người chơi, ta có thể tính được số

tiền trung bình mà người này phải trả cho người kia, chẳng hạn A trả cho

B. Giả sử A sử dụng chiến lược (3, 1, 2) và B sử dụng chiến lược (3, 2, 4).

Có 6 cách chia bài như sau.

Chia bài Phiên đặt cược Số tiền

A B A trả B

1 2 A đặt cược B đặt cược 2

1 3 A đặt cược B đặt cược 2

2 1 A bỏ qua B đặt cược A bỏ qua 1

2 3 A bỏ qua B đặt cược A bỏ qua 1

3 1 A bỏ qua B đặt cược A đặt cược -2

3 2 A bỏ qua B bỏ qua -1

Do 6 cách chia bài này đều có cơ hội xảy ra như nhau (đồng khả năng)

nên số tiền trung bình A trả cho B bằng (2 + 2 + 1 + 1 - 2 - 1) / 6 = 0,5.
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Cần tính toán số tiền trả trung bình đối với mỗi tổ hợp các cặp chiến

lược đơn. Có bao nhiêu cặp như vậy? Người chơi A có 3 × 3 × 3 = 27

chiến lược đơn và người chơi B có 4 × 4 × 4 = 64 chiến lược đơn. Do đó

có tất cả 27 × 64 = 1728 cặp chiến lược đơn. Việc tính số tiền trả trung

bình cho tất cả các cặp này là hết sức khó khăn và tốn nhiều thời gian.

Rất may là ta có thể giảm số chiến lược đơn (do đó giảm số cặp) cần xét

nhờ những nhận xét đơn giản sau đây.

Nhận xét đầu tiên là người chơi giữ quân bài số 1 đừng bao giờ "đặt

cược" khi đối phương đã "đặt cược", bởi vì anh ta sẽ thua và anh ta sẽ bị

thua ít hơn nếu chọn "bỏ qua". Lập luận này cho thấy rằng khi giữ quân

bài 1:

- Người chơi A không nên dùng qui tắc 2;

- Người chơi B không nên dùng qui tắc 2 và 4.

Rõ ràng cũng có thể không dùng một số qui tắc chơi khi người chơi giữ

quân bài cao nhất. Chẳng hạn, người chơi giữ quân bài số 3 đừng bao giờ

"bỏ qua" khi đối phương đã "đặt cược", vì nếu chọn "bỏ qua" anh ta sẽ

thua, nhưng nếu chọn "đặt cược" anh ta sẽ thắng. Hơn nữa, khi giữ quân

bài số 3 người chơi bao giờ cũng nên chọn "đặt cược" khi đối phương đã

"bỏ qua", bởi vì dù đối phương sau đó đáp trả thế nào (đặt cược hay bỏ

qua) anh ta vẫn sẽ thắng; chọn "đặt cược" còn tạo ra khả năng đối phương

cũng "đặt cược" và do đó làm tăng số tiền thắng cho người chơi giữ quân

bài số 3.

Vì thế, khi giữ quân bài số 3:

- Người chơi A không nên chọn qui tắc 1;

- Người chơi B không nên chọn qui tắc 1, 2 và 3.

Loại bỏ các qui tắc "xấu" đã phân tích, người chơi A bây giờ có

2 × 3 × 2 = 12 chiến lược đơn và người chơi B có 2 × 4 × 1 = 8 chiến lược

đơn. Do đó số cặp chiến lược đơn giảm xuống còn 12 × 8 = 96 - một mức

giảm đáng kể (so với 1.728)! Không chỉ loại bỏ những chiến lược "xấu"
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khỏi mô hình toán học mà ta còn giả thiết rằng cả hai người chơi đều biết

rằng các qui tắc "xấu" này sẽ không được sử dụng. Nghĩa là A cho rằng

B sẽ chơi thông minh và B cũng nghĩ về A như vậy.

Tiếp tục quan sát sẽ giúp giảm hơn nữa số cặp chiến lược đơn cần xét.

Ví dụ: khi giữ quân bài số 2, người chơi A không nên chơi theo qui tắc 3.

Để có được kết luận này ta chỉ cần phân tích cặn kẽ từng khả năng. Do A

giữ quân bài số 2 nên B giữ quân bài số 1 hoặc số 3. Ta có thể xác định

được B sẽ làm gì trong cả hai trường hợp này và dễ dàng nhận ra A sẽ sai

lầm khi chọn qui tắc 3. Phân tích tương tự cho thấy khi giữ quân bài số 2

người chơi B không nên chọn qui tắc 3 và 4. Do vậy người chơi A chỉ có 2

× 2 × 2 = 8 chiến lược đơn và người chơi B chỉ có 2 × 2 × 1 = 4 chiến

lược đơn. Số cặp chiến lược đơn cần xét bây giờ là 8 × 4 = 32.

Lúc này không thể giảm hơn được nữa. Tính ma trận trả tiền (A trả

B) ta được:
(1,1,4) (1,2,4) (3,1,4) (3,2,4)

(1,1,2) 0 0 1/6 1/6
(1,1,3) 0 -1/6 1/3 1/6
(1,2,2) 1/6 1/6 -1/6 -1/6

T= (1,2,3) 1/6 0 0 -1/6
(3,1,2) -1/6 1/3 0 1/2
(3,1,3) -1/6 1/6 1/6 1/2
(3,2,2) 0 1/2 -1/3 1/6
(3,2,3) 0 1/3 -1/6 1/6

Giải trò chơi với ma trận trả tiền T, ta nhận được cặp chiến lược tối

ưu cho A, B:

y∗ =
[
2
3 0 0 1

3

]T
và x∗ =

[
1
2 0 0 1

3 0 0 0 1
6

]T
Có thể diễn giải kết qủa này như sau:

Người chơi A áp dụng các chiến lược đơn (1, 1, 2), (1, 2, 3) và (3, 2, 3)

theo tỉ lệ tương ứng 1/2, 1/3 và 1/6, nghĩa là chiến lược tối ưu của người

chơi A là

- Khi giữ quân bài 1, dùng hỗn hợp qui tắc 1 và 3 theo tỉ lệ 5 : 1;

- Khi giữ quân bài 2, dùng hỗn hợp qui tắc 1 và 2 theo tỉ lệ 1 : 1;

- Khi giữ quân bài 3, dùng hỗn hợp qui tắc 2 và 3 theo tỉ lệ 1 : 1.
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Tương tự, người chơi B áp dụng các chiến lược đơn (1, 1, 4) và (3, 2, 4)

theo tỉ lệ tương ứng 2/3 và 1/3, nghĩa là chiến lược tối ưu của người chơi

B là

- Khi giữ quân bài 1, dùng hỗn hợp qui tắc 1 và 3 theo tỉ lệ 2 : 1;

- Khi giữ quân bài 2, dùng hỗn hợp qui tắc 1 và 2 theo tỉ lệ 2 : 1;

- Khi giữ quân bài 3, luôn dùng qui tắc 4.

Để ý rằng chiến lược tối ưu của người chơi A khi giữ quân bài số 1 là

dùng qui tắc 3 ít nhất vài lần. Qui tắc 3 bảo rằng "đặt cược" , nhưng sự

đặt cược này chỉ là để đánh lừa đối phương. Khi giữ quân bài số 1, người

chơi B đôi khi cũng đánh lừa đối phương, bằng cách thỉnh thoảng dùng

qui tắc 3. Rõ ràng là chiến lược tối ưu cũng gặp tình huống xướng bài với

giá thấp hơn, gây thua thiệt cho người chơi.

Tóm lại, chương này đã đề cập tới bài toán trò chơi ma trận, một dạng

trò chơi đơn giản nhất và có quan hệ chặt chẽ với bài toán quy hoạch tuyến

tính. Như đã trình bày, việc tìm chiến lược tối ưu của mỗi người chơi được

đưa về tìm nghiệm của một cặp bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu

nhau dạng chuẩn và ngược lại, mỗi cặp quy hoạch tuyến tính đối ngẫu

nhau lại có thể diễn đạt tương đương dưới dạng một trò chơi ma trận. Trò

chơi Poker có thể xem như một ví dụ về trò chơi ma trận trong thực tế
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Kết luận

Luận văn đã đề cập tới trò chơi ma trận, đó là dạng mô hình trò chơi

đơn giản nhất trong lý thuyết trò chơi. Thông qua mô hình này, luận văn

đã trình bày các khái niệm cơ bản về trò chơi như: qui tắc chơi, cách trả

tiền, hàm thắng cuộc, điểm yên ngựa, chiến lược đơn, chiến lược hỗn hợp,

chiến lược tối ưu, v.v ... Trò chơi Poker có thể xem như một ứng dụng của

trò chơi ma trận trong thực tế.

Trò chơi ma trận, trình bày ở chương 2 của luận văn, có quan hệ chặt

chẽ với lý thuyết quy hoạch tuyến tính. Cụ thể, việc tìm chiến lược tối ưu

của mỗi người chơi trong trò chơi ma trận được đưa về việc tìm nghiệm

của một cặp bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu nhau và ngược lại,

mỗi cặp bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu nhau lại có thể mô tả như

một trò chơi ma trận.

Chính vì lẽ đó, các kiến thức cơ bản về bài toán quy hoạch tuyến tính,

bài toán đối ngẫu, lý thuyết đối ngẫu, cũng như thuật toán đơn hình gốc

và đơn hình đối ngẫu dùng để tìm nghiệm của trò chơi ma trận được trình

bày tóm tắt ở chương 1 của luận văn.

Có thể xem luận văn như bước tìm hiểu đầu tiên về lý thuyết trò chơi

và các ứng dụng của lý thuyết này trong thực tiễn. Tác giả luận văn hy

vọng sẽ có dịp được tìm hiểu sâu hơn về lý thuyết trò chơi trong tương lai.
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