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Mở đầu

Trong chương trình toán học bậc trung học phổ thông học sinh được

học khái niệm hàm số và quan tâm đến các tính chất cơ bản của hàm số

như tính đơn điệu, tính đồng biến nghịch biến, tính liên tục và gián đoạn,

tính lồi, lõm, tính tuần hoàn, tính chẵn, lẻ,. . . ....

Đối với lớp hàm nói trên người ta tìm cách xây dựng các bất đẳng thức

tương ứng và được gọi là các bất đẳng thức hàm. Ví dụ như bất đẳng thức

Jensen là bất đẳng thức hàm của lớp hàm lồi và hàm lõm. Đây là các bài

toán hay và thường rất khó, mang tính khái quát cao, bao hàm nhiều mảng

kiến thức sâu và rộng về toán sơ cấp và cao cấp. Phần lớn học sinh bậc

phổ thông chỉ mới làm quen với các định nghĩa, các tính chất đơn giản của

hàm số như tính đồng biến, nghịch biến để giải phương trình, bất phương

trình và tính lồi lõm để khảo sát và vẽ đồ thị hàm số mà chưa được nghiên

cứu sâu về các bất đẳng thức có liên quan đến các vấn đề trên.

Có thể nói, nghiên cứu về hàm đơn điệu là một đề tài thú vị, nhận được

sự quan tâm của nhiều nhà toán học. Các vấn đề liên quan đến hàm đơn

điệu không ngừng nảy sinh và có nhiều kết quả đẹp, nhiều kết của được

ứng dụng trong việc giải các bài toán lượng giác.

Trong luận văn này, tác giả được thầy hướng dẫn giao nhiệm vụ khảo

sát một số dạng bất đẳng thức hàm cho các lớn hàm đồng biện, hà nghịch

biến, hàm lồi, hàm lõm và mở rộng cho các lớp hàm đơn điệu liên tiếp bậc

1 -2, hàm đơn điệu liên tiếp bậc 2 - 3 và các hàm đơn điệu bậc cao, khảo

sát ứng dụng của hàm đơn điệu trong giải các bài toán lượng giác.

Nội dung của luận văn chia làm ba chương:

Chương 1: Chương này trình bày ngắn gọn các vấn đề lý thuyết về

hàm đơn điệu theo bậc làm cơ sở cho các vấn đề trình bày ở hai chương

sau. Hàm đơn điệu bậc nhất là các hàm đơn điệu thường, hàm đơn điệu
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bậc hai chính là hàm lồi hay hàm lõm. Hàm đơn điệu bậc n là hàm số

có đạo hàm cấp n là hàm đơn điệu. Tìm hiểu các khái niệm định nghĩa,

các tính chất đặc trưng cơ bản và các định lí quan trọng thường dùng liên

quan đến các hàm này. Tiếp đến, ta sẽ tìm hiểu một số tính chất đặc biệt

như tính liên tục, tính khả vi.

Chương 2: Trong chương này, ta quan tâm đếp lớp con của lớp hàm

đơn điệu đó là lớp hàm đơn điệu liên tiếp bậc 1-2 và lớp hàm đơn điệu liên

tiếp bậc 2-3. Ta sẽ tìm hiểu tổng quát định nghĩa, tính chất và các định lý

liên quan. Phần cuối chương trình bày về một số lớp hàm đơn điệu tuần

hoàn và đơn điệu tuyệt đối.

Chương 3: Nội dung trong chương ba, ta xét một số bất đẳng thức

dạng không đối xứng trong tam giác sinh bởi các hàm sin và cos mà dấu

đẳng thức không xảy ra trong tập các tam giác thường. Cuối cùng là một

số ứng dụng của hàm đơn điệu trong lượng giác để nhận dạng một số dạng

tam giác đặt biệt.

Thái Nguyên, ngày 10 tháng 5 năm 2013

Người thực hiện

Nguyễn Thị Thu Hà
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Chương 1

Hàm đơn điệu theo bậc và các tính
chất

Trong chương này, chúng tôi trình bày ngắn gọn các vấn đề lý thuyết

về hàm đơn điệu theo bậc làm cơ sở cho các vấn đề trình bày ở hai chương

sau. Hàm đơn điệu bậc nhất là các hàm đơn điệu, hàm đơn điệu bậc hai

chính là hàm lồi hay hàm lõm. Hàm đơn điệu bậc n là hàm có đạo hàm

cấp n là hàm đơn điệu. Ta sẽ tìm hiểu sơ qua định nghĩa, tính chất đặc

trưng cơ bản và các định lí quan trọng thường dùng liên quan đến các hàm

này. Tiếp đến, ta sẽ tìm hiểu một số tính chất đặc biệt như tính liên tục,

tính khả vi.

1.1 Hàm đơn điệu bậc nhất

Trong luận văn này, ta sử dụng kí hiệu I(a, b) ⊂ R nhằm ngầm định

một trong bốn tập hợp (a, b), [a, b), (a, b] hoặc [a, b] với a < b. Cho hàm

số y = f(x) xác định trên tập I(a, b) ⊂ R.

Định nghĩa 1.1 ([4],[5]). Với mọi x1, x2 ∈ I(a, b), x1 < x2, ta đều có

f(x1) ≤ f(x2), thì ta nói rằng f(x) là một hàm đơn điệu tăng trên I(a, b).

Định nghĩa 1.2 ([4],[5]). Với mọi cặp x1, x2 ∈ I(a, b), ta đều có

f(x1) < f(x2)⇔ x1 < x2,

thì ta nói rằng f(x) là một hàm đơn điệu tăng thực sự trên I(a, b).

4

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



Định nghĩa 1.3 ([4],[5]). Với mọi cặp x1, x2 ∈ I(a, b), x1 < x2, ta đều

có f(x1) ≥ f(x2), thì ta nói rằng f(x) là một hàm đơn điệu giảm trên

I(a, b).

Định nghĩa 1.4 ([4],[6]). Với mọi cặp x1, x2 ∈ I(a, b), ta đều có

f(x1) > f(x2)⇔ x1 < x2,

thì ta nói rằng f(x) là một hàm đơn điệu giảm thực sự trên I(a, b).

Những hàm số đơn điệu tăng thực sự trên I(a, b) được gọi là hàm đồng

biến trên I(a, b) và hàm số đơn điệu giảm thực sự trên I(a, b) được gọi là

hàm nghịch biến trên tập đó.

Trong chương trình giải tích, chúng ta đã biết đến các tiêu chuẩn để

nhận biết khi nào thì một hàm số khả vi cho trước trên khoảng (a, b) là

một hàm đơn điệu trên khoảng đó.

Định lý 1.1 ([4],[5]). Cho hàm số f(x) có đạo hàm trên khoảng (a, b).

(i) Nếu f ′(x) > 0 với mọi x ∈ (a, b) thì hàm số f(x) đồng biến trên khoảng

đó.

(ii) Nếu f ′(x) < 0 với mọi x ∈ (a, b) thì hàm số f(x) nghịch biến trên

khoảng đó.

Chứng minh. Theo định lí Lagrange thì

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1).

Nếu f ′(x) > 0 với mọi x ∈ (a, b) suy ra f ′(c) > 0. Do (x2 − x1) > 0 suy

ra f(x2) > f(x1), nên f(x) đồng biến trên I(a, b).

Chứng minh tương tự, nếu f ′(x) < 0 với mọi x ∈ (a, b) thì hàm số f(x)

nghịch biến trên I(a, b).

Các định lí sau đây cho ta một số đặc trưng đơn giản khác của hàm đơn

điệu. Một vài đặc trưng quan trọng khác của lớp hàm vừa có tính chất lồi

hoặc có tính lõm sẽ được đề cập đến ở chương sau.

Định lý 1.2 ([4],[5]). Hàm f(x) xác định trên R+ là một hàm số đơn điệu

tăng khi và chỉ khi với mọi cặp bộ số dương a1, a, . . . , an và x1, x2, . . . , xn,

ta đều có
n∑
k=1

akf(xk) ≤
( n∑
k=1

ak
)
f
( n∑
k=1

xk
)
. (1.1)
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Chứng minh. Khi f(x) đơn điệu tăng trên R thì hiển nhiên ta có

f(xj) ≤ f
( n∑
k=1

xk
)
, j = 1, 2, . . . , n.

Suy ra

ajf(xj) ≤ ajf
( n∑
k=1

xk
)
, j = 1, 2, . . . , n. (1.2)

Lấy tổng theo j (j = 1, 2, . . . , n), từ (1.2), ta thu được (1.1).

Ngược lại, với n = 2, từ (1.1), ta có

f(x) + εf(h) ≤ (1 + ε)f(x+ h), ∀ε, h > 0. (1.3)

Khi ε→ 0, ta thu được f(x+h) ≥ f(x), hay f(x) là một hàm đồng biến.

Định lý 1.3 ([4],[5]). Để bất đẳng thức

n∑
k=1

f(xk) ≤ f
( n∑
k=1

xk
)
, (1.4)

được thỏa mãn với bộ số dương x1, x2, . . . , xn, điều kiện đủ là hàm g(x) :=
f(x)

x
đơn điệu tăng trên R+.

Chứng minh. Nhận xét rằng, ta có hàm số f(x) = xg(x) và (1.4) sẽ có

dạng (1.1) với aj = xj (j = 1, 2, . . . , n) :

n∑
k=1

xkg(xk) ≤
( n∑
k=1

xk
)
g
( n∑
k=1

xk
)

(1.5)

Bất đẳng thức này luôn đúng vì xj > 0, j = 1, 2, . . . , n và g(x) là một

hàm đơn điệu tăng trên R+.

Hệ quả 1.1. Giả sử g(x) =
f(x)

x
là hàm đơn điệu tăng trong [0,+∞].

Khi đó với mọi dãy số dương và giảm x1 > x2, > . . . > xn, ta đều có

f(x1 − xn) ≥
n−1∑
k=1

f(xk − xk+1).

6
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Chứng minh. Ta có x1 − x2 > 0, x2 − x3 > 0, . . . , xn−1 − xn > 0. Theo

Định lí 1.3, ta có

f(x1 − x2) + f(x2 − x3) + · · ·+ f(xn−1 − xn)

≤ f(x1 − x2 + x2 − x3 + · · ·+ xn−1 − xn),

⇒ f(x1 − x2) + f(x2 − x3) + · · ·+ f(xn−1 − xn) ≤ f(x1 − xn).

Nhận xét rằng, (1.5) không là điều kiện cần để g(x) là một hàm đồng

biến. Thật vậy, chỉ cần chọn hàm g(x) có tính chất

0 < g(x) ∈ C(R+),∀x ∈ R+ và max g(x) ≤ 2min g(x),

ta dễ dàng kiểm chứng rằng (1.5) được thỏa mãn. Chẳng hạn, ta thấy số

g(x) = 3 + sinx, x ∈ R+,

thỏa mãn điều kiện nêu trên và vì vậy nó thỏa mãn điều kiện (1.5). Tuy

nhiên, hàm g(x) không là hàm đơn điệu tăng trên R+.

Định lý 1.4 ([4],[6]). Hàm f(x) xác định trên R+ là một hàm số đơn điệu

giảm khi và chỉ khi với mọi cặp bộ số dương a1, a2, . . . , an và x1, x2, . . . , xn,

ta đều có
n∑
k=1

akf(xk) ≥
( n∑
k=1

ak
)
f
( n∑
k=1

xk
)
.

Định lý 1.5 ([4],[5]). Để bất đẳng thức

n∑
k=1

f(xk) ≥ f
( n∑
k=1

xk
)
,

được thỏa mãn với mọi bộ số dương x1, x2, . . . , xn, điều kiện đủ là hàm

g(x) :=
f(x)

x
đơn điệu giảm trên R+.

Nhận xét rằng, trong số các hàm số sơ cấp một biến, thì hàm tuyến

tính f(x) = ax đóng vai trò đặc biết quan trọng, vì nó rất dễ nhận biết và

tính đồng biến (khi a > 0) và nghịch biến (khi a < 0) trong mỗi khoảng

tùy ý cho trước. Định lí sau đây sẽ cho ta thấy rõ hơn về đặc trưng (bất

đẳng thức hàm) của hàm tuyến tính.

7
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Định lý 1.6 ([4],[5]). Giả thiết rằng, với mọi cặp bố số dương

a1, a2, . . . , an; x1, x2, . . . , xn,

ta đều có
n∑
k=1

akf(xk) ≥ f
( n∑
k=1

akxk
)

(1.6)

thì f(x) = ax, trong đó a là hằng số.

Chứng minh. Lấy n = 2 và chọn x1 = x, x2 = y; a1 =
y

2x
, a2 =

1

2
, từ

(1.6), ta thu được
f(x)

x
≤ f(y)

y
, ∀x, y ∈ R+.

Suy ra g(x) :=
f(x)

x
là một hàm hằng trên R+.

Tiếp theo, ta nêu một số tính chất của hàm đơn điệu để ước lượng một

số tổng và tích phân.

Định lý 1.7 ([4],[6]). Giả thiết rằng f(x) là một hàm đơn điệu giảm trên

(0,+∞) và {ak} là một dãy tăng trong (0,+∞). Khi đó, ta luôn có

n∑
k=1

(ak − ak−1)f(ak) ≤
an∫
a0

f(x)dx ≤
n∑
k=1

(ak − ak−1)f(ak−1). (1.7)

Khi f(x) là hàm nghịch biến thì có dấu bất đẳng thức thực sự.

Chứng minh. Thật vây, theo giả thiết f(x) là một hàm đơn điệu giảm

nên ta luôn có

(ak − ak−1)f(ak) ≤
ak∫

ak−1

f(x)dx ≤ (ak − ak−1)f(ak−1).

Lấy tổng theo k, ta thu được (1.7), chính là điều phải chứng minh.

Định lý 1.8 (Maclaurin, Cauchy, [4],[5]). Giả thiết rằng f(x) là một hàm

đơn điệu giảm trên (0,+∞). Khi đó, ta luôn có

n∑
k=1

f(k) ≤
n∫

0

f(x)dx ≤
n−1∑
k=0

f(k). (1.8)

8
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Khi f(x) là hàm nghịch biến thì có dấu bất đẳng thức thực sự.

Chứng minh. Thật vây, theo giả thiết f(x) là một hàm đơn điệu giảm

nên ta luôn có

f(k + 1) ≤
k+1∫
k

f(x)dx ≤ f(k), k = 0, 1, . . .

Lấy tổng theo k, ta thu được (1.8), chính là điều phải chứng minh.

Định lý 1.9 ([4],[6]). Giả thiết rằng f(x) là một hàm đồng biến trên

[0,+∞) và f(0) = 0. Gọi g(x) là hàm ngược của f(x). Khi đó, ta luôn có

ab ≤
a∫

0

f(x)dx+

b∫
0

g(x)dx, ∀a, b ≥ 0.

Chứng minh. Bất đẳng thức được suy trực tiếp bằng cách so sánh diện

tích tạo bởi đường cong y = f(x) và x = g(x) với diện tích hình chữ nhật

tạo bởi x = 0, x = a; y = 0, y = b.

Hệ quả 1.2. Giả thiết rằng f(x) là một hàm đồng biến trên (0,+∞) và

f(0) = 0. Gọi g(x) là hàm ngược của f(x). Khi đó, ta luôn có

ab ≤ af(a) + bg(b), ∀a, b ≥ 0.

Định lý 1.10 ([4],[6]). Cho hàm số y = f(x) liên tục, không âm và đơn

điệu tăng trên [α, β) với 0 ≤ α < β. Khi đó ∀a ∈ [α, β);∀b ∈ [f(α), f(β))

ta có
a∫

α

f(x)dx+

b∫
f(α)

f−1(x)dx ≥ ab− αf(α).

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi f(a) = b.

Chứng minh. Gọi S1 là diện tích hình phẳng giới hạn bởi x = α, x =

a, y = 0, y = f(x) thì

S1 =

a∫
α

f(x)dx.
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Gọi S2 là diện tích hình phẳng giới hạn bởi y = f(α), y = b, x = 0, y =

f−1(x), thì

S2 =

b∫
f(α)

f−1(x)dx.

Gọi S là diện tích hình chữ nhật giới hạn bởi x = 0, x = a, y = 0, y = b,

thì S = ab. Gọi S ′ là diện tích hình chữ nhật giới hạn bởi x = 0, x =

α, y = 0, y = f(α), thì S ′ = αf(α). Trong cả hai trường hợp f(a) ≤ b

hoặc f(a) > b, ta đều có S1 + S2 ≥ S − S ′. Do đó

a∫
α

f(x)dx+

b∫
f(α)

f−1(x)dx ≥ ab− αf(α).

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi f(a) = b.

Định lý 1.11 ([4],[6]). Cho hàm số f(x) liên tục và nghịch biến trên

[0, b],∀a ∈ [0, b]. Khi đó, ta luôn có

b

a∫
0

f(x)dx ≥ a

b∫
0

f(x)dx. (1.9)

Tương tự, với f(x) liên tục và đồng biến trên [0, b],∀a ∈ [0, b]. Khi đó, ta

luôn có

b

a∫
0

f(x)dx ≤ a

b∫
0

f(x)dx.

Chứng minh. Nếu a = 0 hoặc a = b thì bất đẳng thức (1.9) trở thành

đẳng thức. Nếu 0 < a < b, thì do f(x) nghịch biến trên [0, b] nên với mọi

x thỏa mãn điều kiện 0 < a ≤ x ≤ b, ta đều có f(x) ≤ f(b). Suy ra

b∫
a

f(x)dx ≥ f(a)

b∫
a

dx = (b− a)f(a).

Vậy nên

f(a) ≥ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx. (1.10)
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Mặt khác, khi 0 < x ≤ a, thì f(x) ≥ f(a). Suy ra

a∫
0

f(x)dx ≥
a∫

0

f(x)dx = af(a),

hay

1

a

a∫
0

f(x)dx ≥ f(a). (1.11)

Từ (1.10) và (1.11), suy ra

1

a

a∫
0

f(x)dx ≥ f(a) ≥ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx

hay

1

a

a∫
0

f(x)dx ≥ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx (1.12)

Do đó

(b− a)
a∫

0

f(x)dx ≥ a

b∫
a

f(x)dx ( do a > 0, (b− a) > 0)

hay

(b− a)
a∫

0

f(x)dx ≥ a
[ 0∫
a

f(x)dx+

b∫
0

f(x)dx
]
.

Vậy nên

b

a∫
0

f(x)dx ≥ a

b∫
0

f(x)dx. (1.13)

Ta chứng minh rằng, dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi a = b hoặc a = 0. Thật

vây, nếu tồn tại c ∈ (0, b) sao cho

b

c∫
0

f(x)dx = c

b∫
0

f(x)dx
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thì

1

c

c∫
0

f(x)dx =
1

b

b∫
0

f(x)dx =
1

b− c

b∫
c

f(x)dx.

Vậy

1

c

c∫
0

f(x)dx =
1

b− c

b∫
c

f(x)dx. (1.14)

Từ (1.14) suy ra tồn tại ξ ∈ (0, c) và δ ∈ (c, b), sao cho

1

c
(c− 0)f(ξ) =

1

b− c
(b− c)f(δ).

Mà δ > ξ, điều này trái với giả thiết rằng f(x) là hàm số nghịch biến

trong (a, b). Vậy, không xảy ra dấu đẳng thức.

Hệ quả 1.3. (i) Nếu b = 1 và f(x) liên tục và nghịch biến trên [0, 1] thì

∀a ∈ [0, 1], ta đều có

a∫
0

f(x)dx ≥ a

1∫
0

f(x)dx.

(ii) Nếu b = 1, f(x) liên tục và nghịch biến trên [0, 1] thì ∀a ∈ [0, 1], ta

đều có
a∫

0

f(x)dx ≤
1∫

0

f(x)dx.

Định lý 1.12 ([4],[6], Bất đẳng thức thứ tự Chebyshev). Giả sử f(x) và

g(x) là hai hàm đơn điệu tăng và (xk) là một dãy đơn điệu tặng:

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn.

Khi đó với mọi bộ trọng số (pj):

pj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n; p1 + p2 + · · ·+ pn = 1,
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ta đều có ( n∑
k=1

pkf(xk)
)( n∑

k=1

pkg(xk)
)
≤
( n∑
k=1

pkf(xk)g(xk)
)
.

Chứng minh. Theo giả thiết thì

0 ≤ [f(xk)− f(xj)][g(xk)− g(xj)]

hay

f(xk)g(xj) + f(xj)g(xk) ≤ f(xj)g(xj) + f(xk)g(xk). (1.15)

Để ý rằng

n∑
j,k=1

pjpk[f(xk)g(xj) + f(xj)g(xk)] = 2
( n∑
k=1

pkf(xk)
)( n∑

k=1

pkg(xk)
)

và
n∑

j,k=1

pjpk[f(xj)g(xj) + f(xk)g(xk)] = 2
( n∑
k=1

pkf(xk)g(xk)
)
.

Kết hợp các đẳng thức này với (1.15). ta thu được

( n∑
k=1

pkf(xk)
)( n∑

k=1

pkg(xk)
)
≤
( n∑
k=1

pkf(xk)g(xk)
)
.

1.2 Hàm đơn điệu bậc hai

Hàm đơn điệu bậc 2 là hàm lồi, lõm.

Định nghĩa 1.5 ([4],[6]). (i) Hàm số f(x) được gọi là hàm lồi (lồi dưới)

trên tập [a, b) ⊂ R nếu với mọi x1, x2 ∈ [a, b) và với mọi cặp số dương α, β

có tổng α + β = 1, ta đều có

f(αx1 + βx2) ≤ αf(x1) + βf(x2). (1.16)

Nếu dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x1 = x2 thì ta nói hàm số f(x)

là hàm lồi thực sự (chặt) trên [a, b).

(ii) Hàm số f(x) được gọi là hàm lõm (lồi trên) trên tập [a, b) ⊂ R nếu
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với mọi x1, x2 ∈ [a, b) và với mọi cặp số dương α, β có tổng α+ β = 1, ta

đều có

f(αx1 + βx2) ≥ αf(x1) + βf(x2). (1.17)

Nếu dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x1 = x2 thì ta nói hàm số f(x)

là hàm lõm thực sự (chặt) trên [a, b).

Tương tự, ta cũng có định nghĩa về hàm lồi (lõm) trên các tập (a, b),

(a, b] và [a, b]. Chú ý rằng, đôi khi ta chỉ nói về tính lồi của một hàm số

mà không nói tới hàm đó lồi trên tập I(a, b) một cách cụ thể như đã nêu

ở trên.

Ta nhắc lại các tiêu chuẩn đơn giản để nhận biết tính lồi (lõm) của một

hàm số.

Giả sử f(x) có đạo hàm cấp hai trong khoảng (a, b). Khi đó

(i) Điều kiện cần và đủ để hàm số f(x) lồi trên (a, b) là

f ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (a, b).

(ii) Điều kiện cần và đủ để hàm số f(x) lõm trên (a, b) là

f ′′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (a, b).

Tuy nhiên, trong ứng dụng, ta nhận thấy, có thể coi hàm lồi (lõm) như

là lớp hàm đông biến (nghịch biến) bậc hai, vì ứng với nó, đạo hàm bậc

nhất (trong lớp hàm lồi khả vi) là một hàm đơn điệu tăng (giảm).

Định nghĩa 1.6. Hàm f(x) có đạo hàm cấp hai và lồi (lõm) trong khoảng

(a, b) được gọi là hàm đồng biến (nghịch biến) bậc hai trong khoảng đó.

Nhận xét rằng, khi x1 < x2 thì x = αx1 + βx2 với mọi cặp số dương

α, β có tổng α + β = 1, đều thuộc (x1, x2) và

α =
x− x1
x2 − x1

, β =
x2 − x
x2 − x1

.

Về sau, ta thường quan tâm và nói nhiều đến các tính chất của hàm lồi

trên I(a, b). Ta tự ngầm hiểu và phát biểu cũng như thực hiện các phép

tinh tương ứng cho trường hợp hàm lõm trên I(a, b).

Tính chất 1.1. Nếu f(x) là hàm lồi (lõm) trên I(a, b) thì g(x) := cf(x)

là hàm lõm (lồi) trên I(a, b) khi c < 0 (c < 0).
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Tính chất 1.2. Tổng hữu hạn các hàm lồi trên I(a, b) là một hàm lồi trên

I(a, b).

Tính chất 1.3. Nếu f(x) là một hàm số liên tuc và lồi trên I(a, b) và nếu

g(x) lồi và đồng biến trên tập giá trị của f(x) thì g(f(x)) là hàm lồi trên

I(a, b).

Chứng minh. Thật vây, theo giả thiết, f(x) là hàm số liên tục trên

I(a, b) nên tập giá trị của nó cũng là một tập dạng I(a, b) ∈ R. Theo giả

thiết f(x) là hàm lồi trên I(a, b) nên với mọi x1, x2 ∈ I(a, b) và cặp số

dương α, β có tổng α + β = 1, ta có

f(αx1 + βx2) ≤ αf(x1) + βf(x2).

Từ giả thiết g(x) là hàm số đồng biến, ta nhận được

g[f(αx1 + βx2)] ≤ g[αf(x1) + βf(x2)]. (1.18)

Do g(x) là hàm lồi nên

g[αf(x1) + βf(x2)] ≤ αg[f(x1)] + βg[f(x2)]. (1.19)

Từ (1.18) và (1.19) suy ra

g[f(αx1 + βx2)] ≤ αg[f(x1)] + βg[f(x2)].

Tương tự, ta cũng có các tính chất sau:

Tính chất 1.4. (i) Nếu f(x) là hàm số liên tục và lõm trên I(a, b) và nếu

g(x) lồi và nghịch biến trên tập giá trị của f(x) thì g(f(x)) là hàm lồi

trên I(a, b).

(ii) Nếu f(x) là hàm số liên tục và lõm trên I(a, b) và nếu g(x) lõm và

đồng biến trên tập giá trị của f(x) thì g(f(x)) là hàm lõm trên I(a, b).

(iii) Nếu f(x) là hàm số liên tục và lồi trên I(a, b) và nếu g(x) lõm và

nghịch biến trên tập giá trị của f(x) thì g(f(x)) là hàm lõm trên I(a, b).

Tính chất 1.5. Nếu f(x) là hàm số liên tục và đơn điệu (đồng biến hoặc

nghịch biến) trên I(a, b) và nếu g(x) là hàm ngược của f(x) thì ta có các
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kết luận sau:

(i) f(x) lõm, đồng biến ⇔ g(x) lồi, đồng biến.

(ii) f(x) lõm, nghịch biến ⇔ g(x) lõm, nghịch biến.

(iii) f(x) lồi, nghịch biến ⇔ g(x) lồi, nghịch biến.

Chứng minh. Suy trực tiếp từ tính chất của hàm ngược: hàm ngược

luôn luôn cùng tính đơn điệu (đồng biến hoặc nghịch biến) với hàm xuất

phát.

Tính chất 1.6. Nếu f(x) là hàm số khả vi trên I(a, b) thì f(x) là hàm

lồi trên I(a, b) khi và chỉ khi f ′(x) là hàm đơn điệu tăng trên I(a, b).

Chứng minh. Giả sử f(x) lồi trên I(a, b). Khi đó với x1 < x <

x2 (x, x1, x2 ∈ I(a, b)), ta có

x2 − x
x2 − x1

> 0,
x− x1
x2 − x1

> 0,
x2 − x
x2 − x1

+
x2 − x
x2 − x1

= 1

và vì vậy

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2)

hay
f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
. (1.20)

Trong (1.20), cho x→ x1, ta thu được

f ′(x1) ≤
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
. (1.21)

Tương tự, trong (1.20), cho x→ x2, ta thu được

f(x2)− f(x1)
x2 − x1

≤ f ′(x2). (1.22)

Từ (1.21) và (1.22), ta nhận được f ′(x1) ≤ f ′(x2), tức là hàm số f ′(x) là

hàm đơn điệu tăng.

Ngược lại, giả sử f ′(x) là hàm số đơn điệu tăng và x1 < x < x2 (x, x1, x2 ∈
I(a, b)). Theo Định lý Lagrange, tồn tại x3, x4 với x1 < x3 < x < x4 < x2
sao cho

f(x)− f(x1)
x− x1

= f ′(x3),
f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(x4).
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Do f ′(x3) ≤ f ′(x4) nên

f(x)− f(x1)
x− x1

≤ f(x2)− f(x)
x2 − x

,

tức là ta có (1.20).

Về sau, ta thường dùng các tính chất sau đây:

Định lý 1.13 ([4],[6]). Nếu f(x) lồi trên I(a, b) thì tồn tại các đạo hàm

một phía f ′−(x) và f
′
+(x) với mọi x ∈ (a, b) và

f ′−(x) ≤ f ′+(x).

Chứng minh. Với mọi x0 ∈ (a, b) cố định, chọn các số dương tùy ý u, v

sao cho x0 − u ∈ (a, b), x0 + v ∈ (a, b). Khi đó, theo (1.20), thì

f(x0)− f(x0 − u)
u

≤ f(x0 + v)− f(x0)
v

. (1.23)

Chọn v′ > v để x0 + v′ ∈ (a, b), thì x0 < x0 + v < x0 + v′ và theo (1.20),

thì
f(x0 + v)− f(x0)

v
≤ f(x0 + v′)− f(x0 + v)

v′ − v
. (1.24)

Biến đổi (1.24), ta thu được

f(x0 + v)− f(x0)
v

≤ f(x0 + v′)− f(x0)
v′

. (1.25)

Hệ thức (1.25) chứng tỏ rằng hàm số

g(v) :=
f(x0 + v)− f(x0)

v

là một hàm đơn điệu tăng và khi v giảm dần tới 0 thì g(v) đơn điệu giảm

và bị chặn (theo (1.23)) nên tồn tại giới hạn một phía

lim
v→0+

g(v) = lim
v→0+

f(x0 + v)− f(x0)
v

= f ′+(x0).

Tương tự, ta cũng chứng minh được sự tồn tại của đạo hàm trái f ′−(x0).

Nhận xét rằng, nếu trong (1.23), cho u, v → 0+ thì sẽ thu được bất đẳng

thức

f ′−(x0) ≤ f ′+(x0).
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Nhận xét 1.1. Các hàm số f ′−(x) và f
′
+(x) là những hàm đơn điêu tăng

trong (a, b).

Chứng minh. Thật vậy, khi x1 < x2 thì ta chọn t1, t2 sao cho x1 < t1 <

t2 < x2. Khi đó, theo (1.20) thì

f(t1)− f(x1)
t1 − x1

≤ f(t2)− f(t1)
t2 − t1

≤ f(x2)− f(t2)
x2 − t2

. (1.26)

Lấy giới hạn khi t1 → x1 và t2 → x2 trong (1.26), ta thu được

f ′+(x1) ≤ f ′−(x2).

và vì vậy

f ′−(x1) ≤ f ′+(x1) ≤ f ′−(x2) ≤ f ′+(x2)

hay

f ′−(x1) ≤ f ′−(x2), khi x1 < x2,

f ′+(x1) ≤ f ′+(x2), khi x1 < x2.

Định lý 1.14 ([4],[6]). Nếu f(x) lồi trên I(a, b) thì f(x) liên tục trên

(a, b).

Chứng minh. Theo Định lý 1.13 thì tồn tại các đạo hàm một phía f ′−(x)

và f ′+(x) với mọi x ∈ (a, b) và do vậy hàm f(x) vừa liên tục trái vừa liên

tục phải. Suy ra f(x) liên tục tại mọi điểm trong (a, b).

Nhận xét 1.2. Hàm lồi trên [a, b] có thể không liên tục tại đầu mút của

đoạn [a, b].

Thật vậy, chẳng hạn hàm số

f(x) =

{
x2 − x khi x ∈ (0, 1)
1 khi x = 1

là hàm lồi trên [0, 1] nhưng không liên tục tại x = 1.

Như vậy hàm lồi luôn là hàm liên tục trong khoảng đang xét. Về sau, ta

luôn luôn quan tâm đến các hàm số lồi và liên tục trên I(a, b). Tính chất

sau đây cho phép ta dễ dàng kiểm chứng tính lồi (lõm) đối với một hàm

số cho trước và nhiều tác giả chọn tính chất này để đặc trưng cho hàm lồi.
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Định lý 1.15 ([4],[6], Jensen). Giả sử f(x) liên tục trên [a, b]. Khi đó điều

kiện cần và đủ để hàm số f(x) lồi trên I(a, b) là

f
(x1 + x2

2

)
≤ f(x1) + f(x2)

2
, ∀x1, x2 ∈ I(a, b). (1.27)

Chứng minh. Nếu f(x) là hàm lồi trên I(a, b) thì ta có ngay (1.27)

bằng cách chọn α = β =
1

2
. Giả sử ta có (1.27). Ta cần chứng minh rằng

với mọi cặp số dương α, β có tổng α + β = 1, ta đều có

f(αx1 + βx2) ≤ αf(x1) + βf(x2).

Nếu α ∈ Q thì β ∈ Q và ta có thể viết

α =
m

q
, β =

n

q
,

trong đó m,n ∈ Z, q ∈ N và m + n = q. Bằng phương pháp quy nạp, ta

có ngay

f(αx1 + βx2) = f
(mx1 + nx2

q

)
≤ mf(x1) + nf(x2)

q
= αf(x1) + βf(x2).

Nếu α là số vô tỷ thì β = (1 − α) cũng là số vô tỷ. Chọn dãy số hữu tỷ

dương un trong khoảng (0, 1) có giới hạn bằng α :

lim
n→∞

un = α.

Khi đó, hiển nhiên dãy vn := 1− un cũng nằm trong (0, 1) và

lim
n→∞

vn = β.

Theo chứng minh trên ứng với trường hợp α hữu tỷ, thì

f(unx1 + vx2) ≤ unf(x1) + vnf(x2), ∀n ∈ N, x1, x2 ∈ I(a, b).

Chuyển qua giới hạn và sử dụng tính liên tục của f(x), ta thu được

f(αx1 + βx2) ≤ αf(x1) + βf(x2).
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Nhận xét 1.3. Giả sử f(x) khác hằng số và là hàm lồi trên [a, b] với

f(a) = f(b). Khi đó f(x) 6= f(a) với mọi x ∈ (a, b).

Tiếp theo, ta đặc biệt quan tâm đến lớp con của lớp hàm các hàm lồi.

Đó là lớp các hàm lồi hai lần khả vi. Đây là lớp hàm thông dụng nhất của

giải tích gắn với nhiều bất đẳng thức cổ điển.

Định lý 1.16 ([4],[6]). Giả sử f(x) có đạo hàm cấp hai trong khoảng

(a, b). Khi đó điều kiện cần và đủ để hàm số f(x) lồi trên (a, b) là

f ′′(x) ≤ 0, x ∈ (a, b). (1.28)

Chứng minh. Điều kiện cần. Khi f(x) là hàm lồi, ta có

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x) ≥ 0, ∀x ∈ (a, b), h > 0, mà x± h ∈ (a, b).

(1.29)

Giả sử f ′′(x) < 0. Khi đó tồn tại cặp số dương δ, u sao cho

f ′(x0 + u)− f ′(x0 − u) < −δu, với 0 ≤ u ≤ h.

Lấy tích phân hai vế theo cận từ u = 0 đến u = h, ta được

f(x0 + h) + f(x0 − h)− 2f(x0) <
1

2
δh2,

mâu thuẫn với (1.29).

Điều kiện đủ. Ta sử dụng giả thiết f ′′(x) ≥ 0 trong (a, b) để chứng minh

bất đẳng thức (1.27):

f
(x1 + x2

2

)
≤ f(x1) + f(x2)

2
, ∀x1, x2 ∈ (a, b).

Thật vậy, theo Định lí Lagrange thì

f ′(x) ≤ f(x)− f(x0)
x− x0

, khi x > x0,

và

f ′(x) ≥ f(x)− f(x0)
x− x0

, khi x < x0.

Suy ra
f(x1)− f(x)

x1 − x
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
, khi x1 < x < x2.
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Điều này tương đương với

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2), khi x1 < x < x2.

Chọn x =
1

2
(x1 + x2), ta được (1.27).

Bổ đề 1.1 ([4],[6]). (i) Nếu f(x) khả vi bậc hai và lồi trên I(a, b) thì với

mọi cặp x0, x ∈ I(a, b), ta đều có

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

(ii) Nếu f(x) khả vi bậc hai và lõm trên I(a, b) thì với mọi cặp x0, x ∈
I(a, b) ta đều có

f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Chứng minh. (i) Với x, x0 ∈ I(a, b)
+ Nếu x > x0 thì theo Định lí Lagrange ta có

f(x)− f(x0)
x− x0

= f ′(x1) vớix1 ∈ I(x0, x).

Lại có f ′′(x) ≥ 0 với mọi x ∈ I(a, b) nên f ′(x) đồng biến trong I(a, b).

Suy ra f ′(x1) ≥ f ′(x0). Vậy
f(x)− f(x0)

x− x0
≥ f ′(x0). Từ đó suy ra f(x) ≥

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) (do x− x0 > 0).

+ Nếu x < x0 thì theo Định lí Lagrange ta có

f(x)− f(x0)
x− x0

= f ′(x1) vớix1 ∈ I(x, x0).

Lại có f ′′(x) ≥ 0 với mọi x ∈ I(a, b) nên f ′(x) đồng biến trong I(a, b).

Suy ra f ′(x1) ≤ f ′(x0). Vậy
f(x)− f(x0)

x− x0
≤ f ′(x0). Từ đó suy ra f(x) ≥

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) (do x− x0 < 0).

(ii) Lập luận tương tự (i).

1.3 Hàm đơn điệu bậc cao

Tiếp theo, ta xét lớp hàm lồi bậc cao và một số tính chất cơ bản của

chúng. Trước hết, ta nhắc lại các tính chất đặc trưng và cũng là định nghĩa

của hàm đồng biến và hàm lồi quen biết.
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Tính chất 1.7 (Dạng nội suy). Hàm số f(x) đồng biến trên I(a, b) khi

và chỉ khi với mọi cặp số phân biết x0, x1 ∈ I(a, b), ta đều có

f(x1)

x1 − x2
+

f(x2)

x2 − x1
≥ 0. (1.30)

Chứng minh. Chứng minh là hiển nhiên.

Tính chất 1.8 (Dạng nội suy). Hàm số f(x) lồi trên I(a, b) khi và chỉ

khi với mọi bộ ba số phân biệt x0, x1, x2 ∈ I(a, b), ta đều có

f(x0)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+

f(x1)

(x1 − x2)(x1 − x0)
+

f(x2)

(x2 − x0)(x2 − x1)
≥ 0.

(1.31)

Chứng minh. Chứng minh được suy ra trực tiếp từ tính chất tương

đương sau đây của hàm lồi.

Tính chất 1.9. Hàm số f(x) lồi trên I(a, b) khi và chỉ khi với mọi cặp

x1, x2 ∈ I(a, b), x1 < x2, ta đều có

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2), khi x1 < x < x2.

Từ các tính chất đã nêu này, gợi ý cho ta có thể ngầm coi hàm đồng

biến như là hàm lồi “bậc 0”, còn hàm lồi thì cũng có thể gọi là “ hàm đồng

biến bậc hai”. Với cách ngầm hiểu như vậy, ta có thể phát biểu định nghĩa

hàm lồi bậc cao (bậc k, k ∈ N∗) tùy ý, như sau.

Định nghĩa 1.7 ([4],[6]). Hàm số f(x) được gọi là n-lồi trên I(a, b) khi

ứng với mọi bộ n+ 1 số phân biệt trong I(a, b), ta đều có

f [x0, x1, . . . , xn] :=
n∑
j=0

f(xj)

ω′(xj)
≥ 0,

trong đó

ω(x) :=
n∏
k=0

(x− xk).

Tương tự, ta cũng có định nghĩa hàm lõm bậc cao.
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Định nghĩa 1.8 ([4],[6]). Hàm số f(x) được gọi là n-lõm trên I(a, b) khi

ứng với mọi bộ n+ 1 số phân biệt trong I(a, b), ta đều có

f [x0, x1, . . . , xn] :=
n∑
j=0

f(xj)

ω′(xj)
≤ 0,

trong đó

ω(x) :=
n∏
k=0

(x− xk).

Tương như định nghĩa của hàm đơn điệu bậc hai, ta có định nghĩa của

hàm đơn điệu bậc cao như sau.

Định nghĩa 1.9. Hàm f(x) có đạo hàm cấp n (n ∈ N∗) không đổi dấu

trong khoảng I(a, b) được gọi là hàm đơn điệu ngặt (thực sự) bậc n. Nếu

f (n)(x) ≥ 0, ∀x ∈ I(a, b) (f (n)(x) ≤ 0, ∀x ∈ I(a, b)) thì ta nói hàm đơn

điệu tăng (đơn điệu giảm) bậc n trong khoảng đó.

Từ Định nghĩa hàm n-lồi (lõm) trên I(a, b), ta dễ dàng chứng minh các

tính chất sau.

Tính chất 1.10. Nếu hàm số f(x) là n-lồi trên I(a, b) với n > 2, thì tồn

tại f (k)(x) với mọi 1 ≤ k ≤ n − 2 và hàm số g(x) := f (k)(x) là n − k-lồi
trên I(a, b).

Tính chất 1.11. Hàm số f(x) có đạo hàm bậc n trên I(a, b) là n-lồi trên

I(a, b) khi và chỉ khi

f (n)(x) ≥ 0, ∀x ∈ I(a, b).

Bổ đề 1.2. Nếu f(x) khả vi bậc ba và bậc hai và f ′′′(x) ≥ 0,∀x ∈ I(a, b)
thì với mọi cặp điểm phân biệt x0, x ∈ I(a, b), ta đều có

f(x)

x− x0
≥ f(x0)

x− x0
+ f ′(x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0). (1.32)

Cũng tương tự như phép biểu diễn hàm lồi (lõm) thông thường, ta có
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Định lý 1.17 ([4],[6]). Nếu hàm số f(x) là n-lồi trên [a, b] thì tồn tại hàm

số g(x) và đa thức P (x) bậc không quá n− 1 sao cho

f(x) = P (x) +

x∫
a

(x− t)n−1

(n− 1)!
g(t)dt. (1.33)

Chứng minh. Chứng minh được suy trực tiếp từ biểu diễn của hàm lồi

f (n−2)(x)

f (n−2)(x) = a0 +

x∫
a

g(t)dt,

và lấy tích phân n− 2 lần liên tiếp, ta sẽ thu được (1.33), điều phải chứng

minh.

Để đơn giản cách trình bày, về sau, nếu không có chú thích đặc biệt, ta

chỉ xét lớp các hàm lồi (lõm) khả vi bậc hai. Như vây, hàm f(x) đơn điệu

tăng trong I(a, b) khi và chỉ khi

f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I(a, b)

và hàm f(x) lồi trên I(a, b) khi và chỉ khi

f ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I(a, b).

Từ đó, ta có nhận xét, khi hàm f(x) lồi trên I(a, b) thì đạo hàm bậc nhất

của nó là một hàm đơn điệu tăng.

Do vậy, ta có thể phát biểu tính chất biểu diễn hàm lồi như sau.

Định lý 1.18 ([4],[6]). Hàm số f(x) lồi trên I(a, b) khi và chỉ khi tồn tại

hàm g(x) đơn điệu tăng trong I(a, b) và số c ∈ (a, b), sao cho

f(x) = f(c) +

x∫
c

g(t)dt.
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Chương 2

Bất đẳng thức liên quan đến lớp
hàm đơn điệu liên tiếp

Trong chương hai, ta quan tâm đếp lớp con của lớp hàm đơn điệu đó là

lớp hàm đơn điệu liên tiếp bậc 1-2 và lớp hàm đơn điệu liên tiếp bậc 2-3.

Ta sẽ tìm hiểu tổng quát định nghĩa, tính chất và các định lý liên quan.

Phần cuối chương xét một số lớp hàm đơn điệu tuần hoàn và hàm đơn

điệu tuyệt đối.

2.1 Hàm đơn điệu liên tiếp bậc 1-2

Trong mục này, ta đặc biệt quan tâm đến dạng bất đẳng thức sau

(thường được gọi là Bất đẳng thức Karamanta) có rất nhiều ứng dụng

trong thực tiễn.

Định lý 2.1 (Bất đẳng thức Karamanta). Cho hai dãy số {xk, yk ∈
I(a, b), k = 1, 2, . . . , n}, thỏa mãn các điều kiện

x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn, y1 ≥ y2 ≥ . . . ≥ yn

và 
x1 ≥ y1
x1 + x2 ≥ y1 + y2
. . . . . . . . .
x1 + x2 + · · ·+ xn1 ≥ y1 + y2 + · · ·+ yn−1
x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn
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Khi đó, ứng với mọi hàm lồi thực sự f(x) (f ′′(x) > 0) trên I(a, b), ta

đều có

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn) ≥ f(y1) + f(y2) + · · ·+ f(yn). (2.1)

Tiếp theo, ta xét lớp hàm đơn điệu liên tiếp bậc 1-2 và một số tính chất

cơ bản của chúng. Đó là lớp hàm đồng thời có đạo hàm bậc nhất và bậc

hai không đổi dấu trên I(a, b).

Định nghĩa 2.1 ([5]). Nếu hàm đồng thời có đạo hàm bậc nhất và bậc

hai dương trong khoảng đang xét thì ta nói hàm số đó đồng biến liên tiếp

bậc 1-2 trên khoảng đã cho.

Định nghĩa 2.2 ([5]). Nếu hàm đồng thời có đạo hàm bậc nhất và bậc

hai âm trong khoảng đang xét thì ta nói hàm số đó nghịch biến liên tiếp

bậc 1-2 trên khoảng đã cho.

Định lý 2.2 ([5]). Cho hai dãy số {xk, yk ∈ I(a, b), k = 1, 2, . . . , n}, thỏa
mãn các điều kiện

x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn.

Khi đó, ứng mới mọi hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t) đồng thời đồng biến hoặc

nghịch biến liên tiếp bậc (1, 2) trên I(a, b), ta đều có

f1(x1)

f ′1(y1)
+
f2(x2)

f ′2(y2)
+ · · ·+ fn(xn)

f ′n(yn)
≥ f1(y1)

f ′1(y1)
+
f2(y2)

f ′2(y2)
+ · · ·+ fn(yn)

f ′n(yn)
. (2.2)

Chứng minh. Trước hết, ta xét trường hợp các hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t)

đồng biến liếp tiếp bậc 1-2 trên I(a, b). Theo giả thiết, các hàm fk(t) có

đạo hàm bậc nhất và bậc hai dương trên I(a, b), nên theo Bổ đề 1.1 ta có

fk(xk) ≥ fk(yk) + f ′k(yk)(xk − yk)

và
fk(xk)

f ′k(yk)
≥ fk(yk)

f ′k(yk)
+ xk − yk.

Vậy
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≥

n∑
k=1

(fk(yk)
f ′k(yk)

+ xk − yk
)
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hay
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≥

n∑
k=1

fk(yk)

f ′k(yk)

do x1 + x2 + . . .+ xn − (y1 + y2 + . . .+ yn) = 0.

Đối với trường hợp khi các hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t) nghịch biến liên

tiếp bậc 1-2 trên I(a, b) thì theo giả thiết, các hàm fk(t) là có đạo hàm

bậc nhất và bậc hai âm trên I(a, b), nên ta có

fk(xk) ≤ fk(yk) + f ′k(yk)(xk − yk)

và
fk(xk)

f ′k(yk)
≥ fk(yk)

f ′k(yk)
+ xk − yk.

Vậy nên
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≥

n∑
k=1

(fk(yk)
f ′k(yk)

+ xk − yk
)

hay
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≥

n∑
k=1

fk(yk)

f ′k(yk)

do x1+ x2+ . . .+ xn− (y1+ y2+ . . .+ yn) = 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi

xk = yk, k = 1, 2, . . . , n.

Với cách chứng minh tương tự, ta có thể chứng minh định lí sau.

Định lý 2.3 ([5]). Cho hai dãy số {xk, yk ∈ I(a, b), k = 1, 2, . . . , n}, thỏa
mãn các điều kiện x1+x2+ · · ·+xn = y1+ y2+ · · ·+ yn. Khi đó, ứng mới

mọi hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t) lõm và có đạo hàm bậc nhất là các hàm số

dương trên khoảng I(a, b), ta đều có

n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≤

n∑
k=1

fk(yk)

f ′k(yk)
.

Chứng minh. Thật vậy, theo giả thiết, các hàm fk(t) là có đạo hàm bậc

nhất dương và bậc hai không dương trên I(a, b), nên theo Bổ đề 1.1, ta có

fk(xk) ≤ fk(yk) + f ′k(yk)(xk − yk)
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và
fk(xk)

f ′k(yk)
≤ fk(yk)

f ′k(yk)
+ xk − yk.

Vậy nên
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≤

n∑
k=1

(fk(yk)
f ′k(yk)

+ xk − yk
)

hay
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≤

n∑
k=1

fk(yk)

f ′k(yk)

do x1+ x2+ . . .+ xn− (y1+ y2+ . . .+ yn) = 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi

xk = yk, k = 1, 2, . . . , n.

Định lý 2.4 ([5]). Cho hai dãy số {xk, yk ∈ I(a, b), k = 1, 2, . . . , n}, thỏa
mãn các điều kiện x1 + x2 + · · · + xn = y1 + y2 + · · · + yn. Khi đó, ứng

mới mọi hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t) lồi và có đạo hàm bậc nhất là các hàm

số âm trên khoảng I(a, b), ta đều có

n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≤

n∑
k=1

fk(yk)

f ′k(yk)
.

Chứng minh. Thật vậy, theo giả thiết, các hàm fk(t) là có đạo hàm bậc

nhất âm và bậc hai không âm trên I(a, b), nên theo Bổ đề 1.1, ta có

fk(xk) ≥ fk(yk) + f ′k(yk)(xk − yk)

và
fk(xk)

f ′k(yk)
≤ fk(yk)

f ′k(yk)
+ xk − yk.

Vậy nên
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≤

n∑
k=1

(fk(yk)
f ′k(yk)

+ xk − yk
)

hay
n∑
k=1

fk(xk)

f ′k(yk)
≤

n∑
k=1

fk(yk)

f ′k(yk)

do x1+ x2+ . . .+ xn− (y1+ y2+ . . .+ yn) = 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi

xk = yk, k = 1, 2, . . . , n.
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2.2 Hàm đơn điệu liên tiếp bậc 2-3

Tiếp theo, trong mục này, ta xét lớp hàm đơn điệu liên tiếp bậc 2-3 và

một số tính chất cơ bản của chúng. Đó là lớp hàm đồng thời có đạo hàm

bậc hai và bậc ba không đổi dấu trên I(a, b).

Định nghĩa 2.3 ([5]). Nếu hàm đồng thời có đạo hàm bậc hai và bậc ba

dương trong khoảng đang xét thì ta nói hàm số đó đồng biến liên tiếp bậc

2-3 trên khoảng đã cho.

Định nghĩa 2.4 ([5]). Nếu hàm đồng thời có đạo hàm bậc hai và bậc ba

âm trong khoảng đang xét thì ta nói hàm số đó nghịch biến liên tiếp bậc

2-3 trên khoảng đã cho.

Định lý 2.5 ([5]). Cho hai dãy số {xk, yk ∈ I(a, b), k = 1, 2, . . . , n}, thỏa
mãn các điều kiện

x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn, xk 6= yk, k = 1, 2, . . . , n.

Khi đó, ứng mới mọi hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t) đồng biến hoặc nghịch biến

liên tiếp bậc 2-3 trên khoảng I(a, b), ta đều có

n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≥

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

)
.

Chứng minh. Trước hết xét trường hợp các hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t)

đồng biến liên tiếp bậc 2-3 trên I(a, b). Theo giả thiết các hàm fk(t) là có

đạo hàm bậc hai và bậc ba dương trên I(a, b), nên theo Bổ đề 1.2, ta có

fk(xk)

xk − yk
≥ fk(yk)

xk − yk
+ f ′k(yk) +

f ′′k (yk)

2!
(xk − yk).

và
fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
≥ fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
+
f ′k(yk)

f ′′k (yk)
+
xk − yk

2!
.

Vậy nên

n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≥

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

+
xk − yk

2!

)
,
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hay

n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≥

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

)
do x1 + x2 + . . .+ xn − (y1 + y2 + . . .+ yn) = 0.

Đối với trường hợp khi các hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t) nghịch biến liên

tiếp bậc 2-3 trên I(a, b) thì theo giả thiết, các hàm fk(t) là có đạo hàm

bậc hai và bậc ba âm trên I(a, b), nên ta có

fk(xk)

xk − yk
≤ fk(yk)

xk − yk
+ f ′k(yk) +

f ′′k (yk)

2!
(xk − yk).

và
fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
≥ fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
+
f ′k(yk)

f ′′k (yk)
+
xk − yk

2!
.

Vậy nên

n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≥

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

+
xk − yk

2!

)
hay

n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≥

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

)
.

do x1 + x2 + . . .+ xn − (y1 + y2 + . . .+ yn) = 0.

Dấu đẳng thức xảy ra khi

xk → yk, k = 1, 2, . . . , n.

Điều này chứng tỏ bất đẳng thức đã cho là chặt.

Với cách chứng minh tương tự, ta có các định lí sau.

Định lý 2.6 ([5]). Cho hai dãy số {xk, yk ∈ I(a, b), k = 1, 2, . . . , n}, thỏa
mãn các điều kiện

x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn, xk 6= yk, k = 1, 2, . . . , n.

30

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/



Khi đó, ứng mới mọi hàm f1(t), f2(t), . . . , fn(t) đồng thời đồng biến (nghịch

biến) bậc hai và nghịch biến (đồng biến) bậc 3 trên khoảng I(a, b), ta đều

có
n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≤

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

)
.

Chứng minh. Thật vậy, giả thiết các hàm fk(t) có đạo hàm bậc hai

dương và bậc ba không dương trên I(a, b). Khi đó

fk(xk)

xk − yk
≤ fk(yk)

xk − yk
+ f ′k(yk) +

f ′′k (yk)

2!
(xk − yk).

và
fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
≤ fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
+
f ′k(yk)

f ′′k (yk)
+
xk − yk

2!
.

Vậy nên
n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≤

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

+
xk − yk

2!

)
hay

n∑
k=1

[ fk(xk)

f ′′k (yk)(xk − yk)
− fk(yk)

f ′′k (yk)(xk − yk)

]
≤

n∑
k=1

(f ′k(yk)
f ′′k (yk)

)
.

do x1 + x2 + . . .+ xn − (y1 + y2 + . . .+ yn) = 0.

2.3 Một số lớp hàm đơn điệu tuần hoàn và đơn điệu

tuyệt đối

Song song với lớp hàm đơn điệu thông thường, nhiều lớp hàm đơn điệu

khác cũng được nhiều người nghiên cứu các đặc trưng của chúng như đơn

điệu đầy đủ 1, đơn điệu có tính tuần hoàn 2, đơn điệu tuyệt đối,. . .

Định nghĩa 2.5 ([4],[6]). Hàm số f(x) được gọi là hàm đơn điệu có tính

tuần hoàn trong khoảng (a, b) khi và chỉ khi các đạo hàm của chúng không

triệt tiêu (có dấu không đổi) và

f (k)(x)f (k+2)(x) ≤ 0, x ∈ (a, b), k = 0, 1, 2, . . .

1Tiếng Anh: completely monotonic function
2Tiếng Anh: cyclically monotonic function
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Ví dụ về hàm sơ cấp đơn điệu có tính tuần hoàn trong khoảng (a, b)(a >

0) là các hàm số sau.

Ví dụ 2.1. Hàm số f(x) = sin x là hàm số đơn điệu có tính tuần hoàn

trong khoảng
(
0,
π

2

)
.

Ví dụ 2.2. Hàm số f(x) = cosx là hàm số đơn điệu có tính tuần hoàn

trong khoảng
(π
2
, π
)
.

Ví dụ 2.3. Cho hàm số g(x) liên tục và dương trên đoạn [0,+∞) thì hàm

số

f(x) =

1∫
0

g(t)e−λtxdt, λ > 0

là hàm số đơn điệu có tính tuần hoàn trong khoảng (0,+∞).

Bài toán 2.1. Cho hàm số g(x) liên tục và dương tren đoạn [0, 1] và hàm

số

f(x) =

1∫
0

g(t)e−txdt.

Chứng minh rằng∣∣f (k)(x+ y

2

)∣∣ ≥ 2k
∣∣f(x+ y

2

)∣∣, ∀x, y ∈ (0, 1), k = 0, 1, . . .

Chứng minh. Chứng minh được suy ra trực tiếp từ bất đẳng thức Cheby-

chev đối với tích phân xác định.

Nhận xét 2.1. Hoàn toàn tương tự, ta cũng có thể khảo sát lớp hàm lồi

thay cho lớp hàm đơn điệu.

Định nghĩa 2.6 ([4],[6]). Hàm số f(x) được gọi là hàm đơn điệu tuyệt

đối trong khoảng (a, b) nếu đạo hàm mọi cấp của nó đều không đổi dấu:

f (k)(x) ≥ 0 (≤ 0), ∀x ∈ (a, b), k = 0, 1, 2 . . .

Cũng vậy, ta có định nghĩa của hàm đồng biến và nghịch biến tuyệt đối.
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Định nghĩa 2.7 ([4],[6]). Hàm số f(x) được gọi là hàm đồng biến (nghịch

biến) tuyệt đối trong khoảng (a, b) nếu đạo hàm mọi cấp của nó đều là

hàm đồng biến (nghịch biến) tuyệt đối trong khoảng đó.

Ví dụ về các hàm số sơ cấp đơn điệu, đồng biến (ngịch biến) tuyệt đối

trong khoảng (a, b)(a > 0) là các hàm số sau.

Ví dụ 2.4. Mọi đa thức P (x) với các hệ số đều dương là hàm đơn điệu

tăng tuyệt đối trong khoảng (0,+∞).

Thật vậy, dãy các đa thức P (k)(x) có các hệ số đều không âm nên

P (k)(x) ≥ 0, ∀x > 0, k = 0, 1, . . .

Ví dụ 2.5. Hàm số f(x) = ex là hàm đồng biến tuyệt đối trong khoảng

(0,+∞).

Ví dụ 2.6. Với mọi hàm số g(x) liên tục và dương trên [0, 1], hàm số

f(x) =

1∫
0

g(t)etxdt

đồng biến tuyệt đối trong khoảng (0, 1).

Ví dụ 2.7. Hàm số

f(x) =
x− 1

x+ 1
− ex

là hàm nghịch biến tuyệt đối trong khoảng (1,+∞).

Nhận xét 2.2. Nếu hàm số f(x) là hàm đồng biến tuyệt đối trong khoảng

(a, b) thì hàm số g(x) := −f(x) sẽ là hàm nghịch biến tuyệt đối trong

khoảng đó và ngược lại. Vì vậy, không mất tính tổng quát, ta chỉ trình

bày các bài toán liên quan đến hàm đơn điệu tăng và đồng biến tuyệt đối

trong khoảng đã cho.

Bài toán 2.2. Chứng minh rằng với mọi hàm số g(x) liên tục và dương

trên đoạn [0, 1], hàm số

f(x) =

1∫
0

g(t)etxdt
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sẽ là hàm đồng biến tuyệt đối trong khoảng (0, 1).

Chứng minh. Chứng minh được suy ra trực tiếp từ tính chất của tích

phân xác định.

Bài toán 2.3. Cho hàm số g(x) liên tục và dương trên đoạn [0, 1] và hàm

số

f(x) =

1∫
0

g(t)eλtxdt, λ ≥ 0.

Chứng minh rằng

f (k)(x)

f (k+1)(x)
≥ f (k+1)(x)

f (k+2)(x)
, ∀x ∈ (0, 1), k = 0, 1, . . .

Chứng minh. Chứng minh được suy trực tiếp từ bất đẳng thức Cheby-

chev đối với tích phân xác định sau đây

1∫
0

g(t)tkeλtxdt

1∫
0

g(t)t2+keλtxdt ≥
1∫

0

g(t)tk+1eλtxdt

1∫
0

g(t)tk+1eλtxdt.
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Chương 3

Một số ứng dụng của hàm đơn điệu
theo bậc trong lượng giác

Trong chương này, ta xét một số bất đẳng thức dạng không đối xứng

trong tam giác sinh bởi các hàm sin và cos mà dấu đẳng thức không xảy

ra trong tập các tam giác thường. Cuối cùng là nhận dạng một số dạng

tam giác đặt biệt.

3.1 Một số dạng bất đẳng thức dạng không đối

xứng trong tam giác

Trong mục này, đầu tiên ta xét một số bất đẳng thức cơ bản dạng không

đối xứng trong tam giác sinh bởi hàm cos mà dấu đẳng thức không thể

xảy xa trong tập các tam giác thường. Sau đó áp dụng phương pháp đó

để chứng minh các bất đẳng thức dạng tương tự.

3.1.1 Bất đẳng thức dạng không đối xứng trong tam giác sinh
bởi hàm cos

Ta bắt đầu bằng bài toán sau đây.

Bài toán 3.1. Cho các số dương x, y, z tùy ý. Chứng minh rằng với mọi

tam giác thường ABC ta đều có

x cosA+y cosB+z cosC > −max{x, y, z}+med{x, y, z}+min{x, y, z}.
(3.1)
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Giải. Không mất tính tổng quát, giả sử x ≥ y ≥ z.

Ta nhắc lại bất đẳng thức quen thuộc sau

cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
> 1,

do sin A
2 > 0, sin B

2 > 0, sin C
2 > 0, với mọi tam giác ABC. Nhận xét rằng

số 1 là ước lượng tốt nhất của bài toán.

Thật vậy, khi cho A = α > 0 đủ nhỏ thì B + C = π − α, đủ gần π thì

lim
α→0+

(
cosα + 2 cos

π − α
2

cos
B − C

2

)
= 1.

Ta có

x cosA+ y cosB + z cosC = x(cosA+ cosB + cosC)

+(y − x) cosB + (z − x) cosC.

Theo chứng minh trên, cosA+ cosB + cosC > 1 và x > 0 nên

x(cosA+ cosB + cosC) > x.

Lại có, do cosB < 1, cosC < 1 và y − x ≤ 0, z − x ≤ 0 nên

(y − x) cosB + (z − x) cosC ≥ (y − x) + (z − x).

Vậy nên ta thu được

x cosA+ y cosB + z cosC > x+ y − x+ z − x = −x+ y + z.

Nhận xét 3.1. Với các tam giác thường, dấu đẳng thức trong bất đẳng

thức (3.1) không xảy ra, nhưng ta không thể thay thế vế phải bởi một giá

trị lớn hơn −x + y + z, thật vậy, khi cho B = C = α > 0 đủ nhỏ thì

A = π − 2α đủ gần π và

lim
α→0+

(
x cos(π − 2α) + y cosα + z cosα

)
= −x+ y + z.

Để xét tiếp giá trị lớn nhất của biểu thức

x cosA+ y cosB + z cosC,

ta bắt đầu bằng việc xét các trường hợp đơn giản nhất khi biểu thức được

xét trong bài toán có tính chất đối xứng cục bộ.
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Bài toán 3.2. Cho số thực m thỏa mãn 0 < m ≤ 1

2
. Chứng minh rằng

với mọi tam giác ABC ta đều có

cosA+ cosB +m cosC < 2−m. (3.2)

Giải. Ta có các biến đổi và ước lượng sau đây.

P = cosA+ cosC +m cosC

= 2 cos
A+B

2
cos

A−B
2

+m cosC

= 2 sin
C

2
cos

A−B
2

+m
(
1− 2 sin2

C

2

)
≤ 2 sin

C

2
+m

(
1− 2 sin2

C

2

)
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi A = B. Xét hàm số

f(t) = 2 sin t+m(1− 2 sin2 t), t ∈
(
0,
π

2

)
.

Ta có

f ′(t) = 2 cos t(1− 2m sin t) ≥ 0, ∀t ∈
(
0,
π

2

)
, 0 < m ≤ 1

2
.

f ′(t) = 0 khi và chỉ khi t =
π

2
. Vậy f(t) là một hàm đồng biến trong

khoảng đang xét. Do vậy

f(t) < f
(π
2

)
= 2−m, ∀t ∈

(
0,
π

2

)
.

Nhận xét 3.2. Dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.2) xảy ra khi và

chỉ khi C = π,A = B = 0. Với các tam giác thường, dấu đẳng thức trong

bất đẳng thức (3.2) không xảy ra, nhưng ta không thể thay thế vế phải

bởi một giá trị nhỏ hơn 2−m, thật vậy, khi cho A = B = α > 0 đủ nhỏ

thì C = π − 2α đủ gần π và

lim
α→0+

(
cosα + cosα +m cos(π − 2α)

)
= 2−m.

Tiếp theo, ta xét trường hợp x, y, z thỏa mãn
1

x
+

1

y
≤ 1

z
.

Ta bắt đầu bằng việc chứng minh bổ đề sau đây.
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Bổ đề 3.1. Giả sử x, y, z là các số dương thỏa mãn
1

x
+

1

y
=

1

z
. Khi đó

với mọi tam giác thường ABC ta đều có

x cosA+ y cosB + z cosC < x+ y − z. (3.3)

Chứng minh. Ta có các đồng nhất thức sau:

x cosA+ y cosB + z cosC = x cosA+ y cosB − z cos(A+B), (3.4)

(x cosA+ y cosB)2 = x2 cos2A+ y2 cos2B + 2xy cosA cosB. (3.5)

Sử dụng bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân, ta có

2xy sinA sinB ≤ x2 sin2A+ y2 sin2B, (3.6)

2δ(x cosA+ y cosB) ≤ δ2 + (x cosA+ y cosB)2, ∀δ ∈ R. (3.7)

Từ các hệ thức (3.4) đến (3.7), suy ra

2δ(x cosA+ y cosB) + 2xy cosC

= 2δ(x cosA+ y cosB)− 2xy cos(A+B)

= 2δ(x cosA+ y cosB)− 2xy cosA cosB + 2xy sinA sinB

≤ δ2 + x2 cos2A+ y2 cos2B + 2xy cosA cosB

−2xy cosA cosB + 2xy sinA sinB

≤ δ2 + x2 cos2A+ y2 cos2B + x2 sin2A+ y2 sin2B

= x2 + y2 + δ2,

hay

2δ(x cosA+ y cosB) + 2xy cosC ≤ x2 + y2 + δ2. (3.8)

Chọn δ = x+ y, ta thu được

x cosA+ y cosA+
xy

x+ y
cosC ≤ x2 + y2 + (x+ y)2

2(x+ y)
= x+ y − xy

x+ y
.

Theo giả thiết,
1

x
+

1

y
=

1

z
⇔ xy

x+ y
= z nên ta có

x cosA+ y cosB + z cosC < x+ y − z.
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Nhận xét 3.3. Dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.3) xảy ra khi và

chỉ khi {
x sinA = y sinB
x+ y = x cosA+ y cosB ⇔ A = B = 0, C = π.

Với các tam giác thường, dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.3) không

xảy ra, nhưng ta không thể thay thế vế phải bởi một giá trị nhỏ hơn

x + y − z, thật vậy, khi cho A = B = α > 0 đủ nhỏ thì C = π − 2α đủ

gần π và khi đó

lim
α→0+

(
x cosα + y cosα + z cos(π − 2α)

)
= x+ y − z.

Từ bổ đề trên ta có bài toán sau đây.

Bài toán 3.3. Giả sử x, y, z là các số dương thỏa mãn
1

x
+

1

y
≤ 1

z
. Chứng

minh rằng với mọi tam giác thường ABC ta đều có

x cosA+ y cosB + z cosC < x+ y − z. (3.9)

Giải. Từ giả thiết ta suy ra x > z và y > z.

Không giảm tính tổng quát, ta coi x ≥ y > z.

Trường hợp x = y đã được xét trong Bài toán 3.2. Vậy ta xét khi x > y > z.

Chọn z1(z1 ≥ z) sao cho
1

x
+

1

y
=

1

z1
.

Theo Bổ đề 3.1 thì

x cosA+ y cosB + z1 cosC < x+ y − z1.

Ta có

x cosA+ y cosB + z cosC = x cosA+ y cosB + z1 cosC + (z − z1) cosC
≤ x+ y − z1 + (z − z1) cosC.

Ta cần chứng minh rằng

x+ y − z1 + (z − z1) cosC ≤ x+ y − z, ∀C ∈ [0, π],
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hay

(z − z1) cosC ≤ z1 − z, ∀C ∈ [0, π]⇔ cosC ≥ −1.

Điều này là hiển nhiên.

Nhận xét 3.4. Dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.9) xảy ra khi và

chỉ khi A = B = 0, C = π.

Với các tam giác thường, dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.9) không

xảy ra, nhưng ta không thể thay thế vế phải bởi một giá trị nhỏ hơn

x + y − z, thật vậy, khi cho A = B = α > 0 đủ nhỏ thì C = π − 2α đủ

gần π và

lim
α→0+

(
x cosα + y cosα + z cos(π − 2α)

)
= x+ y − z.

Bài toán 3.4. Cho x, y, z là ba số dương tùy ý. Chứng minh rằng với mọi

tam giác ABC, ta đều có

x cos 2A+ y cos 2B + z cos 2C < x+ y + z.

Giải. Ta có

cos 2A ≤ 1, cos 2B ≤ 1, cos 2C ≤ 1

nên

x cos 2A+ y cos 2B + z cos 2C ≤ x+ y + z, (3.10)

do x, y, z dương.

Nhận xét 3.5. Dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.10) xảy ra khi và

chỉ khi {
cos 2A = 1
cos 2B = 1
cos 2C = 1

mà A+B+C = π, nên A = 0, B = 0, C = π hoặc các hoán vị của nó. Với

các tam giác thường, dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.10) không xảy

ra, nhưng ta không thể thay thế vế phải bởi một giá trị nhỏ hơn x+ y+ z,

thật vậy, khi cho A = B = α > 0 đủ nhỏ thì C = π − 2α đủ gần π và

lim
α→0+

(
x cos 2α + y cos 2α + z cos(2π − 4α)

)
= x+ y + z.

Để xét các bài toán tiếp theo, ta chứng minh bổ đề sau.
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Bổ đề 3.2. Cho các số dương x, y, z sao cho
1

x
+

1

y
=

1

z
. Khi đó với mọi

tam giác thường ABC ta đều có

x cos 2A+ y cos 2B + z cos 2C > z − y − x.

Chứng minh. Từ giả thiết, ta có x > z, y > z. Không mất tính tổng

quát, coi x ≥ y > z. Khi đó ∀4ABC, ta có

x cos 2A+ y cos 2B + z cos 2C = x cos 2A+ y cos 2B + z cos(2A+ 2B),

(3.11)

cos(2A+ 2B) = cos 2A cos 2B − sin 2A sin 2B, (3.12)

(x cos 2A+ y cos 2B)2 = x2 cos2 2A+ y2 cos2 2B + 2xy cos 2A cos 2B

(3.13)

−2xy sin 2A sin 2B ≥ −x2 sin2 2A− y2 sin2 2B, (3.14)

và

2(x+y)(x cos 2A+y cos 2B) ≥ −(x+y)2−(x cos 2A+y cos 2B)2. (3.15)

Từ (3.11) - (3.15), ta suy ra

2(x+ y)(x cos 2A+ y cos 2B) + 2xy cos 2C

≥ −(x+ y)2 − x2 cos2 2A− y2 cos2 2B − 2xy cos 2A cos 2B + 2xy cos 2C

= −(x+ y)2 − x2 cos2 2A− y2 cos2 2B − 2xy sin 2A sin 2B

≥ −(x+ y)2 − x2 cos2 2A− y2 cos2 2B − x2 sin2 2A− y2 sin2 2B
= −(x2 + y2)− (x+ y)2 = −2(x+ y)2 + 2xy.

Vậy

2(x+ y)(x cos 2A+ y cos 2B) + 2xy cos 2C ≥ −2(x+ y)2 + 2xy,

hay

x cos 2A+ y cos 2B +
xy

x+ y
cos 2C ≥ −(x+ y) +

xy

x+ y
. (3.16)

Sử dụng đẳng thức
1

x
+

1

y
=

1

z
, ta thu được

x cos 2A+ y cos 2B + z cos 2C > z − y − x. (3.17)
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Nhận xét 3.6. Dấu đẳng thức trong (3.17) xảy ra khi và chỉ khi{
x sin 2A = y sin 2B
x+ y = −(x cos 2A+ y cos 2B) ⇔

{
x+ y =

y sin 2C

sin 2A
x+ y = −(x cos 2A+ y cos 2B)

⇔
{

sin 2A+ sin 2B = sin 2C
x+ y = −(x cos 2A+ y cos 2B)

hay A =
π

2
, B =

π

2
, C = 0.

Với các tam giác thường, dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.17) không

xảy ra, nhưng ta không thể thay thế vế phải bởi một giá trị lớn hơn z−y−x,
thật vậy, nếu chọn A = B = α <

π

2
đủ gần

π

2
thì giá trị của biểu thức ở

vế phải của (3.17) đủ gần z − y − x vì

lim

α→
π

2

−

(
x cos 2α + y cos 2α + z cos(2π − 4α)

)
= z − y − x.

Bài toán 3.5. Cho các số dương x, y, z sao cho
1

x
+

1

y
≤ 1

z
. Chứng minh

rằng với mọi tam giác thường ABC ta đều có

x cos 2A+ y cos 2B + z cos 2C > z − y − x. (3.18)

Giải. Không mất tính tổng quát, coi x ≥ y > z > 0. Chọn z1 thỏa mãn

điều kiện
1

x
+

1

y
=

1

z1
. Hiển nhiên là z1 ≥ z. Ta có

x cos 2A+y cos 2B+z cos 2C = x cos 2A+y cos 2B+z1 cos 2C+(z−z1) cos 2C.
(3.19)

Theo Bổ đề 3.2 thì

x cos 2A+ y cos 2B + z1 cos 2C ≥ z1 − y − x

và do cos 2C ≤ 1 nên

(z − z1) cos 2C ≥ z − z1.

Suy ra, với mọi 4ABC ta đều có

x cos 2A+ y cos 2B + z cos 2C

= x cos 2A+ y cos 2B + z1 cos 2C + (z − z1) cos 2C
≥ (z1 − x− y) + (z − z1) = z − x− y.
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Nhận xét 3.7. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi hay A =
π

2
, B =

π

2
, C = 0.

Với các tam giác thường, dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.18) không

xảy ra, nhưng ta không thể thay thế vế phải bởi một giá trị lớn hơn z−y−x,
thật vậy, nếu chọn A = B = α <

π

2
đủ gần

π

2
thì giá trị của biểu thức ở

vế phải của (3.18) đủ gần z − y − x vì

lim

α→
π

2

−

(
x cos 2α + y cos 2α + z cos(2π − 4α)

)
= z − y − x.

Để xét bài toán tiếp theo, ta cần các bổ đề sau.

Bổ đề 3.3. Với mọi tam giác ABC ta đều có

cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
> 2.

Chứng minh. Ta có

cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
≥ cos2

A

2
+ cos2

B

2
+ cos2

C

2

=
1 + cosA

2
+

1 + cosB

2
+

1 + cosC

2

=
3

2
+

1

2
(cosA+ cosB + cosC).

Ta luôn có

cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
> 1.

Vậy

cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
≥ 3

2
+

1

2
= 2.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC có số đo ba góc là

0, 0, π. Ta cũng nhận xét, trong tập các tam giác thường dấu đẳng thức

không xảy ra và cũng không thể thay thế bởi một giá trị khác lớn hơn, vì

khi ta cho A = B = α, α > 0 đủ nhỏ thì C đủ gần π, khi đó

lim
α→0+

(
cos

A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2

)
= 2.
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Bài toán 3.6. Cho các số dương x, y, z tùy ý. Chứng minh rằng với mọi

tam giác thường ABC ta đều có

x cos
A

2
+ y cos

B

2
+ z cos

C

2
> min{x, y, z}+ med{x, y, z}. (3.20)

Giải. Không mất tính tổng quát, giả sử rằng x ≤ y ≤ z. Theo bổ đề về

bất đẳng thức hoán vị thì ta chỉ cẩn chứng minh bài toán với điều kiện

A ≤ B ≤ C. Áp dụng Bổ đề 3.3 ta có

x
(
cos

A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2

)
≥ 2x (3.21)

do x > 0. Ta có với mọi tam giác ABC thì
0 <

B + C

4
<
π

4

0 <
∣∣B − C

4

∣∣ < π

4

nên 
√
2

2
≤ cos

B + C

4
≤ 1

√
2

2
≤ cos

B − C
4

≤ 1

suy ra

cos
B

2
+ cos

C

2
= 2 cos

B + C

4
cos

B − C
4

≥ 2

√
2

2

√
2

2
= 1,

Vậy

(y − x)
(
cos

B

2
+ cos

C

2

)
≥ y − x, (3.22)

do y ≥ x. Lại có

(z − y) cos C
2
≥ 0, (3.23)

do z ≥ y và cos
C

2
≥ 0. Từ các bất đẳng thức (3.21), (3.22), (3.23) ta có

x cos
A

2
+ y cos

B

2
+ z cos

C

2

= x
(
cos

A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2

)
+ (y − x)

(
cos

B

2
+ cos

C

2

)
+(z − y) cos C

2
≥ 2x+ y − x+ 0 = x+ y.
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Vậy ta có

x cos
A

2
+ y cos

B

2
+ z cos

C

2
≥ x+ y. (3.24)

Nhận xét 3.8. Dấu đẳng thức trong (3.24) xảy ra khi và chỉ khi A =

0, B = 0, C = π.

Với các tam giác thường, dấu đẳng thức trong bất đẳng thức (3.24) không

xảy ra, nhưng ta không thể thay thế bởi một giá trị khác lớn hơn x + y,

thật vậy, nếu chọn A = B = α, α > 0 đủ nhỏ thì giá trị của biểu thức ở

vế phải của (3.24) đủ gần x+ y vì

lim
α→0+

(
x cos

A

2
+ y cos

B

2
+ z cos

C

2

)
= x+ y.

Tiếp theo, ta xét một số bất đẳng thức của tổ hợp tuyến tính các góc

trong tam giác với hàm cos.

Trong phần này, ta xét bài toán sau.

Cho α, β, γ là các số dương thỏa mãn α + β + γ = 1, và các số dương

x, y, z tùy ý. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

Mc = x cos(αA+βB+γC)+y cos(αB+βC+γA)+z cos(αC+βA+γB),

trong tập M(4).

Để giải bài toán trên, ta cần sử dụng các bổ đề sau.

Bổ đề 3.4. Cho các tam giác nhọn ABC và A0B0C0 sao cho tam giác

A0B0C0 gần đều hơn tam giác ABC. Khi đó

cosA+ cosB + cosC ≤ cosA0 + cosB0 + cosC0.

Chứng minh. Giả sử rằng A ≥ B ≥ C; A0 ≥ B0 ≥ C0, ta có{
A ≥ A0
A+B ≥ A0 +B0
A+B + C = A0 +B0 + C0.

Xét hàm số f(x) = cos x, ∀x ∈
[
0,
π

2

]
.

Ta có f ′(x) = − sinx; f ′′(x) = − cosx ≤ 0, ∀x ∈
[
0,
π

2

]
. Theo Bổ đề

1.1, suy ra f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0), ∀x ∈
[
0,
π

2

]
,∀x0 ∈

[
0,
π

2

]
.
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Vậy ta có

cosA ≤ cosA0 − sinA0(A− A0),

cosB ≤ cosB0 − sinB0(B −B0),

cosC ≤ cosC0 − sinC0(C − C0)

Ta thu được

cosA+ cosB + cosC

≤ cosA0 + cosB0 + cosC0 − sinC0(A+B + C − A0 −B0 − C0)

− (sinB0 − sinC0)(A+B − A0 −B0)− (sinA0 − sinB0)(A− A0).

Ta có

A+B + C − A0 −B0 − C0 = 0;A+B ≥ A0 +B0;A ≥ A0,

π

2
> B0 ≥ C0 > 0⇒ sinB0 ≥ sinC0,

π

2
> A0 ≥ B0 > 0⇒ sinA0 ≥ sinB0,

Vậy nên ta có

cosA+ cosB + cosC ≤ cosA0 + cosB0 + cosC0.

3.1.2 Bất đẳng thức dạng không đối xứng trong tam giác sinh
bởi hàm sin

Bây giờ, ta xét một số bất đẳng thức dạng không đối xứng trong tam

giác sinh bởi hàm sin mà dấu đẳng thức không xảy ra trong tập các tam

giác thường. Trước hết, ta xét bài toán tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

Ts = x sinA+ y sinB + z sinC,

trong đó A,B,C là ba góc của tam giác thường ABC.

Ta có kết quả hiển nhiên sau.

Bài toán 3.7. Với các số dương x, y, z tùy ý và với mọi tam giác ABC

ta đều có

x sinA+ y sinB + z sinC > 0.
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Thật vậy, ta có

sinA ≥ 0, sinB ≥ 0, sinC ≥ 0,

nên

x sinA+ y sinB + z sinC > 0,

do x, y, z là các số dương.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

sinA = 0, sinB = 0, sinC = 0,

hay A = 0, b = 0, C = π hoặc các hoán vị của nó. Nhận thấy rằng trong

tập các tam giác thường, dấu đẳng thức không xảy ra nhưng ta cũng không

thể thay thế một giá trị khác lớn hơn 0 cho vế phải bất đẳng thức, thật

vậy khi cho A = α,B = α với α > 0 đủ nhỏ thì C = π− 2α đủ gần π nên

lim
α→0+

(
x sinα + y sinα + z sin(π − 2α)

)
= 0.

Tiếp theo ta xét giá trị nhỏ nhất của biểu thức

Ps = x sin 2A+ y sin 2B + z sin 2C,

trong đó A,B,C là ba góc của tam giác thường ABC.

Nhận xét 3.9. Với mọi tam giác ABC ta luôn có

sin 2A+ sin 2B + sin 2C > 0.

Chứng minh. Ta có

sin 2A+ sin 2B + sin 2C = 2 sin(A+B) cos(A−B) + 2 sinC cosC

= 4 sinA sinB sinC ≥ 0.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

sinA = 0 hoặc sinB = 0 hoặc sinC = 0,

tam giác ABC suy biến với số đo ít nhất một trong ba góc là 0.

Nói cách khác, dấu đẳng thức không xảy ra trong tập các tam giác thường.
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Bài toán 3.8. Cho các số dương x, y, z tùy ý. Tìm giá trị nhỏ nhất của

biểu thức

x sin 2A+ y sin 2B + z sin 2C,

với mọi tam giác ABC.

Giải.

Xét trường hợp 1: Tam giác ABC không tù.

Trong trường hợp này, sin 2A, sin 2B, sin 2C là các giá trị dương, nên dễ

thấy

x sin 2A+ y sin 2B + z sin 2C > 0.

Nhận xét rằng dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
sin 2A = 0
sin 2B = sin 2A
π

2
≥ A ≥ B ≥ C ≥ 0

⇔


A =

π

2
B =

π

2
C = 0

Xét trường hợp 2: Tam giác ABC là tam giác tù.

Không mất tính tổng quát, giả sử x ≥ z ≥ y. Không giảm tính tổng

quát, ta chỉ cần tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức trên với điều kiện

A ≥ π

2
≥ B ≥ C ≥ 0.

Thật vậy, khi A ≥ π

2
≥ B ≥ C ≥ 0 ta có

sin 2A− sin 2C = 2 cos(A+ C) sin(A− C) ≤ 0, hay sin 2A ≤ sin 2C,

do 0 ≤ A − C ≤ π, nên sin(A − C) ≥ 0 và
π

2
≤ A + C ≤ π, nên

cos(A+ C) ≤ 0.

Tương tự, ta cũng có

sin 2B − sin 2C = 2 cos(B + C) sin(B − C) ≤ 0, hay sin 2B ≤ sin 2C,

do 0 ≤ B − C ≤ π

2
, nên sin(B − C) ≥ 0 và 0 ≤ B + C ≤ π

2
, nên

cos(A+ C) ≥ 0.

Vậy nếu A ≥ π

2
≥ B ≥ C ≥ 0, thì sin 2A ≤ sin 2C ≤ sin 2B.

Ta có

x sin 2A+ y sin 2B + z sin 2C

= z(sin 2A+ sin 2B + sin 2C) + (x− z) sin 2A+ (y − z) sin 2B.
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Áp dụng Nhận xét 3.9 ta có

z(sin 2A+ sin 2B + sin 2C) ≥ 0 do z > 0. (3.25)

Theo giả sử trên, ta có x− z ≥ 0 và sin 2A ≥ −1, nên

(x− z) sin 2A ≥ −x+ z. (3.26)

Lại có y − z ≤ 0 và sin 2B ≤ 1, nên

(y − z) sin 2B ≥ y − z. (3.27)

Từ (3.25), (3.26) và (3.27), ta có

x sin 2A+ y sin 2B + z sin 2C ≥ y − x.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

{
sin 2A = −1
sin 2B = 1
2C = 0

⇔


A =

3π

4
B =

π

4
C = 0

Vậy ta luôn có bất đẳng thức

x sin 2A+ y sin 2B + z sin 2C > min{x, y, x} −max{x, y, x}.

Trong tập các tam giác thường, dấu đẳng thức không thể xảy ra.

Ta xét tiếp giá trị nhỏ nhất của biểu thức

Ps = x sin
A

2
+ y sin

B

2
+ z sin

C

2
.

Nhận xét 3.10. Chứng minh rằng với mọi tam tam giác ABC ta đều có

sin
A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2
> 1.

Thật vậy, ta có

sin
A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2
= cos

B + C

2
+ cos

C + A

2
+ cos

A+B

2
+

cosA1 + cosB1 + cosC1

1 + 4 sin
A1

2
sin

B1

2
sin

C1

2
,
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trong đó A1, B1, C1 là các góc của một tam giác nhọn. Từ đây, ta có

ngay điều phải chứng minh. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi A =

π,B = C = 0. Ta có nhận xét, với tam giác thường thì dấu đẳng thức

không xảy ra nhưng 1 là ước lượng tốt nhất của vế phải, bởi khi ta cho

B = C = α, α > 0 đủ nhỏ thì A đủ gần π, khi đó

lim
α→0+

(
sin

A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2

)
= 1.

Bài toán 3.9. Cho các số dương x, y, z. Chứng minh rằng với mọi tam

giác ABC ∈M(4), ta đều có

x sin
A

2
+ y sin

B

2
+ z sin

C

2
> min{x, y, z}. (3.28)

Giải. Không mất tính tổng quát, ta coi x ≤ y ≤ z.

Không giảm tính tổng quát, ta chỉ cần chứng minh bài toán với điều kiện

A ≥ B ≥ C.

Với mọi tam giác ABC ta luôn có

x sin
A

2
+ y sin

B

2
+ z sin

C

2

= x
(
sin

A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2

)
+ (y − x)

(
sin

B

2
+ sin

C

2

)
+(z − y) sin C

2
.

Áp dụng Nhận xét 3.10 ta có

x
(
sin

A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2

)
≥ x do x > 0.

Lại có

(y − x)
(
sin

B

2
+ sin

C

2

)
≥ 0 do y ≥ x, sin

B

2
≥ 0, sin

C

2
≥ 0,

(z − y) sin C
2
≥ 0 do z ≥ y, sin

C

2
≥ 0.

Vậy nên ta có

x sin
A

2
+ y sin

B

2
+ z sin

C

2
> x.
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC có số đo ba góc là

A = π,B = C = 0.

Nhận xét rằng trong tập các tam giác thường thì dấu đẳng thức không

xảy ra nhưng ta không thể thay thế x bởi một giá trị khác lơn hơn. Thật

vậy, cho B = C = α,A = π − α, với α > 0 đủ nhỏ thì khi đó

lim
α→0+

(
x sin

A

2
+ y sin

B

2
+ z sin

C

2

)
= x.

Tiếp theo, ta xét một số bất đẳng thức của tổ hợp tuyến tính các góc trong

tam giác với hàm sin .

Trong phần này ta sét bài toán sau.

Cho α, β, γ là các số dương thỏa mãn α + β + γ = 1, và các số dương

x, y, z tùy ý. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

Ms = x sin(αA+βB+γC)+y sin(αB+βC+γA)+z sin(αC+βA+γB),

Để giải bài toán trên, ta cần sử dụng các bổ đề sau.

Bổ đề 3.5. Cho tam giác ABC và A0B0C0 sao cho tam giác A0B0C0 đều

hơn tam giác ABC. Khi đó

sinA+ sinB + sinC ≤ sinA0 + sinB0 + sinC0.

Chứng minh. Giả sử rằng A ≥ B ≥ C;A0 ≥ B0 ≥ C0, ta có{
A = A0
A+B = A0 +B0
A+B + C = A0 +B0 + C0.

Xét hàm số f(x) = sinx, ∀x ∈ [0, π].

Ta có f ′(x) = cos x; f ′′(x) = − sinx ≤ 0, ∀x ∈ [0, π].

Theo Bổ đề 1.1 suy ra f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x − x0), ∀x ∈ [0, π], x0 ∈
[0, π].

Vậy ta có

sinA ≤ sinA0 + cosA0(A− A0),

sinB ≤ sinB0 + cosB0(B −B0),
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sinC ≤ sinC0 + cosC0(C − C0).

Ta thu được

sinA+ sinB + sinC

≤ sinA0 + sinB0 + sinC0 + cosC0(A+B + C − A0 −B0 − C0)

+ (cosB0 − cosC0)(A+B − A0 −B0) + (cosA0 − cosB0)(A− A0).(3.29)

Ta có

A+B + C − A0 −B0 − C0 = 0, A+B ≥ A0 +B0, A ≥ A0,

π ≥ B0 ≥ C0 ≥ 0⇒ sinB0 ≥ sinC0,

π ≥ A0 ≥ B0 ≥ 0⇒ sinA0 ≥ sinB0.

Vậy nên ta có

sinA+ sinB + sinC ≤ sinA0 + sinB0 + sinC0.

3.2 Nhận dạng một số dạng tam giác đặc biệt

Bài toán 3.10. Cho tam giác nhọn A0B0C0. Chứng minh rằng với mọi

tam giác nhọn ABC ta đều có

sinA

cosA0
+

sinB

cosB0
+

sinC

cosC0
6 tanA0 tanB0 tanC0.

Giải. Xét hàm số f(x) = sinx, x ∈
(
0,
π

2

)
. Ta có f ′(x) = cosx > 0 và

f ′′(x) = − sinx < 0 trong khoảng
(
0,
π

2

)
. Vậy nên

f(A) 6 f(A0) + f ′(A0)(A− A0),

suy ra
sinA

cosA0
6 tanA0 + A− A0. (*)

Tương tự, ta cũng có

sinB

cosB0
6 tanB0 +B −B0, (**)
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và
sinC

cosC0
6 tanC0 + C − C0. (***)

Từ (*), (**) và (***), suy ra

sinA

cosA0
+

sinB

cosB0
+

sinC

cosC0
6 tanA0 + tanB0 + tanC0.

Để ý rằng

tanA0 + tanB0 + tanC0 = tanA0 tanB0 tanC0,

suy ra điều phải chứng minh.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác A0B0C0 đồng dạng với tam

giác ABC.

�

Bài toán 3.11. Cho tam giác nhọn A0B0C0. Chứng minh rằng với mọi

tam giác nhọn ABC ta đều có

sinA

cosA0
+

sinB

cosB0
+

sinC

cosC0
6 tanA0 + tanB0 + cotC0.

Giải. Xét hàm số f(x) = sinx và g(x) = cosx, x ∈
(
0,
π

2

)
. Ta có

f ′(x) = cosx > 0, f ′′(x) = − sinx < 0 và g′(x) = − sinx < 0 và

g′′(x) = − cosx < 0 trong khoảng
(
0,
π

2

)
. Vậy nên

f(A) 6 f(A0) + f ′(A0)(A− A0),

f(B) 6 f(B0) + f ′(B0)(B −B0),

g(C) 6 g(C0) + g′(C0)(C − C0),

suy ra
sinA

cosA0
6 tanA0 + A− A0. (*)

Tương tự, ta cũng có

sinB

cosB0
6 tanB0 +B −B0, (**)
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và
sinC

cosC0
6 cotC0 + C − C0. (***)

Từ (*), (**) và (***), suy ra

sinA

cosA0
+

sinB

cosB0
+

sinC

cosC0
6 tanA0 + tanB0 + cotC0.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác A0B0C0 đồng dạng với tam

giác ABC. �

Bài toán 3.12. Cho tam giác nhọn A0B0C0. Chứng minh rằng với mọi

tam giác nhọn ABC ta đều có

cosA

sinA0
+

cosB

sinB0
+

cosC

sinC0
6 cotA0 + cotB0 + cotC0.

Giải. Xét hàm số f(x) = cosx, x ∈
(
0,
π

2

)
. Ta có f ′(x) = − sinx < 0

và f ′′(x) = − cosx < 0 trong khoảng
(
0,
π

2

)
. Vậy nên

f(A) 6 f(A0) + f ′(A0)(A− A0),

suy ra
cosA

sinA0
6 cotA0 + A− A0. (*)

Tương tự, ta cũng có

cosB

sinB0
6 cotB0 +B −B0, (**)

và
cosC

sinC0
6 cotC0 + C − C0. (***)

Từ (*), (**) và (***), suy ra

cosA

sinA0
+

cosB

sinB0
+

cosC

sinC0
6 cotA0 cotB0 cotC0.

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác A0B0C0 đồng dạng với tam

giác ABC. �
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Bài toán 3.13. Cho tam giác nhọn A0B0C0. Chứng minh rằng với mọi

tam giác nhọn ABC ta đều có

tanA

1 + tan2A0
+

tanB

1 + tan2B0
+

tanC

1 + tan2C0
> 2 sinA0 sinB0 sinC0.

Giải. Xét hàm số f(x) = tanx, x ∈
(
0,
π

2

)
. Ta có f ′(x) =

1

cos2 x
> 0

và f ′′(x) =
2 sinx

cos3 x
> 0 trong khoảng

(
0,
π

2

)
. Vậy nên

f(A) > f(A0) + f ′(A0)(A− A0),

suy ra
tanA

1 + tan2A0
>

1

2
sin 2A0 + A− A0. (*)

Tương tự, ta cũng có

tanB

1 + tan2B0
>

1

2
sin 2B0 +B −B0, (**)

và
tanC

1 + tan2C0
>

1

2
sin 2C0 + C − C0. (***)

Từ (*), (**) và (***), suy ra

tanA

1 + tan2A0
+

tanB

1 + tan2B0
+

tanC

1 + tan2C0
>

1

2
(sin 2A0+sin 2B0+sin 2C0).

Để ý rằng

sin 2A0 + sin 2B0 + sin 2C0 = 4 sinA0 sinB0 sinC0,

suy ra điều phải chứng minh. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam

giác A0B0C0 đồng dạng với tam giác ABC. �

Bài toán 3.14. Cho tam giác nhọn A0B0C0. Chứng minh rằng với mọi

tam giác nhọn ABC ta đều có

cotA

1 + cot2A0
+

cotB

1 + cot2B0
+

cotC

1 + cot2C0
> 2 sinA0 sinB0 sinC0.
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Giải. Xét hàm số f(x) = cotx, x ∈
(
0,
π

2

)
. Ta có f ′(x) =

−1
sin2 x

< 0

và f ′′(x) =
2 cosx

sin3 x
> 0 trong khoảng

(
0,
π

2

)
. Vậy nên

f(A) > f(A0) + f ′(A0)(A− A0),

suy ra
cotA

1 + cot2A0
>

1

2
sin 2A0 + A− A0. (*)

Tương tự, ta cũng có

cotB

1 + cot2B0
>

1

2
sin 2B0 +B −B0, (**)

và
cotC

1 + cot2C0
>

1

2
sin 2C0 + C − C0. (***)

Từ (*), (**) và (***), suy ra

cotA

1 + cot2A0
+

cotB

1 + cot2B0
+

cotC

1 + cot2C0
> 2 sinA0 sinB0 sinC0.

Để ý rằng

sin 2A0 + sin 2B0 + sin 2C0 = 4 sinA0 sinB0 sinC0,

suy ra điều phải chứng minh. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam

giác A0B0C0 đồng dạng với tam giác ABC. �

Bài toán 3.15. Chứng minh rằng trong tam giác nhọn ABC, ta luôn có

(tanA)tanA(tanB)tanB(tanC)tanC ≥ (
√
3)3
√
3. (3.30)

Giải. Trước hết, ta chứng minh bất đẳng thức sau:

Với x, y, z là ba số dương thì

xxyyzz ≥ (xyz)
1
3 (x+y+z).

Thật vậy, ta có
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xxyyzz ≥ (xyz)
1
3 (x+y+z)

⇔ x lnxy ln yz ln z ≥ 1

3
(x+ y + z)(lnx+ ln y + ln z)

⇔ (x− y)(lnx− ln y) + (y − z)(ln y − ln z) + (z − x)(ln z − lnx) ≥ 0.

Vì hàm y = lnx là hàm đồng biến trong (0,+∞) nên ta có

(x− y)(lnx− ln y) > 0, ∀x, y > 0.

Do vậy

(x− y)(lnx− ln y) + (y − z)(ln y − ln z) + (z − x)(ln z − lnx) ≥ 0

Suy ra

xxyyzz ≥ (xyz)
1
3 (x+y+z).

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi x = y = z.

Với x = tanA, y = tanB, z = tanC, trong đó A,B,C là các góc của tam

giác nhọn ABC, ta nhận được

(tanA)tanA(tanB)tanB(tanC)tanC ≥ (tanA tanB tanC)
1
3 (tanA+tanB+tanC)

≥ (3
√
3)
√
3 = (

√
3)3
√
3.

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi{
tanA = tanB = tanC
A = B = C,

tức là tam giác ABC là tam giác đều.

�

Bài toán 3.16. Cho tam giác nhọn ABC. Chứng minh rằng với n là số

nguyên dương, ta luôn có

tannA+ tannB + tannC ≥ 3
√
3n.

Giải. Theo bất đẳng thức Cauchy, ta có

tannA+ tannB + tannC ≥ 3 3

√
(tanA tanB tanC)3 ≥ 3

3

√
(3
√
3)n
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(do tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC = 3
√
3).

Vậy ta có điều phải chứng minh

tannA+ tannB + tannC ≥ 3
√
3n.

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC là tam giác đều.

Từ đó, ta có các bất đẳng thức

tan2A+ tan2B + tan2C ≥ 9;

tan3A+ tan3B + tan3C ≥ 9
√
3;

tan4A+ tan4B + tan4C ≥ 27;

. . . . . . . . .

tan2004A+ tan2004B + tan2004C ≥ 31003.

�
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Kết luận

Luận văn " Một số dạng bất đẳng thức trong lớp hàm đơn điệu và áp

dụng trong lượng giác" đã tập trung nghiên cứu một số vấn đề chính sau

đây:

- Hệ thống hóa được các kiến thức cơ bản về hàm đơn điệu bậc nhất, hàm

đơn điệu bậc hai, hàm đơn điệu bậc cao.

- Hệ thống hóa lớp con của lớp hàm đơn điệu đó là lớp hàm đơn điệu liên

tiếp bậc 1-2 và lớp hàm đơn điệu liên tiếp bậc 2-3. Trình bày về hàm tuần

hoàn và hàm đơn điệu tuyệt đối.

- Trình bày một số bất đẳng thức dạng không đối xứng trong tam giác

sinh bởi các hàm sin và cos mà dấu đẳng thức không xảy ra trong tập các

tam giác thường.

- Cuối cùng là một số ứng dụng của hàm đơn điệu theo bậc trong lượng

giác để nhận dạng một số tam giác đặc biệt.

Tuy nhiên luận văn còn rất nhiều bạn chế. Chắc chắn rằng trong thời gian

tới tác giả sẽ tập trung tìm hiểu kĩ hơn về những vấn đề này trong quá

trình giảng dạy và nghiên cứu của mình.

Luận văn này được hoàn thành dưới sự hướng dẫn tận tình của GS-

TSKH Nguyễn Văn Mậu và sự nghiên cứu, làm việc nghiêm túc của bản

thân. Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc của mình đến GS - TSKH

Nguyễn Văn Mậu.

Trong quá trình học tập và hoàn thành luận văn, tác giả cũng chân

thành cảm ơn các thầy cô trong khoa Toán - Tin học trường Đại học Khoa

học, Đại học Thái Nguyên, đã tạo mọi điều kiện cho tác giả về tài liệu và

thủ tục hành chính để tác giả hoàn thành bản luận văn này. Tác giả cũng

gửi lời cảm ơn đến gia đình và các bạn trong lớp Cao học, đã động viên

giúp đỡ tác giả trong quá trình học tập và làm luận văn.
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