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MG dau

C6 thé noi tu duy vé to hop ra dsi tit rat sém, tuy nhién 1y thuyét
td hop dugc hinh thanh nhu mot nganh toan hoc méi vao khoang thé
ky 17 bang mot loat cac cong trinh nghién ctiu clia cac nha toan hoc
xuat sic nhu Pascal, Fermat, Leibnitz, Euler... Mic dut vay, trong sudt
hai thé ky rudi, t6 hop khong déng vai tro nhiéu trong viéc nghién citu
tu nhien. Dén nay véi su hd tro dic luc ctia may tinh, t6 hop da chuyéen
sang linh vuc toan tng dung véi syt phat trién manh mé, c6 nhiéu tng
dung cho con ngudi.

Nhan thic dude vai tro cta 1y thuyét t6 hop doéi véi doi sdng hien
dai, 1y thuyét to hop da dude dua vao chuong trinh toan trung hoc pho
thong. Cac bai toan t6 hgp ngay cang chiém mot vi tri hét sic quan
trong trong cac ki thi hoc sinh giéi toan, olympic toan, vo dich toan...
Toan t6 hop 14 mot dang toan khé, doi héi tu duy logic, tu duy thuat
toan cao, tinh hinh tugng t6t, phit hgp véi muc dich tuyén chon hoc sinh
c6 kha nang vad nang khiéu toan hoc. Hon nita, noi dung cac bai toan
kiéu nay ngay cang gan véi thuc té, va diéu nay hoan toan phit hop véi
xu huéng ctia toan hoc hién dai.

Giai mot bai toan to hop khong hé don gidn. Khi méi lam quen véi
giai tich t6 hop, ching ta van lien tuc dém nham vi nhitng vu dém lap,
dém thiéu, khong phan biét dudc cac dbi tuong t6 hop can ap dung,
khong biét nén sit dung cong cu gi dé giai quyét bai toan. Khi da vuot
qua nhitng khé khan ban dau nay, ta lai gap nhitng bai toan ma viéc ap
dung truc tiép cac quy tic dém co ban va cac doi tuong to hop khong
dem lai két qua mong mudén ngay lap tic. V6i nhitng bai toan nhu vay,
ta can dén cac phuong phap dém nang cao hon.

Dé giai cac bai toan to hop-r6i rac c6 rat nhieu phuong phép. Luan
van nay ching téi da tim hiéu va trinh bay "Mot sé phuong phap
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giai toan té hop"

Ngoai phan mé dau, phan két luan, luan van gom 4 chuong.

Chuong 1. PHUONG PHAP DAI LUGNG BAT BIEN.
Trong chuong nay trinh bay ...

Chuong 2 . PHUONG PHAP HAM SINH.

Trong chuwong nay trinh bay ...

Chuong 3. NGUYEN TAC CUC HAN
Trong chuong nay trinh bay ...

Chuong 4. SU DUNG ANH XA TRONG CAC BAI TOAN
TO HOP.

Trong chuong nay trinh bay ...

Luan van nay dugc hoan thanh véi sy huéng dan va chi bdo tan tinh
cia GS.TSKH .Ha Huy Khoai-Truong Dai hoc Thang Long.Thay da
danh nhiéu thoi gian huéng dan va gidi dap thac mic clia toi trong sudt
quéa trinh lam luan van. T day long minh, t6i xin dude bay t6 long biét
on sau sic dén thay.

Toi xin tran trong gii t6i cac Thay co khoa Toan, phong Dao tao sau
Dai hoc Truong Dai Hoc Khoa Hoc - Dai Hoc Thai Nguyén cling nhu
cac thay co da tham gia gidng day khoa cao hoc 2011-2013, 161 cAm on
sau sac nhat vé cong lao day doé ciia cac thay, co trong sudt qué trinh
gido duc, ddo tao ciia nha truong. Dong thoi toi xin giii 101 cAm on td6i
tap thé 16p Cao Hoc Toan K5C Trudng Dai Hoc Khoa Hoc da dong vien
giup do toi trong qua trinh hoc tap va lam luan van nay.

Toi xin cam on téi S6 Gido duc - Dao tao Tinh Bac Ninh, Ban Giam
hiéu, cac dong nghiép Truong THPT Ly Thuong Kiét Bac Ninh da giup
do va tao dieu kién cho toi hoc tap va hoan thanh khoéa hoc nay.

T6i xin cam on gia dinh, ban be va nhing ngusi da quan tam tao
diéu kien, dong viéen, co vii dé t6i hoan thanh nhiem vu clia minh

Tuy nhién do sy hiéu biét ctia ban than va khuon khd ctia luan vin
thac si, nén luan vian méi chi dimg lai & viéc tim hiéu, tap hop tai lieu,
sap xép va trinh bay két qua nghién ctu da cho theo chu dé dat ra.
Trong qué trinh viét luan vin cling nhu trong qua trinh xit 1y van ban
va su hiéu biét clia ban than nén chic chan khong té tranh khoi nhiing
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thiéu s6t, rat mong nhan dugc nhitng v kién déng gép ctia cac Thay Co
va doc gia quan tam t46i luan van nay.

Thai Nguyén, ngay ...thang ... nam 2013
Tac gia

Dang Thi Thuay
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Chuong 1
PHUONG PHAP DAI LUONG
BAT BIEN

1.1. Giéi thiéu vé phuong phap dai luong bat bién

Nhiéu bai todn cho biét thuc hién mot s6 thao tac trén mot hé doi
tugng nao dé nhu cic s6, quan bai, quan cd hodc nhitng bién da cho.Tuy
bai todn c6 phiic tap nhung an chita nhitng dai lugng bat bién nhu tinh
chin 18 hoiic tong, tich clia cac bién khong thay doi,... Nho phat hién ra,
hodc xay dung nhiing bién cb c6 tinh chat bat bién ctia bai toan, ta co
thé dya vao nhitng bat bién d6 dé di dén 15i giai. Phuong phap dé goi
13 phuong phap st dung bat bién, thuong duge dung trong cac bai toan
t6 hop. Nhitng bai toan lien quan dén bat bién duge chia lam hai loai:
1. Nhitng bai toan 1ay bat bién lam két luan phai tim.

2. Nhitng bai toan lay bat bién lam phuong phap giai.

Thuc ra khong c6 1y thuyét chung ndo cho cac bai toan ma trong dé
c6 dai lugng bat bién. Phuong phap nay chi hinh thanh nhu mot cach
phan loai bai tap c¢6 nhitng ¥ tuéng chung trong 1oi gidi. Vi thé tét nhat
Ja tim hiéu phuong phap bat bién thong qua mot sb6 bai tap cu the.

Nhitng bai tap lya chon ¢ day phu hop vé6i trinh do THPT, dac biét
13 d6i v6i hoc sinh kha gidi. Mat khac, trong khi Iita chon nhitng vi du
dién hinh, ching to6i ¢d gang lam ndi bat nhiing thao tac thuong ding
khi stt dung phuong phap bat bién trong nhiing tinh hudng khac nhau.

1.2. Mot sbé bai toan

1.2.1. Dang 1: Phat hién bat bién trong bai toan

Bai toan 1.3.1. Trén bdng ta viét 10 dau cong (+) va 15 dau tri (-)
tai cac vi tri bat ki. Thuc hién zéa hai dau bat ki trong dé va viét vao do
mot dau cong (+) néu hai dau via xéa la giong nhau va dau tru (-) néu
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hai dau via xéa khdc nhau. Lam nhu vay cho dén khi trén bang chi con
mot dau. Héi trén bang con lai dau gi?

Loi gidi: Cdch 1. Ta thay méi dau cong bang s6 1, moéi dau trit bang s6
-1.Thao tac thuc hién chinh 1a x6a hai sb va viét lai mot s6 1a tich cua
chiing. Vi thé tich clia tit ci cac sb viét tren bang sé khong thay déi. O
thoi diém xudt phéat, tich cac sd trén bang bing -1, nén cudi cing con
lai s6 -1, nghia 13 trén bang con lai dau tr.

Cédch 2. Ta thay moi dau cong bang s6 0, con dau trit bang s6 1. Thao
tac thuc hien la: néu tong clia hai s6 x6a di 1a s6 chin thi ta viét lai s6
0, néu tong la 1é thi ta viét s6 1. Nhu vay tong cac sé trén bang sau khi
thuc hién mot thao tac hoiic 1a khong thay doéi hodc la giam di 2. Dau
tién tong cac s6 trén bang 1a mot s6 1é ( bang 15), nén sé cudi ciing trén
bang con lai 1a s6 1&, vay 1a s6 1, nghia 1a trén bang con dau trir.

Céach 3. Sau khi thyc hien mot thao téac, ta thiay so cac dau trit hodc
khong doi, hodic giam di 2 don vi. Nhu vay tinh chin 18 ciia s6 cac dau
trir cling 14 mot bat bién.Tai trang thai ban dau sé cac dau trir 1a s6 1é
( 15), nén khi con lai mot dau, d6 phai 1a dau trir.

Phan tich ba cdch gidi ta thay: Trong Cach 1 ta thay cac dau béi cac
sO, va 1oi dung tinh bat bién clia tich cac s6 viét trén bang; cach 2 si
dung bat bién la tinh chin 1& clia tong cac s6 va cach 3 1a su bat bién
clia tinh chén 1é ctia s6 cac dau trit. Nhu vay trong cach giai ta sit dung
tinh bat bién cla tich, tong, hoac tinh chin 18 clia cac s6. Qua cach giai
trén ta thay rang khi gap nhiing 16p bai toan ma thao tac lap di, lap lai,
ta phai bién do6i va tim ra nhitng dai luong bat bién ciia thao tac ta thuc
hién. Cha ¥ rang cac thao tac ta thuc hién khong phu thuoc vao thi tu
cac doéi tuong dude chon. O

Bai toan 1.3.2.7Trén bing ta viét tap hop so gom cdc so 0; 1 va 2.
Cho phép xéa hai s6 khdc nhau va dién vao dé so con lai trong 3 so
( Nghia la 2 thay cho 0 va 1; 1 thay cho 0 va 2; 0 thay cho 2 va 1).
Chatng minh rang néu sau mot so lan thuc hién thao tdc trén, trén bing
chi con lai mot s6 duy nhat thi s6 dé khong phu thudc vao thit tu thuc
hién cac thao tac .
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Loi gidi: Ta thuc hien mot lan thao tac thi s6 lugng mdi loai trong ba
loai s trén tang lén hoac giam di 1, suy ra sd lugng cac s6 thay doi tinh
chén 1é. Khi trén bang chi con lai mot s6, nghia 1a hai trong céc s6 0, 1
va 2 ¢6 s luong bang 0 con s6 thit ba bang mot. Nhu vay ngay tit dau
sO lugng hai s6 trong ba s6 trén bang phai c¢6 cling tinh chdn 1& va s6
luong loai s6 con lai c6 tinh chdn 1& khac. Vi thé khong phu thuoc vao
thi tu thuc hien thao tac, cudi cing chi con mot trong céc s6 0, 1, va
2, 50 nay chinh 1& s6 thuoc loai ma s6 luong loai sé d6 khéac tinh chén 1é
v6i s6 Iuong hai loai s6 kia.

Nhan xét. Trong chitng minh bai toan trén, néu so6 luong ca ba loai
sO trén bang c6 cung tinh chan 1é thi du ¢6 thuc hién thao tac trén thé
nao di nita, cudi ciing ciing khong thé nao con mot s6 duy nhat trén
bang. ]

Bai toan 1.3.3. Mot hinh vuong co canh 4 cm duogc chia thanh 16
0 vuong, moi 6 vuong cé canh 1 cm. Tai moi mot trong 15 6 nao dé ta
danh dau cong (+), 6 con lai danh dau tru (-). Nhitng dau J cac 6 vuong
6 thé thay doi dong thoi theo hang, mot cot hodc theo mot dudng chéo.
C6 khd nang sau hitw han lan doi dau theo nguyén tdic trén dan dén tat
cd cdc 6 vuong déu cé dau cong (+) hay khong?

Hinh 1.1 Hinh 1.2

LoJi gidi: Ta thay dau cong (+), trir (-) bang cac s6 tuong tng 1 va -1.
Trang thai ban dau gia st duge mo ta béi Hinh1.1. C6 thé thay rang
tich cac s6 & cac 6 duge to mau trong Hinh1.2 13 mot dai lugng bat

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/



9

bién, vi s6 6 dugc t6 mau trong moéi hang, mdi cot, mdi duong chéo 1a
s6 chin, nén tich ctia ching khong ddi sau mdi thao tac. O thoi diém
xuat phat, tich dé bang -1. Nghia 1a trong cic 6 dudc t6 mau luon ton
tai mot 6 c6 sb -1, suy ra khong thé nhan duge bang khong chita mot
dau tru (-) ndo. O

Bai toan 1.3.4.
Cdc s6 1,2,...,n duge sdp zép theo mot thit tu nao dé. Ta co thé doi chod
hai s0 ké nhau tuy 1. Chiing minh rang, vdi mot so 1€ lan thuc hién phép
tinh, day nhan duoc khdc vdi day ban dau.

Loi gidi: Gid st a,a9,...,ay la cac sd 1, 2, ..., n viét theo thi tu ndo
d6. Ta c6 mot phép thé cta cac s6 1, 2, ..., n .Céc 86 a;, a; trong phép
thé nay goi 14 1ap nén mot nghich thé néu i>j nhung a; < a;. Khi doi
chd hai s6 ké nhau, ta doi thi tu ctia ching trong khi vin gi@t nguyéen
thit tu cac s6 con lai. Nhu vay, sd cac nghich thé sé tang hodc giam mot
don vi. Sau mot s6 18 1an thuce hién phép toan, ta lam thay ddi tinh chin
1é ctia s6 cac nghich thé va do d6 nhan dudgec mot day khac véi day ban
dau. O

Bai toan 1.3.5.
Ngoai bién dong, trén hon ddo sinh song giong than ldn c¢é ba loai mau:
mau xdm cé 133 con, mau nau cé 155 con va mau dé cé6 177 con. Néu
hai con than ldn khdc mau gdp nhau thi ching dong thoi doi mau sang
mau thi ba. Trong nhing truong hop hai con than lin cing mav gap
nhau thi ching gitt nguyén khong doi mau. C6 xdy ra tinh trang trén ddo
tat cd than lan trd thanh cung mot mav dude khong?

Loi gidi: Ta c6 ba s6 nguyén 133, 155, 177 chia cho 3 dudc bo s6 du 1a
1, 2 va 0. Khi d6 xét cac kha nang sau:

Néu mot con than 1an mau xam gip mot con than lan mau nau thi ching
dong thoi doi thanh mau do. Khi dé ta c6 132 con than lan mau xam,
154 con than l&n mau nau va 179 con dé. Nhitng s6 du ctia 132, 154 va
179 chia cho 3 tuong tng 1& 0, 1 va 2, nghia 1a gip lai day du cac s6 du
da cho.
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Néu mot con than lan mau xam giap mot con thian 1an mau doé thi ching
dong thoi déi thanh mau nau. Khi d6 ta c6 132 con thin lin mau xam,
157 con thin lin mau nau vd 176 con than lan mau doé. Lay nhitng s
trén chia cho 3 cho s6 du tuong tng 14 0, 1 va 2 , nghia 1a gap lai day
du cac s6 du da cho.

Néu mot con thin lin mau nau gip mot con than 1an mau do thi ching
dong thoi doi thanh mau xam. Khi dé ta c6 135 con thin lan mau xam,
154 con than 1&n mau nau va 176 con than l&n mau d6. Lay nhitng s6
trén chia cho 3 cho s6 du tuong tng 14 0, 1 va 2 , nghia 1a gap lai day
di cac s6 du da cho Vay bat bién & day la dit thay ddi mau nhu thé nao
thi s6 du ctia cac s6 luong thin lan chia cho 3 déu c6 day du ba s6 0, 1
va 2.

S6 lugng tat ca thin lan trén dao 1a 133+ 155 + 177 = 465 1a mot s6
chia hét cho 3. Néu tat ca than lan déu cing mot mau thi sé du cia s6
luong thin 1an mau xam, mau nau, mau dé chia cho 3 tuong tng 1a 0, 0,
0(vi hai mau con lai khon ¢6 con ndo). Diéu nay vo 1i vi cac s6 du phai
c6 day du cac s6 0, 1, 2 khi chia cho 3. Nhu vay, cau tra 15i 1a khong the
dugec. ]

Bai toan 1.3.6.Cho mot bang hinh 6 vuong co canh 10 cm duogc chia
ra thanh 100 6 vuong nho canh 1 cm. Dat lén do 25 hinh chi nhat co
canh 4 cm va 1 cm, moi hinh ch@ nhat bao gom 4 6 vuong cé canh la 1
em. C6 thé sdp dat nhimg hinh chit nhdt trén bing hinh vuong sao cho
ching phi toan bo bang vuong hay khong?( Moi 6 vuong nhd chi dugc
phi bdi mot hinh cha@ nhat va khong hinh chi nhat nao cé canh 10t ra
khoi bang).

Loi gidi: Ta to bang 6 vuong bang mau den, trang nhu hinh vé.

Ta nhan duge 25 6 den va 75 6 trang. Ta cha ¥y 1a dit hing hinh chi
nhat trén bang vuong sao cho moéi 6 vuong ctia hinh chit nhat trung véi
mot 6 vuong nao do cia bang vuong. Hinh ch nhat nay sé phu lén hodc
12 2 hosic 14 0 6 vuong den. T d6 suy ra khi dat tat ca 25 hinh chit nhat
trén bang vuong, ching sé phi kin mot s6 chin nhitng 6 vuong den. Bdi
vi 86 lugng ctia 6 vuong den da to 1a 25, né khong phai 14 mot s6 chén.
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Hinh 1.4

Nhu vay khong thé phit 25 hinh chit nhat lén hinh vuong dé cho. [

1.2.2. Dang 2: Giai toan bang dai lugng bat bién

Bang cach phat hién ra nhitng dai luong bat bién trong bai toan ta
c6 thé giai nhiéu bai toan. Sau day 1a mot s6 bai tap gitp tim hiéu thém
nhitng cach tim dai luong bat bién trong gidi toan.

Bai toan 1.3.7.C6 ba dong séi gom nhing vién séi nhé cé so luong
tuong ting la 19, 8 va 9 (vién séi). Ta dudc phép chon hai dong séi va
chuyén ti moéi dong séi da chon mot vién sang dong séi thit ba. Sau mot
so lan lam nhu vay thi cé khd ndng tao ra moi dong séi déw cé 12 vién
sot hay khong?

Loi gidi: Dat s6 vién soi trong ba dong soi tuong tng 1a a, b, c. Ta xét
s6 du chia cho 3 ctia nhitng s6 nay. Khi xuat phat, nhiing s6 du nay 13 1,
2, 0. Sau mot lan chon thay doéi, nhing s6 du nay 1a 0, 1, 2 vi hai déng
séi ¢ sut chuyén mot vien séi dén déng thit ba. Nhu vay nhitng s6 du
luon luon 13 0, 1, 2 véi nhitng thi ty khac nhau. Do d6 tat ca cac dong
s6i déu c6 12 vien séi 1a khong thé duge (vi khi dé s6 du 1a 0, 0, 0, vo
Ii). Vay khong thé tao ra moi déng s6i déu c6 12 vien sdi . O

Bai toan 1.3.8.Hai ngudi choi mot tro choi vdi hai dong keo. Dong
keo thit nhat c6 12 cdi va dong thit hai c6 13 cdi. Moi nguoi choi dude
lay hai chiéc keo t mot trong hai dong hodc chuyén mot cdi keo ti dong
thi nhat sang dong thi hai. Ngquoi choi nao khong thé lam duge nhimg
thao tdc trén coi nhu la thua. Hay ching minh rang nguoi choi di luot
thi hai khong thé thua. Nguoi dé coé thé thing khong?
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Loi gidi: Ta ki hieu S 1a gia tri tuyet doi clia s6 keo trong dong thit hai
trir di s6 keo trong dong thit nhat.

Khéi dau S = |13 — 12| = 1. Sau mdi nude di S sé gidm hodc tang len 2.
Nhu vay s6 du ctia S chia cho 4 ¢6 dang 1, 3, 1, 3, ....Sau mdi nuéc di
clia ngudi thit nhat sé du ctia S chia cho 4 luon luon 1a 3. Ta thay ring
ngudi choi bi thua khi va chi khi dén lugt anh ta thi khong con cai keo
nao & dong thit nhat va chi con mot cai keo § déng thit hai.

Khi d6 S = |1 — 0] = 1. Do d6 ngusi di sau luon luon con nuée di, do
d6 ngusi do khong thua. Ta thay rang, hoac 1a tong s6 keo 6 hai déng
gidm di hoac 1& s6 keo & dong thit nhat giam di, nhu vay tro choi phai
c6 két thic, do d6 nguoi choi thit hai phai thang. O

Bai toan 1.3.9.Mdi thanh vién cia mot cau lac b c6 nhiéu nhat Lo
ba doi thii trong cav lac bo ( doi thi ¢ day dwgc hiéu la tuong hé). Chaing
minh rang nhing thanh vién clia cau lac bo c6 thé chia thanh hai nhom
sao cho moi thanh vién trong moéi nhém cé nhiéu nhat mot doi thi trong

cung nhom.

Loi giai: Thoat tién ta chia ngau nhién nhitng thanh vién trong cau lac
bo thanh hai nhém. Ki hieu S 1 s6 cac cdp do6i thi trong ctiing nhém.
Néu mot thanh vién nao dé c¢6 nhiéu hon mot doéi thii trong clting nhém,
thi thanh vién nay c6 nhiéu nhat mot déi thi trong nhém kia. Ta chuyén
thanh vien dé sang nhom kia. Lam nhu vay, ta sé gidm S di it nhat 1
don vi. Vi S 14 mot s6 nguyén khong am, né khong thé gidam mai dugc.
Nhu vay sau mot s6 hitu han lan chuyen doi, méi thanh vién cé thé co
nhiéu nhat mot doi thi trong cing nhém. O

Chu y: Phuong phap ching minh bai toan trén goi la phuong phap
xubéng déc vo han. N6 chi ra ring ta khong thé giam maéi sé khi n6 chi
c6 hitu han gia tri.

Bai toan 1.3.10.Cho 13 doan thang ding, dau trén to do, dau dudi
to zanh. Moi luot nguoi ta doi mau hai dau cia 4 doan thing: dé thanh
zanh, zanh thanh dé. C6 cich nao sau mot so lugt doi mau, dau trén
ctia 18 doan thang duoc to xanh hay khong?

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/
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Loi giai: Nhan thay rang sau méi lan déi mau thi sé dau trén mau do
ciia 13 doan thang, luon thay doi mot s6 chdn, ma ban dau so6 dau trén
mau dé 1a s6 1é (13) nén khong thé c6 kha niang khong c6 dau trén nao
mau doé sau mot s6 lan ddi, tic 1a khong xay ra truong hop ca 13 dau
trén ctia 13 doan thang déu c6 mau xanh. O

Bai toan 1.3.11.7Tai mot hoi nghi ¢6 2n quan khdach. Moi vi khach
dugc mdi cé nhiéu nhat n-1 ké tha. Chdng minh rdng cdc vi khdch cé thé
ngoi quanh mot ban tron sao cho khong ai ngoi canh ké thi cia minh.

B B

Hinh1.2 Hinh1.6

Loi giai: Trudc tien ta xép cac vi khach ngoi vao vi tri bat ki. Goi H 1a
s6 nhitng doi thit dich ngoi canh nhau. Ta phai tim thuat todn dé lam
giam s6 H khi H>0. Gia st (A,B) 1a c@p thu dich v6i B ngoi bén phéai
A ( Hinh 1.5). Ta phéi tach dugc cip nay ra. Diéu nay thyc hién duge
néu c6 mot cdp khac canh nhau (A’B’), ma (A,A’) va (B,B’) khong 1a
nhing cap ké thit. Khi d6 ta déi ché B va A’ (Hinh 1.6) va H sé giam.
Chi con chiing minh rang mot cap (A’,B’) nhu trén luon luon ton tai véi
B’ ngoi bén phai A’ ma A’ 1a ban ctia A va B’ 1a ban ctia B. Ta khdéi dau
tir A va di theo chiéu nguge kim dong ho(di vé phia phai ) quanh ban.
Ta sé bat gip it nhat n ngudi ban (khong phai ké thit) ctia A. Vé phia
phai mdi ngudi ban ciia A ¢6 it nhat n chd. Nhitng chd nay khong thé bi
chiém hét bdi cac ké thit ctia B vi B chi c6 nhiéu nhat n-1 ké thu. Nhu
vay ton tai nguoi ban A’ ctia A ma vé phia phai nguoi nay 13 B’ ma B’
la ngusi ban cua B. H

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/



14

Bai toan 1.3.12 (VMO 2006). Cho m va n la dc so nguyén duong
[on hon 3 va bang 6 vuong kich thudc m x n . Cho phép dat bt vao cac o6
vudng con ciia bang theo cdch sau: moi lan, dat vao 4 6 vuong con (maoi
6 1 vién) ma 4 6 vuong dé tao thanh 1 trong cac hinh dudi day: Hoi bang

Hinh 1.7

cdch trén ta cé thé dat bi vao cic 6 vuong con cta bing sao cho s6 bi
trong moi 6 vuong déu bang nhau hay khong, néu m=2005 va n=2006.

Loi giai: Gia st sau mot s6 hitu han lan phép thyc hién dit bi ctia dé
bai, ta dat dugce vao moi 6 vudng con ctia bang 2005 x 2006 1a k vien
bi. To mau tat ca cac 6 vuong con thuoc hang 1& ciia bang bdi mau den
va coi cac 6 khong t6 mau c¢6 mau trang. Khi d6, s6 6 mau den biang
2.1032 va s6 6 mau trang bang 2006.1002 Ta thay, é mdi lan dit bi, ta
déu dat daung hai vien bi vao cac 6 mau den va ding 2 vién bi vao cac 0
mau trang. Do d6, sau mdi lan dat bi, s6 bi trong cac 6 mau den va sb
bi trong cac 6 mau trang luén bang nhau. Suy ra, khi é méi 6 c6 k vien
bi, ta phai c6 2.1032.k = 2006.1002.k suy ra k=0. Diéu vo Iy nay chiing
td gid sit ban dau 1a sai, vi thé ta c6 diéu phai ching minh. O

Bai toan 1.3.13(Olympic Bungari)
C6 2000 qud cau trang trong mot chiéc hop. Bén ngoai chiéc hop ciing
¢ cdc qud cau trang, zanh va dé vdi so luong khong han ché. Trong moi

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/
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lan thay doi ching ta cé thé thay doi hai qud cau trong hop bdi 1 hodc 2
qud cau theo cdch sau:

2 qud trang bdi mot qud xanh, 2 qud dé bdi 1 qud xzanh, 2 qud zanh bdi
1 qud trang va 1 qud do, 1 qud trang va 1 qud zanh bdi 1 qud dé; hodc 1
qud zanh va 1 qud dé bdi 1 qud trang.

(a) Sau mot s6 hitu han lan thuc hién nhu trén con lai 3 qud cau trong
hop. CMR c6 it nhat 1 qud zanh trong 3 qud cau con lai.

(b) Liéu co thé xdy ra sau mot so hiu han lan thuc hién nhu trén trong
hop con lai ding mot qud cau?

Loi giai: Ta gén gia tri i cho mdi qua cau trang, -i cho méi qua cau do,
va -1 cho mdi qua cau xanh. Ta c6 thé kiém tra lai rang cac phép thay
thé da cho khong lam thay thé cic gia tri clia cic qua cau trong hop.
Tich cac gia tri clia cac qua cau ban dau 1a 200 =1 .

Néu trong hop con lai ba qua cau khong c6 qua nao mau xanh thi tich
cic gia tri clla ching sé 1a: £4, mau thuan. Do d6, néu trong hop con lai
ba qué thi phai c6 it nhat mot qua mau xanh, (a) duge ching minh.
Hon ntta, vi khong c6 qua nao c¢6 gia tri 1 nén trong hop phai chia it
nhat hai qua. Do d6, khong thé xay ra truong hop trong hop con lai 1
qua. O

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/
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Chuong 2
PHUONG PHAP HAM SINH

2.1. Tém tat li thuyét

2.1.1. Dinh nghia

*Dinh nghia 1:Ham sinh ctia day s6 thuc ag; ai; as; ...; ay; ... 14 ham s6
duge xac dinh bdi G(z) = ag + a1z + agz® + -+ + anx” + -

*Dinh nghia 2: Cho day s6 thuc ag;ai;as; ... . Ham s6 cho béi

cong thic G(z) = Z anx— dugc goi la ham sinh dang mil cua day.
n!

2.1.2. Mot sé dang thic lién quan dén ham sinh

=l4+ao+2*+2°+--

1—x
-
1 n(n+1) n(n+1)(n+ 2)
m:1+n$+ 2' $2+ 3' 3 _ZCH-TL 11’.

1 2 3

1+x:1—x+x — x4
1 2 3

1+x=1—sc+a: —x" 4+
1 r 2r 3r

1—:1:7”:1+x +xr +ax 4

* Hai ménh dé thuong duge st dung
+ Ménh dé 1: Cho ham sinh G(z) = (1 + o + 2% +--- )"

a) Dit a” 1a he s6 clia 2" trong khai trién ctia G(x) thi

o
a = r+n—1-

So hoa bdi trung tam hoc lieu http://www.Irc-tnu.edu.vn/
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b) (1 —a™"=1—Cra™ 4+ C22®" — ... 4 (=1)"2™".
c) l+x+2?+--+a2™H)yr=0—-a™"1+z+a22+ )"

+ Ménh dé 2 (Cong thiic xac dinh he s6 tich ctia hai ham sinh)
Cho hai ham sinh ctia hai day (a,); (b,) 1an lugt la:

A(z) = ap + a1z + agz® + - - -

B(x) = by + byx + bpz* + - - -

Dat

G(z) = A(z).B(z) = (ag + a1z + asx® + - ) (bg + by + bo* + - - -)
= agby + (agby + arby)x + (agby + a1y + agbg)z® + - - -

Khi d6 hé sb clia 2" trong khai trien ctia G(x) 1a:
apb, + arb,—1 + aob,—o + - - - + a,_2bo + a,_1b1 + a,by.

* Quy tac xodn : Goi A(x) 1a ham sinh cho day cach chon céc phan ti
tir tap A, B(x) 1a ham sinh cho day céch chon cac phan t1t tir tap B. Néu
A va B roi nhau thi ham sinh cho s6 cach chon cac phan ti tir tap AUB
la A(x).B(x)

Vi du. Xét day CY, CL, C2, ..., C", 0; ... c6 ham sinh la:

F2)=C'+ Cla+C*2% 4+ -+ C'2" = (14 2)".

Ta théy v6i mdi s6 k, s6 C¥ chinh 1a cach chon k phan tit tit tap gom n
phan t, trong khai trién thi n6 1a hé s6 ciia x*.

Day 1a ¥ tuéng chinh ctia viéc st dung ham sinh trong bai toan dém,
thay vi di tinh truc tiép sd cach chon, ta dua vé viéc tinh hé s6 ctia ham
sinh sinh béi day cac cach chon do.

*Vidu : Gid st co 4 loai keo: Chanh, dau, socola, sta. Tim ham sinh

cho so cach chon n cdi keo thoa man cdc diéu kién khdac nhau sau day:
a) Moi loai keo xuat hién so Ié lan.
b) S0 keo ctia moi logi keo chia hét cho 3.

¢) Khong cé keo socola va co nhieu nhat 1cai keo chanh.

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/
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d) C6 1; 8 hay 11 cdi keo socola va co 2; 4 hodc 5 cdi keo chanh.
e) Moi loai keo zudt hién it nhat 10 lan.

Lai giai: a) Vi moi loai keo xuat hieén la nhu nhau nén ta chi can tim
ham sinh cho s6 cach chon mét loai keo.
Ta c6
0 cach chon 0 cai keo
lcach chon 1cai keo
0 cach chon 2 cai keo
1 cach chon 3 cai keo
Vay ham sinh cho s6 céch chon mot loai keo 1a: o + 23 + 2% + - -
Ap dung quy tic xodn ta duge ham sinh cho s6 cach chon n cai keo tit

4 loai keo la

334

(1—a2)"
b) Ta c6 s6 cach chon keo théa man dieu kién sb6 keo ctia mdi loai chia
hét cho 3 1a

Alx) =@+ 23+ 25+ V=1l +a+22+-- )=

1 cach chon 0 cai keo
0 cach chon 1 cai keo
0 cach chon 2 cai keo
1 cach chon 3 cai keo
0 cach chon 4 cai keo
0 cach chon 5 cai keo
1 cach chon 6 cai keo

Ham sinh cho s6 cach chon moi loai keo thoa man dieu kién la:
L+2° 4+ 2% +27 4+ -

Vay ham sinh cho sé cach chon n cai keo tit 4 loai keo thoéa méan dicu
kién la:
1

Bz)=(1+a2*+2"+2"+.- ) = ———.
(1 —2?)

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/
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¢) Ham sinh cho sO cach chon keo socola 13 : 1
Ham sinh cho s6 cach chon keo chanh 1a : 14+ x
Ham sinh cho s6 cach chon keo dau 1a :

1
l+z+a*+a° 4+ =
1—=x
Ham sinh cho s6é cach chon keo sita la:
2 3 1
l+zx+a"+2"+--- = .
1—=x

Vay ham sinh cho s6 cach chon n cai keo tit 4 loai keo thoéa man dieu
kién la:
1 1 1+

C(x) = 1.(1—|—x).1_x.1_x = 01— oF

d) Ham sinh cho s6 cach chon keo socola 1a: z + 3+ !
Ham sinh cho s6 cach chon keo chanh 1a : 22 + x* + 2°

Ham sinh cho s6 cach chon keo dau i :

1
l+z+ai+2° 4+ =
1—2x
Ham sinh cho s6 cach chon keo sita la:
2 3 1
l+x+a*+2"+--- =
1—2

Vay ham sinh cho s6 cach chon n cai keo tit 4 loai keo théa man diéu

kién la:

1 1 1+
3, Ay (2, 4 5
Dz)=(x+2"+x7). (" +x +x)'1—x'1—:1:: 1oy

1'3

= ——— (1+2"+2"9.(1 + 2> + 2%
(1—x)
d) Ham sinh cho s6 cach chon keo sao cho mot loai keo xuat hién it nhat
10 lan 1a
10 112
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Vay ham sinh cho s6 cach chon n cai keo tit 4 loai keo théa man diéu
kién 1a

E(@)=(="+a +27+ ) =21+t +2°+ ) = ——

2.2. Mot sd bai toan

2.2.1. Dang 1: St dung ham sinh trong viéc giai bai toan dém
t6 hdp nang cao
Bai toan 2.2.1..Vao ngay chu nhat, co Hoa di choi va mua qua la
12 qud cam cho 3 dia tré An, Binh, Chi. Hot co Hoa cé bao nhiéu cach
phan phoi 12 qud cam sao cho An cé it nhat 4 qud, Binh va chi moi
nguoi deu cé it nhat 2 qud, nhung Chi khong duge nhiéu hon 5 qud.

Loi giai: Ham sinh cho s6 cach chon qua cho An la:

1 — 5
A(:E):x4+x5—|—x6—|—aj7—|—x8::I:4(1—|—x—|—x2—|—x3—|—:134):x4.1—$.
—x

Ham sinh cho s6 cach chon qua cho Binh la:

1 — 5
B(x):x2+x3+x4+x5+x6:x2(1+x—|—x2+x3+x4):xQ.l—x
—x
Ham sinh cho s6 cich chon qua cho Chi la:
2 3 4 5 2 2 3 , 1—a
Cla)=a"+2°+2" +2°=2"(14+2+2 +x):x.1—.
—x

Ham sinh cho s6 cach phan phdi 12 qua cam théa man diéu kien dé bai
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G(z) = A(x)B(z)C(z)

1—2° ,1—2° ,1—2*
2334. * .332. v . 2. v
1—=x 1—=x 1—=a
81— 25’ (1 — 2
(1—a)
1
:x8(1—2x5+x10)(1—x4)(1 )3
— X
1
_ (x8 12 9p13 4 91T 4 18 3:22)(1 )3.
— X

X N ~ A . + 2 ~ ~
Do can tim hé s6 ctia 21? trong khai trién ctia G(x) nén ta chi quan tam
dén hé sb cua

U(r) = (2° — 2" — 22" 4+ 2217 + 2% — 2%2).

Do d6 U(x) chi ¢6 cac hé s ag; aj thda man.

) . 1
Va hé so ctia 2" trong khai trien V(x) = (1—)3 la b, = C .

Vay hé s6 ctia 2'? trong khai trién ciia G(x) la:
agby + a1ab, = 1.C5 — 1.CY = 14.
Két luan : Co Hoa c6 14 cach phan chia 12 quéa cam cho 3 dta tré thoa
man yéu cau An c6 it nhat 4 qué, Binh va Chi mdi ngudi déu cé it nhat
2 qua, nhung Chi khong dugc nhiéu hon 5 qua
Nhan xét: Thoat nhin ban dau ching ta thay cach gidi bang liét ké cho
107 gidi ngan gon hon cdach ham sinh nhung suy nghi sau thém ching ta
s€ thay doi vdi bai todn cé di kién lon thi cach lam liet ké t6 ra kém hiéu
qud tham chi khé lam duge va mat nhiéu thoi gian hon rat nhiéu.
Chdng han ta thay doi bai todn nhu sau: Vao ngdy nghi chi nhat, co Hoa
di choi va mua qua la 50 cdi keo cho 8 dia tré An, Binh, Chi. Hoi co
Hoa c6 bao nhiéu cach phan phoi 50 cdi keo sao cho An cé it nhat 4 cdi,
Binh va Chi moéi nguoi déu cé it nhat 2 cdi, nhung Chi khong dudc nhicu
hon & caz.

]

Bai toan 2.2.2.06 bao nhiéu cach xép mot gié gom n trdi cay gom
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tdo, chuoi, cam, dao sao cho so tdo phdi la chan, so chuoi chia hét cho
5, chi co thé nhiew nhat 4 qua cam va nhiéu nhat mot qud dao?

Lai gidi: Ham sinh cho s6 cach chon qua tao (s6 chdn ) la:

1
A —1 2 4 6 e — .
(x) +ao°+ 2"+ + T

Ham sinh cho 86 cach chon qua chudi ( s6 chia hét cho 5) la:

1
B)=1+2"+2"0 +2P +... = T

Ham sinh cho s6 cach chon qua cam (nhiéu nhat 4 qua) la:

1 — P

C(af)=l+x+x2+x3+x4:1 :
—x

Ham sinh cho s6 cach chon qua dao ( nhiéu nhat 1 qua) la:

1— 22

11—z
Ham sinh cho s6 cach chon ca 4 loai qua la:

1 1 1—2°1— 22 1

Tl 21— l-z 11—z (1_;[;)2'

G(z) = A(z)B(z)C(z)D(x)

. 1 .
Khai trien G(x) = ———— theo chudi lily thira ta c6
(1—2)

Gx)=1+2x+3z%+---
Vay sb cach chon trai cay théa man de bai 1a n+1 cach. O

Bai toan 2.2.3. Trong mot tii sach ciia Long cé 10 chiéc nhan vang,
20 chiéc nhan bac va 30 vién kim cuong. Héi Long cé bao nhiéu cdach
chon ra 30 do vat dé dem bdn, biét rang moi logi trang sic cé it nhat 1
do vat duoe lay ra.

Loi giai: Ham sinh cho s6 cach chon it nhat mot chiéc nhan vang dugc
chon la:
M)=z+2+2° +-- + 2"
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Ham sinh cho s6 cach chon it nhat mot chiéc nhan bac dude chon la:
N@)=o+2°+ 2+ + 2%

Ham sinh cho s6 céch chon it nhat mot vién kim cuong duge chon 1a:
Plx)=z+2*+2° +- + 2%

Ham sinh cho s6 cach chon 30 do vat dé dem ban,biét rang mdi loai
trang stc c6 it nhat 1 do vat dugce lay ra la

G(z) = M(x)N(x)P(x)

=@+ +2°+ -+ e+ 2P+ ) e+
=21 +a+22+ -+l +z+22+ - +2)A+ o+ 22+

31_1/.10 1_1.20 1_1.30
l—2z 1—2 1—2x
.1,‘3(1—:610)(1—.%20)(1—3330)

=X

3
(1—=)
FH(1 — 30 — g2 | g0 _ 10 4 40 4 30 60
- (1—a)*
P11 — 220 4 10 4 50— g0
(1—a)
_ (P — 2= g P ), 1 '
(1 -z
Dat
1
Alx) = (2% — 2! — 2% 4 28 + 2% — 29, B(z) = 5
(1—=)
He s6 khac 0 va ¢6 bac nho hon 30 clia A(x) 1a:
az = l;a13 = —1;a3 = —1.
1 o0
Va B(z) = m = ZC;er c6 he s6 ctia 2" 1a 0" = C .
r=0

Vay hé s6 ctia % trong khai trién ctia G(x) 1a:

a3b27 + a13b17 + a23b7 = ng — C%g — Cg = 199.
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Vay Long c6 199 cach chon 30 dd vat dé dem ban, biét rang mdi loai
trang stic ¢6 it nhat 1 do vat dugc lay ra. O

Bai toan 2.2.4 (Bai 5 VMO 2012).Cho mét nhém gom 5 co gdi,
ki hieuw G1, G2, G3, G4, G5 va 12 chang trai. C6 17 chiéc ghé xép thanh
mot hang ngang. Nguoi ta xép nhém nguoi da cho ngoi vao cdc ghé do
sao cho cdac dieu kién sau dugc dong thoi théa man:

1) Méi ghé c6 ding mot nguoi ngoi.

2) Thit ty ngoi clia cdc c¢o gai zét tu trdai qua phdi la:G1,G2,G3,G4,G5.
8) Gitta G1 va G2 ¢ it nhat 3 chang trai.

4) Gitta G4 va G5 c6 it nhat 1 chang trai va nhiéu nhat 4 chang tras.
Héi c6 tat cd bao nhiéu cdach zép nhu vay?

Loi gidi: Goi ; 1& s6 chang trai dugc xép bén trai G1.
To 12 86 chang trai dugce xép gitta G1 va G2.

x3 13 s6 chang trai dugce xép gitta G2 va G3.

x4 12 86 chang trai dugce xép gitta G3 va G4.

x5 13 86 chang trai dugce xép gitta G4 va Gb.

x¢ 12 s6 chang trai duge xép bén phai Gb.

Khi d6 bo s6 (z1, T2, 73, 24, 5, T6) hoan toan xac dinh vi tri cac co gai
va ta co:

i) v1 + 29+ a3+ 24 + 25 + 26 = 12,

i) x> 3.

i) 1< 25 < 4.

Ta di tinh s6 cach chon bo (x1, z2, 13, T4, T5, 7).

: ) oz s 1
Ham sinh cho so cach chon 1, x3, x4, T¢ giong nhu nhau va bang 13
t3

1t
Ham sinh cho s6 cach chon z5 1a ¢t + 12 +#3 + 2 = t(1 +t + 12 + 13).
1

Ham sinh cho s6 cach chon bo (x1, x9, T3, T4, T5, Tg) 1A

Ham sinh cho s6 cach chon o 1a 3 + 4 +¢° + - -

4 t tP 16 t7

f(t) = (1 _t)5(1+t+t2+t3) - _t)5+(1 _t)5+(1 _t)5+(1 i
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S6 can tim chinh 1& hé s6 ctia t!? trong khai trién ctia f(t) thanh liy
thita hay chinh bang téng cac hé s6 cta t%;t7; t%: t> trong khai trién cta
glt) = .

(t) - R
He 6 ctia t™ 1a Cn+4
Vay s6 cach chon bo (z1, za, 23, 24, x5, 76) 1a: Ciy + C, + Cl, + Cs.

Do vai tro cia 12 ngudi nam 14 nhu nhau nén s cach xép thoa man dieu
kién bai toan la: (Cjy + Cj; + Cjp + Cg).121. O

Bai toan 2.2.5.
C6 bao nhiéu cdch doi n dollars thanh cic dong 1 dollars va 2 dollars?

Loi giai: Goi a, 1a s6 cach doi n dollars thanh cac dong 1 dollars va b,
14 s6 cach déi n dollars thanh cac dong 2 dollars. Khi d6, sé cach déi n
dollars thanh cac dong 1 dollars va 2 dollars la:

Sy, = Z apby.

pt+qg=n
1
Ham sinh cta day (ay) 12 A(z) =1+ x+22+--- = ]
—
1
Ham sinh ctia day (bn) léB(:E):1+x2+x4+...:1 5
—
1

Suy ra ham sinh cta day S, la S(x) = A(x).B(z) =

Ta co

1 1
[(1—;5)2 =

[(1+ 2z + 32" +- )+(1+:c2+:c4+---)]

S(x) =

[\DIH N | —

—14+a2+202+ 223 + 322+ 32° + -
. m
= — 1)z".

Vay s6 cach doi n dollars thanh cac dong 1 dollars va 2 dollars la:
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Bai toan 2.2.6. C6 bao nhiéu s6 c6 4 chit so chia hét cho 3, biét cdc
chit s6 nay duge lay tw tap A = {1,2,3,4,5}.

Lai giai: SO céc s6 can tim bang s6 cac bo X = (x1, X2, X3, X4) thda man

4
i=1
Ta ki higu tong cAc phan tit ctia X 1a S(X).
Xét tap M = {X = (v1.292, 23, 24)| x; € A}
M; ={X € M\S(X) = j(mod3)},j=0,1,2.
2
Ta c6 M; N M, =@,Vj#k; | M; =M.
=0

]:
2
suy ra y_ |[M;| = M = 5%
=0

Ta can tinh M,.

Xét phuong trinh x? +x 4 1 = 0 ¢6 hai nghiém phiic phan biét. Goi o 1a
mot nghiém bat ki clia phuong trinh trén, suy ra o ciing 1a mot nghiem
clia phuong trinh o = 1, hon nita o* = o’ néu j = k(mod3).

V6i tap {1, T2, T3, 24} ta xét moi tap gom mot phan tit {z;}, xét day s6
cac cach chon cta x; trong tap.

S6 0 c6 0 cach chon, s6 1 ¢6 1 cach chon, s6 2 c¢6 1 cach chon s6 3 ¢6 1
cach chon, s6 4 c¢6 1 cach chon, s6 5 ¢6 1 cach chon, tit s6 6 trd lén c6 0
cach chon.

Vay tacoday 0, 1,1, 1,1, 1, 0, 0O,...

Ham sinh ctia day 1a:  + 22 + 23 + 24 + 2°.

V6i bon phan ti vai tro nhu nhau, suy ra ham sinh ctia s6 cach chon bo
boén phan tit trong M la:

20
f@)=(r+2*+ 2%+t +2°) = Zacj.
j=1

20
Suy ra f(a) = > o’.
j=1

Trong mdi s6 hang, s6 mfi ctia o chinh 14 tong ctia 4 s6 (khong bit buoc
doi mot khac nhau ) 1ay tir A
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Vi thé c6 thé viét
2
fla)y=Y_ a0 =>"|M;l o,
XeM j=0
Ma ta co:
fla)=(a+a*+a*+a*+ ) ' =(a+ o’ +1+a+a?)?
= (20°+20+2- 1) = (-1 =1
vi o 1a nghiém ctia phuong trinh x> +x+1 =0
Do do6 ta co
2
> IMjlod =1 [My|o® + [Mi|a+ | My — 1 =0.
§=0

Do « la nghiém bat ki ctia phuong trinh x> + x4+ 1 = 0 nén ta co
| Ma| = [My] = | M| — 1.

5%+ 2
Suy ra |My| = T+
~ 2 54 + 2 L 7 ~ L . L « L 2 ~ S N S
Vay co sO ¢6 4 chit so chia hét cho 3, biét cac chit s6 nay dugce lay

tir tap A = {1,2,3,4,5}.
0

Bai toan 2.2.7 (M4 rong cua Bai toan 2.2.6).Tim sé tat cd cé
n chit so lap t cdc chit s6 3,4,5,6 va chia hét cho 3.

LaJi gidi: Mot s6 chia hét cho 3 néu tong cac chit s6 ctia n6 chia hét cho
3. Méi chit s6 c6 the 1a 3,4,5,6.
Xét ham sinh

G(x) = (2 +2* + 2+ 2°)" = go + 1 + go7” + - - - + ggna™"
Goi s tat ca c6 n chit s6 1ap tir cac chit s6 3, 4, 5, 6 va chia hét cho 3 1

S,, thi S,, chinh 13 tong cac hé sd clia cac s6 mil chia hét cho 3.
21

Goi € = e 3 1acin bac ba nguyén thiy ctia phuong trinh x* = 1, ta c6
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E2+e+1=0.
Suy ra

G(1)+G(e)+ G =3g0+(1+e+e)g+(1+e+e*)g+3g3+ -+
=3(go+g3+gs+--) =35

Vay S, = 2(G(1) + Gle) + G(2)

1 n n n
= [Q+14+14+D)"+(E+1+e+1) +(e+14+"+1)"]

= 5(4” + 2).
]
2.2.2. Dang 2: Sit dung ham sinh dé tinh téng cac biéu thiic
t6 hop va chitng minh cac dang thic té hop
Bai toan 2.2.8.
Cho n la s6 tu nhién. Tinh cdc tong sau:
1) Z CFCI" wdi m la s6 tw nhien va m < n.

2) ZO( D)'CrCst, wdirla sé tw nhién va r < n.
r=

n
Loi giai: 1) Dat a, = >, CFCp
k=m

Xét ham
f(z) = Zanx — > Y Chpa
n=0k=m

= S cicyan = 3 opat 3ot

k mn= k=m n==k

ZUk M 00 xk—m

_ Cm _ Ckz—

k;;n :;(1 . f]f)k+1 (1 . x)nl-l-l k;;nm k (1 . x)kfm
B T 1 _ T

(1 . x)m-l-l (1 B €T )m+1 (1 . 237)m+1

1—=x

Vay hé s6 ctia 2" trong khai trién 1a a, = C'2"~™,
n

2) Dat ak:Z( )Cr C2n 2r:

r=0
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Xét ham sinh
F(z) = kz_oakl’k - Z Z( 1)"C;,C5,_p,x"

( 7“ Z C2n 2L

( )r ( x)2n 2r _ (.1’2 + Qx)n

>

Suy ra F(x) = :c”(:c +2)™.
Vay ap—1 — 0. []

Bai toan 2.2.9. Cho m, n la hai s6 nguyén duong. Ching minh rang

m n

m+n ok m m+j
Z C2m k2 =4 Z C2m+1'
k=0 j=1
2m+1 2m~+1 .
Loi giai: Taco 22t = > C, ., =2 > C ..
1=0 t=m-+1
2m—+1 )
Suyrad™ = > Cj, ..
i=m+1
n i 2m+1 .
j=1 Jj=m+n-+1
2m—+1 .
J=t+1
00
Xét ham sinh F(z) = > aa’.
t=0
oo 2m—+1 j .
Vay Fz) = % 5 Cha.
t=0 j=t+1
2m+1j5—-1 |
= Z Z CQm—Hx
- = 2m—+1 T 1
1 gml gl
= 1( > Comp12’ > C2m+1)
X j=0 j=0

1
x J—
= (14+2)*" +2(1 + )" ' ... 227,
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T do6 ta dude hé s6 clia 2 trong khai trién ctia F 1
2m

ar = Z C§-22m_‘7.
=0

Suy ra dang thic can chitng minh
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Chuong 3
NGUYEN TAC CUC HAN

3.1. Ca sé li thuyét

3.1.1. Khai niém diém cuc han

Mot trong nhitng 16i khuyén déi v6i ngudi lam toan la: "Hay cha y
xét cac truong hgp dac biét"

Khai niem truong hop diic biét c6 thé hiéu theo nhiéu goc do:

1) Déi v6i mot da giac, cac diém dac biet 1a nhiing diém thuodc canh
( diém bién), cac dinh ( diém cyc bién) hodc cac diém ma tai d6
c6 mot dac trung nao d6 cia hinh dat gia tri dac biet(= 0; = oc;
khong xac dinh; dat min; dat max; ...), vi du diém trong tam cua
hinh.

2) D6i v6i mot tap hop sap thit tu,cic diem dic biét 1a nhiing phan ti
16n nhat hosic phan tit nhé nhat cua tap hop.

3) Trén truc s6 c6 ba diém dac bist 1a 0; —oo; +oo.

4) Doi v6i mot bai toan c6 dieu kien, cac truong hop dac biét xdy ra
khi cac bién c¢6 mit bang nhau hodc xay ra dau bing trong cic danh
gia cua dieu kién.

5) D6i v6i mot ham s6, cac diém dic biét 14 nhitng diém ma tai do
ham s6 khong xac dinh, hosic bang 0, hoac dat cuc tri, ...

6) D6i voi mot dudng cong, d6 1a cac diém gian doan, diém cyc tri,

« 2 £ + 2 (PN
diem uon, diem bién, ...

Cac diém, truong hop dic biét néi trén dude goi chung la céc diem
cuc han. Tém lai, diem cuc han 1a cac diém ma tai d6 mot diic trung nao
do6 ctia doi tugng dang xét dat khiing hoang, hay 1a c¢6 thay doi vée chat.
Tuy theo trusng hgp ma diém cuc han cé céc tén goi khac nhau. Chang

So hoa bdi trung tam hoc lieu http://www.Irc-tnu.edu.vn/



32

han : "Diém ki di " trong 1i thuyét ham phitc, "Diém t6i han" khi xét sy
bién thién ctia ham s6, "Diém gian doan" khi xét tinh lién tuc cia ham
s6 .... Cac diém cuc han ctia mot hé thong cé vai tro quan trong trong
viéc khao sat hé thong do.

3.1.2. Mot sé dinh li

Ta chi xét mot s6 truong hop dac biét, rieng ctia diém cuc han. Mudn
vay, truéc hét phai chi ra sy ton tai ciia no.
* Dinh 1f 2.1. ( Vé sy ton tai diém cyc han ctia tap hop). Trong tap hop
gom hitu han phan ti 1& cac s6, luon ton tai phan t 16n nhat va phan
ti nho nhat.
Dinh Ii trén la truong hgp dic biét ctia dinh 11 sau day:
* Dinh 1f 2.2. Xét tap A gom hitu han phan ti. Mdéi phan ti z € A
duge dat tuong tng v6i mot trang théi f (x) ndo dé cua né. Khi do,
néu moi trang thai f (x) c6 mot dac trung P(f(x)) va tap cac dic trung:
{P(f(x))|x € A} c6 thé sap thit tu thi ton tai
min P(f(x)) va max P(f(x)).
zeA zeA
Heé qua 1: Néu vai tro ciia cac chi s6 trong tap gom n s6: o1; 9} ...; T, 1a
nhu nhau thi ludn c¢6 thé gid si: 1 < 23 < ... < .

Mot trong nhing tng dung ciia diém cuc han 1 nguyén li ndi tiéng
cua Pontriagin:

Néu Elmifll f(:c);majc f(x) thi céc gia tri min; max d6 thuong dat tai
re xre

nhitng diém cuc han cia A.
3.2. M6 ta n6i dung phuong phap

Khi khio sat mot tinh chat nao d6 clia cac phan ti ctia tap A, ta ¢
thé xét tinh chat do tai diem cuc han x € A. Do x 1a diém cuc han nén
ta ¢6 them nhitng thong tin( diéu kién) phu ddi véi x. T cac két qua
clia viec khao sat tai nhitng diém cuc han ta c6 thé du doan két qua
chung cho cac phan tit thuoc A.
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3.3. Mot s6 bai toan

Bai toan 3.4.1.C6 3 truong hoc, moi truong cé n hoc sinh. Moi hoc
sinh quen vdi it nhat n+1 hoc sinh t hai truong khdc. Ching minh rang
nguor ta co thé chon ra to moi truong mot ban sao cho ba hoc sinh duoc

chon dot mot quen nhau.

Loi gidi: Ro rang 6 day can quan tam dén phan tit "cyc han" 1a nguoi
c6 nhiéu ban nhat, vi chiung ta dang muén tim nhitng ngudi quen nhau
doi mot.

Goi A 1& hoc sinh c¢6 nhiéu ban nhat 6 mot truong khac. Goi s6 ban
nhiéu nhat nay 1a k. Gi4 stt A & truong thit nhat va tap nhitng ban quen
ATa M= {B,Bs,...,By}

6 truong tha 2.

Theo gia thiét, c6 it nhat mot hoc sinh C & truong thit 3 quen véi A. Vi C
quen khong quéa k hoc sinh ¢ thudng thit nhat nén theo gia thiét C quen
véi it nhat n+1-k hoc sinh ctia truong thit hai, dit N = {Dq, Do, ..., Dy}
14 nhitng nguoi quen C & truong thi hai thi m >n+1—k Vi M, N deu
thudc tap hop gom n hoc sinh va [M|+ |N| > k4+n+1—k =n+1nén
ta c6 M (N # ¢ .Chon B nao d6 thuoc M (N thi ta c6 A, B, C doi

mot quen nhau. [

Bai toan 3.4.2. Trén bing cé 2010 cau khang dinh:
Cau 1. Trén bing cé it nhat mot cau khang dinh sai.
Cau 2. Trén bing cé it nhat hai cau khang dinh sai
Cau 2010. Trén bing cé it nhat 2010 cau khang dinh sai.
Hoi nhing cau nao ding?

LaJi gidi: Goi A 1a tap hop céac chi s6 k sao cho cau khing dinh thd k
la cau dang. Vi cau tht 2010 khong thé 1a cau ding nén cau 1 1a cau
ding, do d6 A # ¢ Vi A c6 hitu han phan tit nén ton tai mot phan ti k
16n nhat. Do k € Anén 1,2,3,....k —1 € A. Do k la phan tit 16n nhat
cia A nén k +1,...2010 € A. Suy ra |A| = k.

Goi B 1a tap hop cac chi s6 k sao cho cau khing dinh thi k 1 cau sai.
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Do cau khang dinh tht k 13 cau ding nén |B| > k. Do cau khang dinh
thtt k+1 sai nén |B| < k. Suy ra |B| =k

Mit khéc |A| + |B| = 2010 nen k=1005

Vay cac cau khang dinh ding 1a 1, 2, ...,1005. ]

Bai toan 3.4.3.Trén mot ban cd quoc té kich thude n x n, ta dat cdc
quan ze théa man dieu kién sau: Néu c6 mot 6 nao dé khong cé quan ze
thi tong so cdc quan ze ding cung hang va cing cot vdi 6 dé khong nhé

2

. n
hon n. Ching minh rang trén ban co co khong it hon 5 quan we.

Lai giai: Ton tai mot duong (hang ho#c cot, gia sit 1a hang) ¢6 s6 quan
xe nho nhat (gia st 1a k quan xe).

n n2

Néu k > B thi tong so cac quan xe S thoa man S > ng =5

) n ) ..
Neu k < 5 thi trén duong dang xét con c6 n- k 6 trong. Trong moi cot
cia n-k cot di qua nhing 6 trong d6 c6 > n — k quan xe va tong sd cac
quan xe nhu vay 1a > (n — k)2 Trong k cot con lai ¢c6 > k? quan xe.

Mt khac, dé thay:
2

[(n—k)2+k2 —%:2(%—/@220. 0

Bai toan 3.4.4(HSG QG -1992-1993 bang A).C6 80 san bay ma
khodng cdach gitta cdc cap san bay bat ki déu khdc nhau va khong cé ba
san bay nao thing hang. Cung mot thoi diém tit mdi san bay cé mot
chiéc may bay cat cdnh va bay dén san bay nao gan nhat. Chiing minh

rang trén bat ki san bay nao cing khong thé cé qud 5 mdy bay bay dén.

Loi gidi: T gia thiét suy ra néu cac may bay bay tit cic san bay M va
N dén san bay O thi MN 14 canh 16n nhat trong tam gidc OMN. Vi vay
ZMON la géc 16n nhat trong tam giac OMN va do d6 ZMON > 60°.
Gia stt O 1a san bay c6 s6 may bay bay dén la nhiéu nhat(=n) va céc
may bay d6 bay dén tit cac san bay My, Ms, ..., M, (Tén clia cac san bay
duge dat sao cho cac tia [OM;) va [OM;41) 1a ké nhau va duge xép theo
chiéu ngugc chicéu kim dong ho M, 1 := Mj). Do khong c6 ba san bay
nao thang hang nén ta sé dude n goc ZM;OM;,1 c6 tong bing 360° Goc
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) ) 360"
nho nhat trong so cac goc d6 phai < —— .Nhung theo trén goc dé phai
n
0 e o 30607 0
> 60" . Tudotact: — = 60" =n<b6=n<b5h. O
n

Bai toan 3.4.5.Mot quoc gia c6 2005 thanh pho.Gitta hai thanh pho

bat ki déw co duong noi vdi nhau.Do dai cia cdc con duong dé doi mot
khdc nhav. Tt mot thanh pho A nao dé ta di dén thanh pho B khdc theo
con duong ngan nhat. Tu B lai di dén thanh pho C theo con dudng ngdn
nhat khdc vdi con duong via di. Cié nhu vay cho dén khi khong thé di tiép
theo qua tic dé nia. Hoi trén duong di cé thanh pho nao dude di qua hai
lan hay khong?.
Loi giai: Biéu dién cac thanh phd béi diém A;, (j € 1,...,2005) trén
mit phing. Gia sit ta xuat phat tit diem A4; va di dén diém A,. Khi dé
A1 As 1a doan ngan nhat trong cac doan A1 A; va Ay 1a duy nhat. Xét
cdc doan Ay A; va tim doan ngan nhat trong s6 cdc doan d6.C6 thé xay
ra hai kha nang:

Khé ndng 1:  Min  AyA; = A A;. Khi d6 dudng di két thic tai Ay
jel,....2005,j#2

va khong c6 thanh phd nao duge di qua hai lan.

Kha néng 2 Min AQAj = A2A3 . Khi do Ag 1a duy Hhét va
j€1,...,2005,5#2

AsAg < AyA; Ta di tiép dén diém As. D6i véi diem As ta cling lam nhu
vay. Gia st duong di két thic tai diem A, thi theo lap luan trén, méi
diémA; &k € 1,...,n) dudc chon mot cach duy nhat va A Ay > Ay Az >
> AAL > > Al A,

Gia st tréen duong di ta di qua diém Ai hai lan, thé thi duong di trén
chita mot duong gap khic khép kin:

AiAi1Aip - AgA
Theo nhan xét trén ta co
AiAir > A Aipe > > A Ay > AR Ay = A > AiAy,

Diéu nay 1a vo 1i ( Trai véi cach chon diém A; + 1 1a diém duy nhat c6
khoang cach ngan nhat téi A;). Vay trén duong di khong c¢6 thanh phd
nao ducc di qua hai lan. O
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Bai toan 3.4.6.C¢ 2009 van dong vién thi dau bong ban theo thé
thite dau vong tron, moi cau thi dau vdi tat cd cac cau thi con lai. Két
qud cdc tran dau chi cé thang hodc thua, khong cé hoa. Chitng minh rang
co thé zép 2009 van dong vién theo hang doc sao cho nguoi ding trudc
thdang nguoi ding ke sau.

Loi gidi: Xét tat ca cac cach xép mot s6 van dong vién theo hang doc
sao cho nguoi ding trude thang ngudsi ding ké sau. Vi s6 cach xép nhu
vay 1& hitu han nén ton tai mot cich xép T c¢6 nhiéu van dong vién nhat.
Ta chitng minh cach xép T théa man yéu cau bai toan.

That vay, gid st T khong chia tat ci cac van dong vién va A 1a nguoi
khong nam trong cach xép T. Gid stt trong cach xép T c6 n ngudi

A17A27 <. 7A117

sao cho A; thang A; + 1. Néu A thang A; thi cach xép A, A1, Ay, ... Ay,
c6 nhiéu van dong vién hon cach xép T. Do d6 A thua A;. Lap luan tuong
tu nhu vay ta dan dén A thua tat ca cac van dong vien Aq, Ao, ..., A,.
Nhung khi d6 cach xép Aq, As,..., Ay, A c6 nhiéu van dong vién hon
cach xép T, vo li. Vay cach xép T phai chita tat ci cac van dong vien va

ta c6 dieu phai chitng minh. O

Bai toan 3.4.7.Cho mot s6 hitu han dz'ém, trong dé c6 mot so hitu
han diém mau den, con lai la diém mau trdng. Biét ring :
i) Moi diem den déu dugc noi vdi it nhat mot diém trang.
i) Khong c6 diém tring nao dugc noi vdi tat ca cac diem den.
Chitng minh rdng ton tai mot nhom 4 diém gom 2 diém den va hai diém
trang ma moi diém duge néi vdi dingmot diém khdc mau cia nhom.

LJi gidi: Goi A 1a diém trang dugce ndi véi nhiéu diém den nhat. Do
diéu kién ii) nén ton tai diém den khong duge néi véi A, goi d6 1a diem
B. Do diéu kién i) ma B phai duge ndi v6i mot diém trang khac A, goi
d6 1a diém C. Trong tat ca cac diem den duge ndi véi A ton tai mot diem
khong duge ndi véi C, goi d6 1a diém D (vi néu khong ton tai thi diem
traing C dugc ndi v6i nhicu diém den hon A, trai v6i cach chon diém A).
Nhu vay nhém 4 diem A, B, C, D la nhém can tim. O
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Bai toan 3.4.8. Cho tdp hop X gom hitu han cdc diém trén mat
phang.Méi cap diém bat ki duge noi vdi nhau bdi mot doan thdang va to
bang mot trong hai mau zanh hodc dé. Biét ring néu hai diémA va B
thuoc tap hop X la dau mat cia cung mot so doan thcfng xanh thi khong
ton tai diém C thuoc tap hop X sao cho AC va BC cung to xanh.Ching
minh rang ton tai mot diém ma né chi la dau mat cia diung mot doan

thing zanh.

Loi giai: Vi sd diem thudce X 1a hitu han nén c¢6 thé tim duge mot diém
A 13 dau mit ctia nhidu doan thang t6 mau xanh nhat.

Gia sit ABy, ABs, ..., ABg t0 mau xanh va

B; 14 dau mit cla n; doan thang xanh.

T dieu kién bai toan ta suy ra ni, no,...,n, doi mot khac nhau.

Mzt khéc cac s6 ny, no, . . ., nx nhan cac gia tri nguyén trong khoang tu 1
dén k nén chic chan ton tai n; = 1. Ta ¢6 diéu can phai chitng minh. [

Bai toan 3.4.9 (Bai toan Sylvester). Trong mdt phdang cho n diém.
Biét rang, moi duong thang di qua hai diém bat ki déu di qua mot diém
thi ba khdac. Ching minh rang n diém da cho thang hang.

Lai giai: Gid st n diem da cho khong thang hang. Goi S 14 tap hgp gom
n diem da cho va T = {(4,B,C) : A,B,C € S va d (A, BC) > 0}

Vi n diém da cho khong thang hang nén T # ¢. Vi T ¢6 hitu han phan
tit nén theo nguyén tic cyc han, ton tai phan tit (A, B, C) € T sao cho
d(A,BC) nho nhét
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Theo gia thiét, duong thang BC con di qua diém tht ba D € S. Khong
méat tinh tong quat ta co the gia st C nim gitta B va D.

Ké AHLBC, HK LAD,CELAD.Ta 6 CE < HK < AH.

Suy ra phan tit (C,A,D) € T ¢6 d(C,AD) < d(A,BC), vo li.Vay n
diém da cho thang hang. []
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Chuong 4
SU DUNG ANH XA TRONG CAC
BAI TOAN TO HGP

4.1. Kién thic co ban

4.1.1. Anh xXa

* Dinh nghia. Mot anh xa f tU tap X dén tap Y 1a mot quy tac dit
tuong tng moi phan tit x ciia X véi mot (va chi mot) phan tii ciia Y.
Phan tit nay duge goi la anh clia x qua dnh xa f va duge ki higu 1a f(x).

(i) Tap X dugce goi la tap xac dinh cta f. Tap hop Y duge goi la tap
gia tri cua f.
(ii) Anh xa f tit X dén Y dugc ki hieula f: X =Y

=y = f(z)

(i) Khi X va Y la céc tap s6 thyc, anh xa f dugce goi 1a mot ham s6 xac
dinh trén X.

(iv) Choa € X,y € Y . Néu f(a) = y thi ta n6i y 1a anh clia a va a la
nghich anh cta y qua anh xa f.

(vi) Tap hop Y = {y € Y|3zr € X,y = f(x)} goi 1a tap anh cta f. Noi
cach khac, tap anh f(X) 1a tap hop tat ca cic phan tit cia Y ma
¢6 nghich anh.

4.1.2. Don anh, toan anh, song anh

* Pinh nghia. Anh xa: f : X — Y duoe goi 1a don anh néu véi
a€ X,be X maabthi f(a)# f(b), tiic 1a hai phan tt phan biét sé
¢6 hai anh phan biét.
Tt dinh nghia ta suy ra anh xa f 14 don anh khi va chi khi véia € X, b €
X ma f(a) = f(b), ta phéi c6 a = b.
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* Pinh nghia.Anh xa f : X — Y dudc goi 1a toan anh néu véi mdi
phan ti y € Y déu ton tai mot phan tt x € X sao cho y = f(x). Nhu
vay f 1a toan d4nh néu va chi néu y = f(X).

* PDinh nghia. Anh xa f: X — Y dudc goi 1a song anh néu né via 1a
don anh vita 1a toan anh. Nhu vay anh xa f : X — Y 14 song 4nh néu
va chi néu v6i mdi y € Y, ton tai v duy nhat mot phan ti z € X dé

y = f(x).

4.1.3. Anh xa ngudc cua mot anh xa

* Dinh nghia. Anh xa ngude cia f, duge ki hieu béi !, 14 anh xa
tt Y dén X gan cho mdi phan tit y € Y phan tit duy nhat z € X sao
cho y = f(z). Nhuvay f~!(y) =z & f(z) =y.
* Chu y. Néu f khong phai 1a song anh thi ta khong thé dinh nghia
ducc anh xa nguge cua f. Do d6 chi néi dén anh xa ngucce khi f 13 song
anh.

4.1.4. Anh xa hop
* Dinh nghia. Néug: A — Bva f: B — C va g(A) C B thi 4nh
xa hgp fog: A — C duge xac dinh béi (f o g)(a) = f(g(a)).

Kihiéupn:eopo...op.

n

4.2. Phuong phap anh xa

4.2.1. Nguyén ly anh xa
Cho A va B la céc tap httu han khéac rong va f : A — B la mot anh
xa. Khi do,

a) Néu f 1a don anh thi |A] < |B].

b) Néu f 1a toan anh thi

Al > |B|.
¢) Néu f 1a song anh thi |A| = |B|.

Phuong phap anh xa dua vao ¥ tudng rat don gian:
* Néu ton tai mot song anh tit tap hitu han A vao tap hitu han B thi

So hoa bdi trung tam hoc lieu http://www.Irc-tnu.edu.vn/



41

|A| = |B|. Do d6, mudn chitng minh hai tap hop c6 cting s6 phan ti, chi
can xay dung mot song anh giita ching. Hon nita, ta c6 thé dém dugc
sO6 phan tit clia mot tap hop A bang cach xay dung song anh tit A vao
mot tap hop B ma ta da biét cach dém hoidc dé dém hon.

* Néu ton tai mot don anh (tuong tng toan anh) tit A vao B thi
|A| < |B]| (tuong tng |A| > |B| ). Do d6, don anh va toan anh chu yéu
dugce st dung dé ching minh cac bai toan lien quan dén bat dang thiic
td hop. Chuyén bai toan can chiing minh vé viéc so sanh sé phan ti clia
hai tap hop, trong d6 c6 mot tap hgp da biét cach dém hoidc dé dém.
Tuong tu nguyén ly Dirichle, vé mat ¥ tudng thi hét sic don gidn
tuy nhién thyc thé thi khoéng phai don gian nhu thé. Dé st dung
phuong phap nay ta can xac dinh dugc mot song anh gitta tap can dém
vao mot tap da biét cich dém viéc lam nay khong phai lic ndo cling
thyc hien dé dang. Sau day 1a mot s6 bai tap 4p dung phuong phap trén.

4.2.2. Dinh ly (Bai toan chia keo cta Euler)

Cho k, n 1a cic s6 nguyén duong. S6 nghiém nguyén khong am ciia

phuong trinh z1 + 29+ ... + z, = n la Cilk_l.

Chttng minh: Ta cho tuong tng moi nghiém nguyén khong am cia
phuong trinh x; + 22 + ... + , = n (1) v6i mot xau nhi phan do dai
n+k-1 trong doé c6 n bit 1 va k-1 bit 0, cu thé xau gom z; bit 1, sau dé
14 1 bit 0, tiép theo 1a x9 bit 1, sau do6 1a 1 bit 0, cit nhu thé, cudi ciing
la zj bit 1. Dé dang chiing minh dugce day la mot song anh tir tap A céc
nghiém nguyén khong am cia (1) vao tap hgp B cac xau nhi phan do
dai n+k-1 v6i n bit 1 va k-1 bit 0. T do6, theo nguyén 1y song anh ta co

Al =1B] = Ciijr- -
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4.3. Mot s6 bai toan

4.3.1. Dang 1: S&t dung song anh vao cac bai toan dém nang
cao
Bai toan 4.3.1.Xdc dinh s6 cdch chon b6 5 so ti tap 18 so nguyén

duong dau tién sao cho bat ky mot cap 2 s6 trong 5 so duoc chon cé hiéu
sO gitta sO lon va so bé lon hon hodc bang 2.
Loi giai: Ki hicu A 1a tap hop céc bo 5 s6 (ai; as; as; aq; as) théa man
yéu cau ctia bai toan.
Ki hiéu B 1a tap hgp ciac bo 5 s6 phan biét ctia 14 s6 nguyén duong dau
tién.
Ta xay dung anh xa ¢ : A — B theo quy tic sau:
P(ar; az; a; ag; as) = (a1; a2 — ;a3 — 2504 — 3;a5 — 4)
trong d6 a; < as < az < a4 < as.
Vi

as— a1 >2=a—1>a1+1>a0;

a3 —ag > 2=a3—2>ay>ay— 1

ag—a3>2=a—3>a3—1>a3—2

as— a4 > 2=a5—4>a,—2>a4—3

ap > 1l,a5—4<18—-4=14
= (a1,as — 1,a3 — 2,a4 — 3, a5 — 4)

Nhu vay v6i mdi phan tit cia A duge tng v6i duy nhat mot phan tit clia
B qua 4nh xa ¢ Tuong tu véi (by, ba, b3, by, bs) € B luon ton tai duy nhat

(bla b2 + 17 b3 + 27 b4 + 37 b5 + 4) — (blv 627 b37 b47 b5)

Suy ra ¢ la phép tuong ting 1 - 1 gitta A va B. Vay s6 phan tit ciia A
bing s6 phan ti ctia B bing C2, Dap s6 d = C3,. O

Bai toan 4.3.2 .C6 n nguoi xép hang doc. Héi c6 bao nhiéu cdch
chon ra k nguoi sao cho khong cé hai nguoi lien tiép duge chon.
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Loi gidi: Ta danh s6 n nguoi bang cac s6 thit tu 1, 2, ..., n. Mot cach
chon thich hop 1a mot bo sd6 1 < a; < as < ... < a; < n théa man diéu
kien a;,1 — a; > 1 (tic 1a > 2). Vay ta can tim s6 phan tt clia
A=A(a1,a9, ....;ap)|1 < a1 < as < ...<ap <n,a;41 —a; > 2}
Vii=1,2, ... k1.

Xét anh xa

f(ay,ag,...;ar) = (b1, by, ..., bg) v6i b; = a; — i + 1 thi r6 rang ta cd
1) by =a1 > 1.
2) bigi—bi=(a1—(G+1)+1)—(a;—i+1)=a;1—a;—1>0.
N bp=ar—k+1<n—k+1.

Suy ra (b1, ba, ..., by) 1a phan tt clia tap hop B:

B = {(bl,bg,...,bk)‘l <b <b<..<b.<n—k+ 1}.

Dé thay f 1a mot don anh.

Ngoai ra anh xa g(by, b, ...,bx) = (a1, as, ...,ax) v6i a; = b; +1 — 1 cho
chiing ta mot don anh tir B vao A. Vay |A| = |B| = CF_, ;. O

Bai toan 4.3.3.C6 n nguoi zép thanh mot vong tron. Cé bao nhiéu
cach chon ra k nguoi, sao cho khong cé hai nguoi ké nhau duoc chon?

Loi giai: Bai toan nay co thé giai bing két qua clia bai toan trén va
phuong phap « cat dudng tron ».

Gia st n ngusi d6 duge danh s6 1, 2, ..., n. Ta xét cac truong hgp
sau :
1) Nguoi s6 1 duge chon. Khi dé ngudi s6 2 va s6 n khong duge chon,
Nhu vay ta phai chon thém k-1 ngudi tit 3 dén n-1 sao cho khong c6 hai
ngudi ké nhau dugc chon. Vi n-1 khéng ké 3 nén c6 thé coi day la n-3
ngudi xép theo mot hang doc. Theo két qua clia bai toan trén, so6 cach
chon bing Cf&:é—(k—l)—&—l =G
2) Ngudi s6 1 khong duge chon. Khi dé ta can chon k ngudi tir s6 2 dén
n sao cho khong c6 2 ngusi ké nhau dude chon. Vi 2 va n khong ké nhau
nén c6 thé coi day la n-1 nguoi xép theo mot hang doc. Theo két qui

clia bai toan trén, sé cach chon bang CF_,
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Vay dap s6 clia bai toan la
Chia+Cay

(n—k—1)! (n—k)! (n—k—1)!

T - )i(n—28) | K(n—28)  kl(n — 2F)! (k+n—k) =

k

Bai toan 4.3.4. C6 mot nhém nguoi ma trong do, moi cip khong
quen nhau c¢é ding hai nguoi quen chung, moi cap quen nhau thi khong
c6 nguoi quen chung. Ching minh rang s6 nguoi quen clia moéi ngudi la
nhv nhau.

Loi giai: Gia st a,b la hai nguoi tuy .

* Néu a quen b thi a, b khong c¢6 ngudi quen chung. Goi A, B 1a tap céac
ngusi quen cua a, b tuong tng. Ta chi ra mot tuwong tng 1-1 gitta A, B
nhu sau: V6i méi ngusi tuy v @’ € A thi ’ a khong quen b nén ” a va b
c¢6 dung hai nguoi quen chung. Mot trong hai ngusi do la a ngusi con
lai 1a ¢, mot ngusi quen ctia b (hay ¢ € B).

* Néu a khong quen b thi ho ¢6 ngudi quen chung I3 c.

Khi do |A| = |B| = |C]. ]

Bai toan 4.3.5.Cho tap A = {1,2,...,2n}. Mot tap con B cia A
goi la mot tap can néu trong tdp dé so cdc s6 chdin va so cdc so 1é
bang nhau. (Tap rong la mot tap can vi s6 cdc s6 chdn va $6 cdc
so 1é trong tdp rong deu bang 0). Héi A c6 chita bao nhiéu tdp can?
Chdng han vdi n = 2, A ={1,2,3,4}. A ¢6 6 tap con can la cdc tap:
6, (1,2} {1,4},{2,3} {3,4} , {1,2,3,4}.

Loi giai: Ki hieu X = {2,4,...,2n} 1a tap hop tat ca céc s6 chin cia A
vaY ={1,3,...,2n — 1} 1a tap hop tat ca cac s6 1é ciia A. Goi C 1a ho
tat ca cac tap can cia A va D 1a ho cac cac tap con clia A ¢6 ding n
phan t1i.

Ta lap mot anh xa f tir C vao D nhu sau: Gia sit B 1a mot tap can.
Ki hiéu By, B, tuong tng 1a tap cac s6 chdn va tap cac s6 1é cia B. Khi
dé dat f(B) = B1 N (Y\Bs).

Do B la tap can nén |B;| = | Bs|. Thanh thit
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|f(B)| = |Bi| + [Y\Ba| = [Bi| + [Y| = |Bo| = [Y| = n.
Vay f(B) € D.

Tiép theo ta ching minh f 1a mot song anh.
+ fla don dnh: Gid st f(B) = f(C), suy ra BiN(Y\B2) = C1N(Y\Cy).
Vi By, C 1a tap céac s6 chin; (Y\By), (Y\Cy) la tap cac s6 1é nén tiu do6
suy ra By = C1;Y\By = Y\Cy. Do d6 By = Cy; By = Cy hay B = C.
+ f 14 mot toan anh: Gid st M € D 1a mot tap con cia A c¢6 n phan
tu. Ki hieu M;, M, tuong ting 1a tap cac s6 chdn va tap cac s 1é ctia M.
bat By = My; B, = Y\M, va B = By U By.
Ta co

| Bi| = [Mi];|Bs| = [Y] = [Ms| = n — [M] — [ M| = | M,

Vay nén |B;| = | Bs|, titc B 12 mot tap can.

R6 rang f(B) = BiN (Y\B2) = M1 U My = M.

Vi c6 mot song anh gitta ho cac tap can va ho cac tap con c¢6 n phan ti
ctia A nén s6 cac tap can cia A bang s6 cic tap con c6 n phan ti cia
A. Vay A ¢6 tat ca la C3, tap can. ]

Bai toan 4.3.6.Mot cia hang co ban ba loai kem: kem xoai, kem
socola va kem stia. Mot nhém cé 6 nguoi vao an kem va goi 6 coc kem.
Hou
a) Ho c6 tat cd bao nhiéu sy lia chon? b) Ho c6 tat cd bao nhiéu su lva

chon, trong dé cd ba loai kem déu cé mat?

Lai giai: a) Moi su lya chon: " a kem xoai, b kem socola va ¢ kem sita "
duge ki hieu béi bo ba (a, b, ¢), trong do a, b, ¢ 1a cac s6 nguyén khong
am thoa man diéu kién a+b+c=6.

Chang han bén su lya chon
+ 2 kem xoai, 1 kem socola, 3 kem sita;
+ 1 kem xoai, 4 kem socola, 1 kem stta;
+ 2 kem socola, 4 kem sita;
+ 3 kem xoai, 3 kem stta.
dugce ki hieu 1a cac bo (2,1,3); (1,4,1); (0,2,4); (3,0,3).

V6i moi bo (a,b,c) nhu vay, ta dit tuong Gng v6i mot day nhi phan
(day gom cac chit s6 0 va 1) theo quy tac sau: viét tir trai sang phai a
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sO 1 lien tiép,sd 0, b s6 1 lién tiép, s6 0, roi ¢ s6 1 lien tiép.

11...1011...1011...1

a b c
Nhu vay, moi bo ba (a,b,c) duge tuong tng véi mot day nhi phan do
dai 8 ( tic la gém 8 ki tw), trong d6 ¢6 6 ki ty 1 va 2 ki tu 0.
Chang han,

(2,1,3) — 11010111
(1,4,1) — 10111101
(0,2,4) — 01101111

(3,0,3) — 11100111
R6 rang, phép tuong ting d6 1la mot don. Ngugce lai, véi moi day 8 ki tu
v6i 6 ki tir 1 va 2 ki tir 0 khi ta dém tir trai sang phai ma c6 a s6 1 lien
tiép, s6 0, b s6 1 lien tiép, s6 0 va ¢ s6 1 lien tiép thi day do sé ting véi
bd (a,b,c) théa méan a+b+c = 6.
Chang han, day 10110111 sé& ng véi bo (1,2,3), tic 1a tng véi su lya
chon: 1 kem xoai, 2 kem socola va 3 kem stta. Day 01011111 @ng véi bo
(0,1,5), tic la tng v6i sy lya chon 1 kem socola va 5 kem sita.
Nhu vay, ta da thiét lap mot song anh giita tap hgp cac su lya chon véi
tap hgp cac day nhi phan do dai 8, trong dé6 ¢6 6 ki tu 1 va 2 ki tu 0.
Do do, s6 cac sy lya chon bang s6 cac diay nhi phan do dai 8, trong dé6
c6 6 kitulva2kitudo.
Mat khac mot day nhi phan do dai 8 vé6i 6 ki tu 1 va 2 ki tu 0 tuong ting
v6i cach chon 2 vi tri trong 8 vi tri dé ghi s6 0 (6 vi tri con lai ghi s6 1).
Thanh thit ¢6 C2 = 28 day nhi phan do dai 8 véi 6 ki tur 1 va 2 ki t 0.
Do do6, s6 céac su lua chon 1a 28.
b) Mo6i sy lwa chon: "a kem xoai, b kem socola va ¢ kem sita" duge ki
hiéu bdi mot bo ba (a,b,c), trong d6 a,b,c 1a cac s6 nguyen duong thoa
méan dieu kién a+b+c = 6.
V6i moi bo (a,b,c) thoa man diéu kién trén ta cho tuong ting véi bo
(x,y,z) véi x = a-1; y = b-1; z = c-1. Khi d6 (x,y,z) 1a cac s6 nguyén
khong am théa man diéu kien x+y+z = a+b+c - 3 = 3. Dé kiém tra
rang day 14 mot phép song anh gitta tap cac bo ba (a,b,c), trong do a,
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b, c 1a céc s6 nguyen duong thdéa man diéu kién a+b-+c = 6 tng vé6i tap
cac bo ba (x,y,z) la cac s6 nguyén khong am théa man diéu kién
x+y+z = a+b+c - 3 = 3. Bang suy luan tuong ti cau a), ta tim dugc
s6 cac su lya chon la C2 = 10.

Nhan xét. Ta cé bai todn tong qudt sau:

Mot cia hang c6 ban m loai kem. Mot nhom co n nguoi vao an kem va
goi n coc kem . Héi

a) Ho c6 tat cd bao nhiéu sy lia chon?

b) Ho c6 tat cd bao nhiéu sy lia chon, trong dé cd m loai kem déu c6
mat?

Déap s6 a) C™L | b) C" L, O

n+m—1»

Bai toan 4.3.7(Vé dich Trung Quéc - 1997).Trong cdc zau nhi
phan c6 do dai n, goi a, la so cdc xdau khong chita 3 so lién tiép 0, 1, 0
va by, la s0 cdac zau khong chita 4 so lién tiép 0,0,1,1 hodc 1,1,0,0. Ching
minh rang by, = 2a,,.

Loi gidi: Ta goi mot xau thuoc loai A néu né khong chita 3 sb lién tiép
0, 1, 0 va goi mot xau thuoc loai B néu né khong chia 4 s6 hang lién
tiép 0, 0, 1, 1 hoac 1, 1, 0,0.

Véi mdi xau X = (zq, 29, ..., ,), ta xay dung f(X) = (y1, Y2, - Yns1

AN N

nhu sauw: y1 = 0,y = 1 + 22 + ... + xp_1(mod2). R6 rang X chita 3 80
lien tiép 0, 1, 0 khi va chi khi f(X) chtta 4 s6 hang lién tiép 0, 0, 1, 1
hoac 1, 1, 0, 0 titc 1a X thudc loai A khi va chi khi f(X) thuoc B.

Vay f1a mot song anh di tir tap cic xau loai A do dai n dén tap cac xau
loai B do dai n+1 ma bat dau bang 0. Nhung tit mdi xau X thuoc B ta
nhan dugc mot xau X ciing thuoc B bang cach doi cac phan ti ciia X
theo quy tdc 1 — 0,0 — 1 nén s6 cac xau loai B do dai n+1 gap doi s6
cac xau loai B do dai n+1 ma bat dau bang s6 0. T do ta c6 diéu phai
chiing minh. ]

Bai toan 4.3.8(Vo dich Ucraina - 1996).Goi M la so cdc so
nguyén duong viét trong hé thap phan cé 2n chit s6, trong dé cé n chi

s6 1 va n chit s6 2. Goi N la so tat cd cdac so viét trong hé thap phan cé
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n chit 50, trong dé chi cé cac chit so6 1, 2, 3, 4 va so0 chit s6 1 bang so
chit s6 2. Chitng minh ring M = N = C}, .

Loi giai: Hién nhien M =C},_ . Ta chi can chting minh M = N.

V6i mbi s6 ¢6 n chit s6 gom cac chit s6 1, 2, 3, 4 va s6 chit s6 1 bang s
chit s6 2, ta “nhan doi” thanh s6 c¢6 2n chit s6 theo quy tac sau: dau tien,
hai phién ban ctia s6 nay duge viét ké nhau thanh s6 c6 hai chit s6, sau
d6 cac chit s6 3 & n chit s6 dau va céc chit s6 4 ¢ n chit 86 sau duce doi
thanh chit s6 1, cac chit s6 3 6 n chit s6 sau va cac chit s6 4 & n chit s6
dau dugce déi thanh chit s6 2. vi du

1234142 — 12341421234142 — 12121221221112

Nhu thé, ta thu duge mot s6 c6 ding n chit s6 1 va n chit s6 2. Ro rang
day 14 mot don anh tit tap céc sé n chit s6 sang tap cac so 2n chit s6. Dé
chiing minh day la mot song anh, ta xay dung anh xa ngugc nhu sau: véi
moi s6 c6 n chit s6 1 va n chit s6 2, ta cat n chit s6 dau va n chit s6 cudi
roi cong ching theo cot véi quy tac: 1+1=1, 2+2=2, 1+2=3, 2+1=4, v&
ta thu duge mot sd c¢6 n chit s6 gom cac chit s6 1, 2, 3, 4 v6i s6 chit s6 1
bang s6 cac so 2.
Vi du

1212122

12121221221112 — | 1221112 — 1234142
1234142

Nhu thé song anh gitta hai tap hop da duodc thiét lap va ta c6 M=N. [

Bai toan 4.3.9(VMO 2012).Cho mot nhém gom 5 co gdi, ki hiéu
la Gi,G9,G3,G4,G5 va 12 chang trai. C6 17 chiéc ghé dudc zép thanh mot
hang ngang. Nguoi ta zép nhom ngudi da cho ngoi vao cdc chiéc ghé do
sao cho cdac dieu kién sau dudc dong thoi théa man:

1/ Méi ghé c6 ding mot nguoi ngoi,

2/ Thit ty ngoi ctia cdc co gdi, xét ti trdi qua phdi, la G1,G2,Gs3,Gy,Gs5.;
3/ Gita Gy va Go ¢ it nhdt 3 chang trai;

4/ Gitta G4 va Gy c6 it nhat 1 chang trai va nhiéu nhat 4 chang trai.
Héi c6 tat cd bao nhiéu cach xép nhu vay? (Hai cach xép dugc coi la khdc
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nhau néu ton tai mot chiéc ghé ma ngudi ngoi ¢ chiéc ghé doé trong hai

cach xép la khdc nhau).

Loi gidi: Bai toan nay da dudc gidi trong phan trudc bang cach dung
ham sinh. O day ta sé dung phuong phap st dung dnh xa dé giai bai
toan do.

Danh s6 thit tu cac ghé tir trai sang phaila 1,2,... ,17. Goi g1,82,23,84,25
14 vi tri chd ngoi cia cac co gai Gi,Go,G3,Gy,G5 tuong tng. Khi do ta
€6 1 < g1<ge<g3<ga<gs < 17.
Ngoairataconco6 3 < go—g; va l < gs — gy <6.
Dat A = {(91.92:93,94.95)|1 < g1 < g2 < g3 < ga < g5 < 17,3 <
go — g1, 1 < g5 — g4 < 6}. ta can tim |A].

Dit

B={(91,02,93,91.0)1 <1 < g2 < g3 < g1 < g5 < 17,3 < g2 — g1, 1 <
95—94}

C={(61,92,9391.95)1 <1 < g2 < g3 < ga < g5 < 17,3 < g2 — 91,6 <
95—94}~

thi ro rang ta c6 A = B\C v6i C C B, suy ra |A| = |B| = |C].

Dé tinh [B| ta dit D = {(h1, ha, ha, ha, hs)|1 < by < s < hy < hy < hs < 13}
va xét anh xa

f:B =D, f(g1,92, 93, 94, 95) = (92,92 — 3,93 — 3,94 — 3,95 — 4) thi dé
dang kiém ching dugc f 13 mot song anh. Nhung |D| béng s6 cach chon

5 phan tit ra tit 13 phan ti nén ta c6 |D| = C2,. Vay |B| = |D| = C3,

Mot cach hoan toan tuong tu, ta tinh duge |C| = Cj. Vay s6 cach xép
chd cho 15 ¢o gai bing C}; — C) = 1161. Vi con c6 12 chang trai c6 thé
hoan doi vi trf & 12 chiéc ghé danh cho ho nén s6 cach xép théa man
yéu cau bai toan 1a 12! 1161. ]

4.3.2. Dang 2: St dung song anh vao cac bai toan chitng minh
va tinh biéu thic t6 hgp
Y tudng 4p dung bai toan dém dé tinh bidu thic t6 hop 1a biéu dién
biéu thiic t6 hop bang sé cach xay dung mot cau hinh t6 hop thich hop
ma s6 cau hinh t6 hop nay dé dang tinh dudc thong qua cac cong thiic
td hop co ban.
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B?ai toan 4.3.10(V6 dich Trung Qubc - 1994). Chiing minh
szcn clm®E —cp | vne zZt.

n
Lai giai: C5, 4 1a 86 cach chon k 86 tit 2n+1 s6 khéc nhau. Ta chon n
s6 tlt 2n+1 s6 theo cach sau. Trude hét, tit 2n+1 sb, ta chia ra n cip va
s x.
Bude 1: Chon ra k cap réi tit mdi cap chon ra mot so.

Buée 2: Chon r

chon néu n — k 18 va khong dudc chon néu n — k chén. Ro rang budc
1 ¢6 28CE céch chon va budc 2 c6 CL" M/
tong cong n s6, trong doé k chay tit 0 t6i n. Lap luan dé cho ta diéu phai

chiing minh. H

cap trong n — k cap con lai, ngoai ra, s6 x sé¢ dugc

cach chon va ta chon dugce

Bai toan 4.3.11 (VMO - 2004).Cho trudc cic sé6 nguyén duong m,
n. Tmh

T — Z n+k Z Cm—l—k:

2m+k =5 2n+k

L()’i gidi: Ta Chfmg minh tong can tinh bing 1, tic la
Z Ch 2m=F ¢ Z Ch 2" 7F = 2mn+l C4c luy thita clia 2 gdi ta
hen tudng dén so tap con mot tap hagp.

Trong céc tap con ciia tap S = {1,2,...,m 4+ n + 1} dé thay c6 Ck,2m~*
tap dang {a1,as,...,a,4i}, (1 <i<m+ 1) trong do6 a1 < as < ... < anyg
vaapy =n+k+1v6i0<k<m(docoCp,, cach chon n phan ti
(a1,a9, ...,a,) tu tap {1,2,...,n +k},1 cach chon a,;; = n+k+ 1, va
Zm_k cach chon tap con cta tap {n+k+1,....,n+m+ 1}. Nhu vay

Z CF_,2™% 12 s6 tap con ciia S c6 nhiéu hon n phan ti.
Tuong t, Z CF 2% 1a s6 tap con clia S c6 nhiéu hon m phan ti,

cling tu?c la sO tap con ctia S c6 khong qua n phan ti.

Vay Z Ch 2m=F 4 Z CF . ,2"7% 1a 56 tat cA cac tap con ciia S, titc 1a

2m+n+1. D6 chinh 1a dleu phai chiing minh. O]

So hoa béi trung tam hoc lieu http://www.lrc-tnu.edu.vn/



o1

Bai toan 4.3.12 .Hay tinh trung binh cong tat cd cdac s6 N gom 2002
chit s6 théa man N:99 va cdc chit s6 cia N thuoc 1,2,3,4,5,6,7,8.
Loi gidi: Goi M 1a tap cac s6 N thoa man dieu kién dé bai.
Xay dung anh xa f nhu sau:

NéU_ N = a1a9...ao002 thi f(N) = blbg...bzoog, v6l bl =9 — a; .
Do N + f(N) =99...9:9 nén f la song anh M — M.

200259
Tudé:2 > N= > (N+f(N)) =|M]|.99..9.
NeM NeA 2002509

Suy ra trung binh cong cac s6 N la:

102002 -1
09.9/2=——
—— 9

20029
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Két luan

Phuong phap dai lugng bat bién, Phuong phap ham sinh, Nguyén tic
ciic han, Phuong phap st dung anh xa duge dung nhiéu trong cac bai
toan t6 hop. Tuy nhién cac tai lieu nham tong két va phan loai céc bai
toan véi ting phuong phap gidi cu thé chua cé nhiéu. Vi thé luan van
da dit ra va hoan thanh mot sé viéc nhu sau:

1. Trinh bay dugc 4 phuong phap giai toan to hop

2. (Gi6i thieu chung vé titng phuong phap trong gidi toan to hop

3. Suu tam, phan loai mot s6 bai toan ( chii yéu tir cac ky thi Olympic
quoc gia, quoc té va clia mot s6 nude) ma trong do sit dung bon phuong
phap da trinh bay.

Hy vong ring, luan vin cé thé gitp ich cho hoc sinh va gido vien trong
viéc tim hiéu mot phuong phap hieu qua dé giai nhiéu bai toan to hop.
Viéc suu tam , phan loai doi hoi nhiéu cong stc va thoi gian. Ban luan
van nay ciing chi méi 1a két qui bude dau va tac gid sé cd gang hoan
chinh dé c6 dudgc mot chuyen dé véi noi dung phong phi.
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