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MG DAU

Nghiém ctia da thic 13 mot phan rat quan trong trong nhiéu linh vuc clia
Toan hoc, chang han: Dai s6, Giai tich, Hinh hoc, Toan rdi rac...vv. Trong chuong
trinh toan phd thong, phan da thic va nghiém ciia da thiic chi yéu dudge dua
vao bo mon Dai s6 va Gidi tich. Dac biet trong cac ky thi dai hoc, hoc sinh gioi
quoc gia va qubc té déu c6 nhitng bai toan lien quan dén nghiém boi clia da thic.
Chinh vi vay ma chuyén dé vé nghiém boi ctia da thiic rat thiét thyc véi nhing
ai muén tim hiéu sau ve toan so cap.

Tt cac két qua dat duge trong phuong phap nghiém boi ciia da thitc ching ta
c6 thé van dung giadi mot s6 bai toan vé hinh hoc rat phtc tap, giai hé phuong
trinh va xay dung mot s6 két qua vé T hop, chitng minh bat ding thic. Khi xét
da thtc ta thuong quan tam dén nghiém, nghiém boi ctia da thitc. Noi dung clia
luan van nham gidi quyét hai van dé chinh:

Van dé 1: Ching minh lai, mot s6 két qua co ban vé nghiém va nghiém boi clia
phuong trinh ma cac két qua ay gin lién véi tén tudi ciia nhitng nha toan hoc 16
lac. Van dung céc két qua dat duge dé gidi quyét mot s6 bai toan da duge dat ra.

Van dé 2: Dua ra co sd ciia phuong phap nghiém kép, van dung phuong phap
nghiém kép giai: Bai toan tiép xtc véi truc hoanh; bai toan tiép xtc clia hai do
thi; Bai toan tié tuyén; Bai toan tiép tuyén khi khong diing phuong phap nghiém
kép.

Luan van nay dugc chia lam hai chuong.

Chuong I: Nghiém ctia da thic.

(1) Noi dung chuong I trinh bay mot sd khai niem vé vanh da thic, nghiem clia
da thiic, nghiém ctia phuong trinh.

Chuong II: Phuong phap nghiém kép.

(2) Noi dung chuong II trinh bay vé co sé cia phuwownbg phap nghiem kép,
van dung phuong phap nghiém kép gidi cac bai toan: Bai toan tiép xtc vdi truc
hoanh; bai toan tiép xtc ciia hai do thi; Bai toan tié tuyén; Bai toan tiép tuyén
khi khong dung phuong phap nghiém kép, bai toan nghiem kép van dung giai bat
déng thiec.

D da rat ¢6 gang, nhung chic chan noi dung dude trinh bay trong luan van
khong tranh khoi thiéu s6t nhat dinh, em rat mong nhan duge su gép ¥ clia cac
thay co gido va cac ban.
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Luan van nay dugc hoan thanh duéi sy huéng dan khoa hoc ctia GS.T'S Nong
Quoc Chinh. Em xin dudgc t6 long cAm on chan thanh nhat t6i thay vé su giap d6
nhiét tinh ti khi xay dyng dé cuong, viét va hoan thanh luan van. Tiép theo em
xin chan thanh cam on cac thay co gido phan bién da doc va gép ¥ dé em hoan
thién luan van ctia minh. Em xin duge cdm on chan thanh nhat t6i Truong Dai
hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén, noi em da nhan dude mot hoc van sau dai
hoc can ban. Xin cadm on gia dinh, dong nghiép da cam thong, chia sé, ing ho va
gitp d6 trong thoi gian em hoc cao hoc va viét luan van. Loi cudi em xin chiic
stic khoe cac thay co gido va dong nghiep.

Em xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, ngay ... thang ... nam 2013
Nguai thuyc hién
Ban Vang Pao
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Chuong 1

Nghiém cua da thiic - Nghiém cua
phucng trinh

1.1 Nghiém cua da thtc.

Dinh nghia 1.1.1.
Gia st K 1a mot truong s6 nao do, A la truong con ctia K. Mot phan tt o € K
goi 1a nghiém ctia da thiic f(x) € A[z] néu va chi néu f(«a) = 0. Ta cling néi « 1a
nghiém ctia phuong trinh dai s6 f(z) = 0. Néu degf(x) = n goi la phuong trinh
dai s6 bac n(n > 1).
Dinh 1y 1.1.2 (Pinh ly Bezout).
Cho vanh da thiic Ay, f(x) € Ay, € A. Du trong phép chia f(x) cho x — o la
fla).
Hé qua 1.1.3.
Phan ti o € A la nghiem cia da thic f(x) € Alz], néu va chi néu f(x) chia hét
cho © — « trong Alx].
fla) =06 f(z) = (z —a).q(@)

tic f(a)i(x — ).
Dinh 1y 1.1.4. Moi da thic

f(z) = apx" + a1z" ' + ...+ ap 1z +a, € Alz], ap#0

c6 thé viét dudi dang f(z) = ap(x — a1)(z — a)...(x — ap) trong vanh Kz]. O
day oy, g, ..., la nhiing nghiém cia da thic f(x) trong truong md rong K cia
A.

1.2 Nghiém boéi va tinh chat ctia nghiém boi.

Dinh nghia 1.2.1.
Gia st k 13 mot s6 tu nhién khac 0. Mot phan t o € A goi 1a nghiém boi cap k
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ctia da thitc f(x) € Alz] néu va chi néu f(z) chia hét cho (x — pa)* dong thai
khong chia hét cho (z — a)*+1,

f(x) = (z —a)fq(z) (q(e) #0),
k =1 thi a goi la nghiém don.
k = 2 thi a goi la nghiém kép.

Dinh 1y 1.2.2 (Dinh li cd ban ctia dai s6 cb dién).
Moi da thic f(x) vdi hé s6 phic, deg f(x) > 1 c6 diing n nghiém phiic, ké cd so
boi cua moi nghiém.

1.3 Cong thic Viet.

Dinh 1y 1.3.1. Cho f(z) = apx" + a1z 1 +...+a, 12 +a, € Alz] , ap#0 la
mot da thic bt ki va f(x) = ao(z — o) (z — a)...(x — o). O day, ay, s, ..., ay
la nhing nghiém cia da thic f(x). Khi do,

( al
al+ao + ...+ oy = ——
ao
az
a1 + g + ...+ a1y, = —
ao
Q... + oo F Q10 o0 = (—1) —
0
nan
a1 Qs...ap = (—1)"—
\ agp

Goi la cong thic Viet.

1.4 Nghiém ctia da thitc v6i hé sé6 nguyén.
Vé6i moi f(z) € Q[z] ludn tim dude s6 nguyén m # 0 dé mf(z) = g(x),
g(x) € Z [x] (m-mau s6 chung cac hé s6 cua f(x)).
VaeQ, f(a)=0<« g(a)=0.

Do d6, dé xét nghiem ctia da thiic trén Q, ta chi can xét nghiém ciia da thic trén
Z.

Dinh 1y 1.4.1. Néu u va v la nhitng s6 nguyén té cung nhau va néu s6 hiu ti

u A » p L1 A X A
a = — la nghiém cua da thic vdi hé so nguyén
v

p(z) = apz" + a1z '+ .. F a1 + ap,

thi ap:v va a,:u.
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Hé qua 1.4.2.
o Moi nghiém nguyén cia da thiic vdi hé s6 nguyén déu la udc cia hang ti tu do.
o Moi nghiém hau ti cia da thic vdi hé s6 nguyén cé hé so cao nhat bing 1 déu
la nghiém nguyén.

Bai toan
Cho da thitc v6i hé s6 nguyén

f(z) = apr" + a1zt + ..+ a1 + an.

Chiing minh ring néu « 13 1 nghiém nguyeén ctia da thic

o(z)=9y" + a4+ ag_zan_ly + ag_lan,

o
thi — ciing la nghiém ctia da thitc da cho.
ao

L u
Dinh 1y 1.4.3. Néu s6 hiu ti o = —, ((u,v) =1) la nghiém cia da thic vdi
v
hé s6 nguyén
p(z) = apz" + a1z '+ ...+ ap_1x + a, =0,

thi vdi moi s6 nguyén m, s6 p(m):(mv — ). Trong truong hop dac biét (u + v)
la ude cia p(—1) con (u —v) la wde cia p(1).

Hé qua 1.4.4. Néu o = %1 la nghiém cia cia da thic
f(x) = apx" + az" 4 a1z +oa,

f)

tha
Z1—04 1+«

déu nguyeén.

Bay gio ta sé chi ra rang, moi da thic bac duong thuoe Clx] déu ¢6 nghiem trong
C. D6 chinh 13 noi dung Dinh 1§ co ban ctia dai s6. Nguoi dau tién chitng minh
Dinh Iy nay 1a nha toan hoc C. Gauss (1777-1855).

Dinh nghia 1.4.5. Truong K dudc goi 1a mot truong dong dai s6 néu moi da
thitc bac duong thuoce K[x] déu c6 nghiem trong K.

Nhu vay, trong K |[x] moi da thitc bac duong déu phan tich duge thanh tich cac
nhan t tuyén tinh khi K 13 mot truong déng dai sob.

Bo dé 1.4.6. Mdéi da thic bac Ié thuoc Rlx] déu cé it nhat mot nghiém thac thuoc
R.

dé 1.4.7. Moi da thiic bac hai thuoc Clx] déu cé hai nghiem thugc C.

O

B
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Dinh 1y 1.4.8. [D’Alembert - Gauss, Dinh ly cd ban cta dai s6] Moi da
thiic bac duong thuoc Clx] déu cé it nhat mot nghiém thuoc C.

Hé qua 1.4.9. Moi da thic thuoc Clz] vdi bac n > 0 déu cé n nghiém trong C
va cdc da thiic bat khd quy trong Clx] la cac da thic bac nhat.

Bo6 dé 1.4.10. Cho f(z) € R[z] \ R. f(x) la da thic bat khd quy khi va chi khi
hodc f(z) = ax+b vdia # 0 hodc f(x) = ax®*+bx +c vdi a # 0 va b*> —dac < 0.

Dinh 1y 1.4.11. Mdi da thic f(z) € Rlz] \R déu cé thé phan tich dugc mot cich
duy nhat thanh dang

f@)=a(z—a)™ ... (z—ay)™ (@ + bz +c)M ... (2% + bx + )"
vdi cdc b} —4c; <0 choi=1,...,r khir > 1.

Dinh 1y 1.4.12. [Viét] Gid st xy,...,x, la n nghiém cia da thic biac n sau
day: f(x) = 2" — 512" 1+ 92" 2 — -+ + (=1)"5,,. Khi d6 6 cdc hé thic

h=x1+x9+ -+,
0y = 1Ty + Xoxs + -+ + Tp_1Ty,

(Sn = T1X9...Tp.

Dinh 1y 1.4.13. Gid st f(x1,2,...,2,) € Rlxy, @0, ..., x,] la mot da thic doi
xing khac 0.

Khi dé ton tai mot va chi mot da thiic s(xy, s, ..., 2,) € Rlxy, 29,...,2,] sao
cho f(x1,xa,...,2,) = $(61,09,...,0,).

1.5 Tinh chan nghiém trén C

Bay gio ta sé chi ra rang, moi da thiic bac duong thuoc C[x] déu c6 nghiem trong
C. D6 chinh 13 noi dung Dinh 1y co ban clia dai s6. Nguoi dau tién chiing minh
dinh Iy nay la nha toan hoc C. Gauss (1777-1855).

Dinh nghia 1.5.1. Truong K dudc goi 1a mot truong dong dai so néu moi da
thitc bac duong thuoce K[x] déu ¢6 nghiém trong K.

Nhu vay, trong K[z] moi da thitc bac duong déu phan tich duge thanh tich cac
nhan tit tuyén tinh khi K 13 mot truong dong dai so.

B6 dé 1.5.2. Méi da thiic bac Ié thuoc Rlx] déu cé it nhat mot nghiém thac thuoc
R.

O

B6 dé 1.5.3. Moi da thiic bac hai thuoe Clz] déu cé hai nghiém thugc C.
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Dinh 1y 1.5.4. [D’Alembert - Gauss, Dinh ly cd ban cta dai s6] Moi da
thiic bac duong thuoc Clx] déu cé it nhat mot nghiém thuoc C.

T Dinh Iy suy ra két qua sau day vé da thitc bat kha quy trong C[z]

Hé qua 1.5.5. Moi da thic thuoc Clz] vdi bac n > 0 déu cé n nghiém trong C
va cdc da thiic bat khd quy trong Clx] la cac da thic bac nhat.

Bo6 dé 1.5.6. Cho f(x) € Rlz] \ R. f(x) la da thic bat khd quy khi va chi khi
hodc f(x) = ax+b vdia # 0 hodc f(x) = ax®+bx +c vdi a # 0 va b*> —4ac < 0.

Dinh 1y 1.5.7. Méi da thic f(x) € Rlz] \ R déu cé thé phan tich dugc mot cdach
duy nhat thanh dang

f@)=alz—a)™...(x —a))™ (2> + bz + c))" ... (2% + b+ ¢,)™
vdi cde b} —4c; <0 choi=1,...,r khir > 1.

Dinh ly 1.5.8. [Viét] Gid st 1, ..., T, lan nghiém cia da thic bac n sau day:
f(z) =a" — 612" P+ Gox" 2 — -+ + (=1)"0,,. Khi d6 c6 cic hé thic

01 =21+ T2+ + 1y
09 = X1X9 + 123+ + Tp_1Ty,

Op = T1T9 ... Ty,

Dinh 1y 1.5.9. Gid st f(x1,79,...,7,) € Rlzy, 20, ..., 2,] la mot da thic doi
zing khdc 0. Khi dé ton tai mot va chi mot da thiic s(x1, xa, ..., x,) € Rlw1, 29, ..., 1)
sao cho f(xy,za,...,x,) = 5(01,09,...,0,).

Bo dé 1.5.10. Cho da thic f(z) = apz™ + a12" * + -+ +a, € Z[x],a9 # 0. Néu
50 hiu ty P e (p,q) =1 la nghiém cia phuong trinh f(x) =0 th
q

(i) p la mot wdc cia a, va q la mot wdc cia ay.
(ii) p — mq la mot udc cia f(m) cho moi s6 nguyén m.

Hé qua 1.5.11. Nghiém hitu ty ciia da thic f(z) = 2" +az" 1+ - -+ a, € Z[x]
phdi la s6 nguyeén.
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Chuong 2

Phuong phap nghiém kép

2.1 Codg s6 cua phuong phap nghiém kép
Ta nhac lai khai niém sy tiép xtc ctia do thi hai ham sé va khai niém nghiém
boi cua da thic

Dinh nghia 2.1.1. D6 thi ham s6 y = f(z) va y = g(x) duge goi la tiép xuc
(w0) = g(x0)

nhau tai diém c¢6 hoanh do x = z( néu { F(x0) = ¢'(20)

Dinh nghia 2.1.2. Gia st F'(z)la mot da thite. S6 xy dugce goi 1a nghiém boi clia
da thitc F'(x) néu F(z) chia hét cho (z — x¢)? tiic 1a F(x) c6 dang
F(z) = (z — 20)*.Q(x)
trong d6 Q(z) la mot da thic.
Trong truong hgp da thic F(z) la tam thitc bac hai, nghiém boi duge goi 1a
nghiém kép.

Dinh 1y sau day chiing té rang phuong phap nghiém kép 1a c6 co s toan hoc khi
ching ta xét sy tiép xic clia hai do thi cac ham s6 phan thic hitu ti.

Dinh 1y 2.1.3. Cho hai phan thic hiu ti
P(x) Ufx)
flz) = ,9(x) = :
D= V)
Khi dé do thi hai ham s6 y = f(x) vay = g(x) tiép zic nhau tai diém cé hoanh
do x = xg kht va chi khi phuong trinh

P(z).V(z) — Q(z).U(x) =0 (2.1)

¢ nghiém boi x = xo vdi Q(xg) # 0,V (xg) # 0 (tic la xy thuoc mién zdc dinh
cia f(z) vi g(z))
Vi da thtc cling 14 phan thic hitu ti (khi da thic ¢ mau la da thitc hing s6)

nén ta cé cac hé qua sau:
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Hé qua 2.1.4. Puong thang y = kx + h la tiép tuyén vdi do thi ham da thic

y = P(x) khi va chi khi phuong trinh P(x) — (kx + h) = 0 ¢6 nghiém boi.

Hé qua 2.1.5. Duong thang y = kx + h la tiép tuyén vdi do thi ham phan thic
P

hitu iy = (z) khi va chi khi phuong trinh P(x) —Q(x).(kz+h) = 0 ¢é nghiém

Q(x)
boi x = o vdi Q(x0) # 0.

Heé qua 2.1.6. Duong thang y = kx + h la tiép tuyén vdi do thi ham s6
ax® +bxr + ¢ ,
Yy = - khi va chi khi phuong trinh az® +bx+a—(mx+n).(kx+h) =0
mx +n

c6 nghiém kép (tic la khi biét thic A =0).

Hé qua 2.1.7. Duong thang y = kx + h la tiép tuyén vdi do thi ham phan thic

b
axi—d khi va chi khi phuong trinh ax +b — (cx + d).(kx + h) =0 ¢o
cx

nghiém kép (tic la khi biét thic A =0).

hitu ti y =

Dé chitng minh dinh 1y ta can dén bo dé sau:

Bo dé 2.1.8. Da thiic f(x) c6 nghiém boi x = xg khi va chi khi F(x¢) = f'(x0) =
0

2.2 Nghiém boi cia phuong trinh

Trong khi giai toan ta méi chi cha § dén khai niém nghiém kép ctia phuong
trinh, tuy vay nhicu bai toan lai doi héi céc kién thic lien quan dén khai niem
nghiém boi (n6i rieng 1a nghiém kép) cua phuong trinh. Ta xét bai toan sau:

Vi du 2.2.1. Chiing minh rang do thi ham s6
-m(r+1)+x+2
 om(r+1) -1

(m # 0)

ludn tiép xic véi dusng thang cd dinh.
Bai giai: Goi d: y = a(x + 1) + b 13 duong thang can tim. Dé d tiép xtic v6i
do thi ham s6 thi phuong trinh

ﬂ%@:ﬂifTQ:wx+m+h (2.2)

c6 nghiém kép véi m # 0, hay phuong trinh bac hai
am(z + 12+ (m(1+b)—1—a)(z+1)—1—-b=0. (2.3)

c6 nghiém kép véi m # 0.
Do d6 can phai hiéu thé nao la nghiem kép ctia phuong trinh va cac phép bién
doi nao giit nguyen nghiém kép ctia phuong trinh.
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Dinh nghia nghiém boi

Dinh nghia 2.2.2. S6 « duge goi 1a nghiém boi n (n 1a s6 ty nhién, n > 2) cla
phuong trinh f(z) = g(x) néu cac ham s6 f(z) va g(x) c6 dao ham dén cap n—1
tai w va s6 u 1a nghiem ctia hé phuong trinh:

f(x) =g(x)
f/(SC) :g,(iL‘) (2.4)

FO () = gD (z)

v6i dao ham cap n cia f(x), g(x) tai u hodc khong xac dinh, hosic xac dinh nhung

F () # g™ (w). (2.5)

Khi n = 2 ta goi nghiém u la nghiém kép.
Tt dinh nghia ta thay: Néu u la nghiem boi k > n clia phuong trinh f(z) = g(x)
thy u sé théa man he[2.4

Tinh chit nghiém boi

Ta c6 mot s6 tinh chat sau day ctia nghiém boi.
Tinh chat 1. Gid st hai ham s6 y = f(x) va y = g(x) xvdc dinh trén tdp D, khi
doé do thi cia ching tiép zic nhau tai diém cé hoanh do bang v € D khi va chi
khi 6 u la nghiém boi n(n > 2) cia phuong trinh

f(z) = g(x). (2.6)

Chitng minh. That vay, néu hai do thi tiép xtic nhau tai diem M (u,v) thi u 1a
nghiém cta hé
z) = g(x
e )
Vay s6 u 1a nghiém boi n véi n > 2 cla .
Ngudce lai, néu v 1a nghiem boi n véi n > 2 cla thi u 1a nghiém ctia hé
nhung n — 1 > 1 nén hé c6 it nhat hai phuong tinh ctia hé . Tt d6 hai do
thi phai tiép xic nhau tai diém c6 hoanh do wu.
]

Khi tim nghiém boi ctia huong trinh bat ki ta thuong quy vé tim nghiém boi
ctia da thitc vi vay cac tinh chat sau rat co ich cho viéc dé.
Tinh chat 2. S6 u la nghiém cia da thic F(x) khi va chi khi

F(z)=(z —u)".P(x)

vdi P(x) la da thic khac 0 va khong nhan w lam nghiém.
Vay khi d6 s6 u 1a nghiém boi ctia da thic F(z) theo nghia da biét (da thic c6

So hoa béi trung tam hoc lieu 11 http://www.lrc-tnu.edu.vn/



ding n nghiem bang u). St dung tinh chat 2 ta c6
Tinh chat 3. Gid s b la s6 thuc tuy 7§, thi s6 u la nghiém boi n cia da thic

™ + ap 1™+ L+ agx + ag
khi va chi khi s6 uw — b la nghiém béi n cia da thic
(2 + D)™ + 1 (z + 1)+ .+ ay (x4 b) + ay.
Tinh chat 4. Gid st f(x), g(x), h(z),r(x) la cdc da thic vdi (u) # 0,7(x) # 0

thi s6 u la nghiém béi n cia phuong trinh
f)  hiw)
g(x)  r(z)

(2.8)

khi va chi khi so u la nghiém boi n cta phuong trinh

flx)r(z) = g(x).h(z).
Theo cac tinh chat trén ta c6 thé thuge hién céc phép bién déi tuong duong ma
khong lam thay doi nghiém boi clia phuong trinh, minh hoa trong cac vi du sau.

Vi du 2.2.3. Chiing minh rang d6 thi ham s6

—m(x+1)+x+2
m(x +1)—1

y= (m #0)

ludn tiép xtc véi dusng thang cd dinh.

Ta lay lai vi du dat van dé da néu & trén. o) day st dung cach gidi don thuan
nhéat, mic dit ¢6 nhiéu cach gidi khac. Ching toi bo sung mot vai chd dé 1oi giai
chinh x4c, v& do6 chinh 13 sy minh hoa cho cach gidi nay bdi co s6 1y thuyét trén.
Bai giai:

Gia st duong thang y = a(z + 1) + b tiép xtic v6i do thi ham s6 néi trén véi moi
n # 0, khi d6 hoanh do u ciia tiép tuyén 14 nghiém boi n clia phuong trinh
v6i moi m # 0. Tic 1a u 1a nghiém boi n (véi m(u 4+ 1) # 0) ctia phuong trinh
2.0l

am(z+ 1)+ (m(1+b)—1—-a)(z+1)—1-b=0.

v6i moi m # 0.
Do tinh chat 3, phuong trinh c6 nghiém boi n khi va chi khi
amz® + (m(1+b) —1—a)xr—1—-b=0 (2.9)

c¢6 nghiém boi n. Vi la phuong trinh bac hai nén nghiém boi 1a nghiém kép.
Ta giai he dieu kien

am # 0

A=0
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a # 0
{(m((1+b)—1—a)2—4am(—1—b)=O

a # 0
a=b=-1
vay a =b= —1

Thi lai v6i a = b = —1 va m # 0 nghiém kép ctia phuong trinh thoa man
. 1 )
dieu kien u # — — 1 (hay g(u) # 0 trong tinh chat 4 néi tren).
m

2.3 Nghiém kép ctia phuong trinh va van dé dudng cong
tiép xtic véi truc hoanh
Nghiém boi ctia da thirc la gi?
Dinh nghia 2.3.1. Da thtc bac n > 1 ¢6 dang
P(z) = apz" + ap 12" L+ .+ agx + ag
nhan s6 thyc o lam nghiém boi k& (k 1& s6 nguyen duong) néu nhu
P(z) = (z — a)*Q(x)
trong d6 Q(x) ciing la mot da thic véi Q(a) # 0.

Trong truong hgp dac biét, nghiém boi hai duge goi la nghiém kép, con nghiém
boi k = 1 dugc goi la nghiém don.
Néu ki hieu P (x) 1a dao ham cap 4 cia P(z) khi d6 ta c6 cac két qua dudi day

Meénh dé 2.3.2. Diéu kién dt c6 va di dé da thic P(x) nhan o lam nghiem bgi
kla Pla)=0,P9(a)=0vdi k—1 gid trii=1,2,3,....k — 1 va P%*)(a) # 0.

Vay thi ¢6 mot cau hoi duge dit ra

Khi nao dudng cong tiép xtiic véi truc hoanh?

Meénh dé 2.3.3. Do thj ham so y = f(x) tiép zic vdi truc hoanh khi va chi khi
hé phuong trinh
{ f(z)

0
0

f'(x)
c6 nghiém

Do d6 ta thay: Néu két hop ménh dé 1 va ménh dé 2, ta nhan duge két qua ve
moi quan hé gitta tinh tiép xtc véi truc hoanh ctia mot da thic va nghiém boi.
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Meénh dé 2.3.4. Do thi ham da thic
P(2) = apa" + ap 12" + ... + a17 + ag

c6 bic cao hon 1 tiép mic vdi truc hoanh khi va chi khi P(x) c¢6 nghiém boi k (vdi
k > 2) hay c6 it nhat hai nghiém tring nhau.

Nhin lai nhitng sai 1am

Néu cho ring diéu kién dé do thi ham sé y = f(z) tiép xtic véi truc hoanh 13
phuong trinh f(x) = 0 ¢6 nghiém kép hoic 1a nghiém boi k& (v6i k > 2) thi sé ra
sao?

Sau day ching ta dan ra mot s6 vi du minh hoa cho sai lam dé
Vi du 2.3.5. D6 thi ham s6 y = f(x) = sinx — x tiép xuc véi truc hoanh khi
nao?

D6 thi ham s6 y = sinx — x tiép xic véi truc hoanh khi tai x = 0 vi y(0) =
y'(0) = 0, nhung ¢6 1& nao ta lai ¢c6 phuong trinh sinx — z = 0 ¢6 nghiém kép
hay nghiém boi!

Mot sai lam khé phat hién hon, thuc su phai tinh té thi méi phat hién ra. Ta thay
trong mot so tai lieu on thi dai hoc ciia cac truong da lap luan nhu sau
Ham soé bac ba

f(z) = (z — 20)(az® + bz + ¢)
tiép xiic vdi truc hoanh khi va chi khi phuong trinh f(x) = 0 c¢é nghiém kép.
Diéu d6 tuong duong vé6i hai trusng hop
Truong hop 1: Tam thitc bac hai ax® + bx + ¢ nhan xy lam nghiém, tic la

& ax +brg+c=0.
Trudng hop 2: Tam thic bac hai az?® + bx + ¢ ¢6 nghiém kép, tic 1a
A = b —dac = 0.

Sy tinh té (té nhi) 14 6 chd ca hai budc ctia lap luan trén déu sai nhung lai cho
két qua dung.

That vay, chiing ta cung xem lai tting buée cua lap luan nay.

Do thi cia ham bac ba

f(z) = (x — x0)(ax® + bz + ¢)

tiép xtic véi truc hoanh khi va chf khi phuong trinh (z — z¢)(az? + bz +¢) = 0
c6 it nhat hai nghiém trung nhau (Ménh dé 3), diéu dé tuong duong vdi

ax3d + brg+c=0

A=0b—4dac=0 (2.10)
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Néu cé hai diéu kién ctia [2.10 cing xdy ra thi f(z) nhan zy 13 nghiém boi ba.
Ta ciing ¢6 thé dung ménh dé 2 dé chiing minh két qua nay.
Bay gio ta xem xét budc 2.
Phuong trinh bac ba
(z — 20)(az?® + bz +c) =0

c6 nghiém kép thi nghiém kép do6 1a xy hoac khac x.
Néu nghiém kép do 1a zg thi phuong trinh az? + bx + ¢ = 0 phai c6 mot nghiem
2o va mot nghiém khac x.
Néu phuong trinh (z — z¢)(ax? + bz + ¢) = 0 ¢6 nghiém kép khac zy thi nghiem
d6 chinh 1a nghiém kép ctia phuong trinh az? + bx + ¢ = 0.
Vay phuong trinh
(z — o) (ax® + bz +¢) =0

¢6 nghiém kép khi va chi khi

ax3d + brg+c=0

A=0b>—4ac>0

ax3 + bzg + ¢ # 0
A=b—4dac=0

(2.11)

Chiing ta hoan toan cé thé sit dung ménh dé 1 kiém tra lai két qua nay. Dicu kien
de duong cong y = f(x) tiép mic vdi truc hoanh tuong duong vdi phuong trinh
f(z) = 0 c6 nghiem kép, chi c6 thé tin cay duge trén cac ham bac hai, con véi
cac duong cong khac can phai xem xét lai cho chuan muec.

2.4 Bai toan tiép tuyén khi khéng dung phuong phap
nghiém kép

Dinh 1y 2.4.1. Do thi ham so y = f(x) tiép xic vdi do thi ham sé6 cia y = g(x)
khi va chi khi hé phuong trinh sau

co nghiém.
Vi du 2.4.2. Viét phuong trinh tiép tuyén ctia do thi ham s6 (C)

227 =3z +2
B x—1

y (C),

biét tiép tuyen di qua A(4;1).
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Bai giai:
Duong thang d di qua A(4;1) véi hé s6 goc k c6 phuong trinh

y=y=hkr+1—4k.

Dé d tiép xtic v6i (C) khi v& chi khi hé sau c6 nghiém

202 — 3z + 2
=k(x—4)+1
" (x —4) +
202 —4x + 1
=k
(x —1)?
20 — 1+ =k(z—1)+1-3k (%)
o= x—1
! k
2——:
CEE
2t -1+ —=2x—-1)———+1-3k
- 1 1
1
E—9_
(z —1)°
1 3k
r—1 2
A
B 4
1 3k
A r—1 2
9k* + 4k —8 =0
1 3k
r—1 2
Ty, 2V
9
Vay ta tim dugce hai tiép tuyén (dy), (ds) ¢6 phuong trinh:
—2 4 /76
y:(T)(x—él)—i—l.

Nhan zét: Can cht y thu thuat viét y = k(z—4)+1 vé dang y = k(x—1)+(1—3k).
Khi thay £k = 2 —
(1 —3k).

w1 vao (*), ta chi thay vao k(z — 1) va khong thay vao
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2.5 Bai toan nghiém kép viét phuong trinh tiép tuyén

Ta biét, bai toan tiép tuyén dugc giai bang hai ciAch nhd ménh dé sau:

Ménh dé 2.5.1. Dudng thang y = ax+b la tiép tuyén ciia do thi ham séy = f(x)
khi va chi khi thdo man mot trong hai dieu kién sau:

o T 2t i

e Phuong trinh f(x) = ax + b cd nghiém boi x = xy. (Cach 2)

Ta sé nghién citu co 86 1y thuyét clia cach 2 trong menh dé[2.5.1] tic 1a phuong
phap nghiem kép do6i véi cadc ham s6 da thitc hodc phan thic hitu ti ma ching
minh phit hgp hon véi toan pho thong.

Xét da thic
P(z) = apz" 4+ a1z ' + ... + a,.

Ta néi x = xy 14 nghiém boi k ctia da thitc P(x) néu

P(z) = (z — 20)".Q(z),

trong d6 k > 1,k € N vi Q(z) 1a da thitc thda man Q(zg) # 0 (Q(z) c6 thé la
hang s6).

Ta goi x l1a nghiem boi ctia P(x) khi khong can chi r6 s6 k. Nghiém boi k = 2
duge goi la nghiém  kép cua da thic.

Meénh dé 2.5.2. Da thiic P(x) c6 nghiem bo x¢ khi va chi khi P(xo) = 0 va

P'(xy) = 0.

Meénh dé 2.5.3. Duong thang d vdi phuong trinh y = ax + b la tiép tuyén cia

do thi (C}) ctia ham s6 y = P(x) tai diém x = zo khi va chi khi phuong trinh
P(z) — (ax +b) =0,

c6 nghiém bot x = x.

U(z)

D6i véi do thi ham phan thitc hitu ti c6 dang y = Vi)
x

, ta co

Ménh dé 2.5.4. Duong thang d vdi phuong trinh y = ax + b la tiép tuyén cia

do thi (Cy) cta ham s6 y = ‘(igaji
T

U(x) — (ax+b)V(z) =0,

tai diém x = xy khi va chi khi phuong trinh

vdi V(xo) # 0 cd nghiém boi x = xy.
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Ap dung menh dé [2.5.4| vao xét cac ham s6 ¢6 dang

ax’® + bx + ¢
= 2.12
f(x) a/fE + b/ ) ( )
va b
ax
= . 2.1
fla) = S0 (213)
Ta dugc

Ménh dé 2.5.5. Duong thang y = ax+0b la tiép tuyén vdi do thi ham sé y = f(x)
tai diem x = xy vdi f(x) c6 dang ?? hodc khi va chi khi phuong trinh

f(z) —(ax+b) =0

la phuong trinh bac hai co nghiém kép x = xy.

2
/ 1
Vi du 2.5.6. Cho ham s6 = ——— 6 db thi (C).

Tim tap hop céc diem M ma tit d6 ké dugce hai tiép tuyén dén (C) ma hai tiép
tuyén do6 vuong géc véi nhau.

Bai giai: Gia st diém M (zg;10) 1a diém bat ki trén mit phang toa do Oxy,
phuong trinh dudsng thang d qua M c¢6 hé sb géc a 1a

(d) : y = a(z — z0) + yo.
Dé tim toa do giao diém gifta (C) va (d) ta xét phuong trinh

2
xilza@—$®+%
#0
<:>{ (a’_l) 2_(§$0—y0)x—1:0 (2.14)

Duong thang (d) 1a tiép tuyén ctia (C) khi va chi khi phuong trinh c6 nghiém
kép khac 0

a#1wvax#0
@{ A=0
(v6i a = 1 thi h¢ s6 a 1a he s6 goc clia tiem can xién y = x)
Ta c6
A = (axg — yo)* +4(a — 1)
o A= gpa? — 2(zoyo — 2)a + y(Q) + 4.

Dé qua M ké dugc hai tiép tuyén t6i (C) vuong géc véi nhau khi va chi khi phuong

trinh A = 0 ¢6 hai nghiém a1, as théa man a;.as = —1
X 7é 0
s Y+ 4
Lo
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3307&0
@{$3+y3=4'

Vay tap hop diém M phai tim 1a duong tron x? + y? = 4, trit di cac giao diém
ctia dudng tron d6 véi hai duong tiem can (do cac dicu kien xg # 0 va a # 1).

2.6 Bai toan nghiém kép xét su tiép xic ctia hai do thi

Néu boé phuong phap nghiem kép thi viéc gidi mot s6 bai toan truée day co
thé khong giai dugc.
Trong chuyén dé nay ching ta xét mot sé6 bai toan mang tinh dién hinh dé thay
duge tng dung ctia phuong phap nghiém kép trong bai toan tiép xtc ciia hai do
thi ham s6.

Vi du 2.6.1. Tim m dé do thi ham s6
y = (z +2)(2* — mx +m?* —3)

tiép xic véi truc hoanh.
Bai giai: Do thi ham s6 y = f(x) tiép xtc v6i truch hoanh y = 0 khi va chi
khi hé phuong trinh an z sau c6 nghiem

f(z)
(1) { 7'(x)

Do d6, dé do thi ham sé tiép xtic véi Ox thi diéu kién can va dua la

0
0

{ (x+2)(x* —mz+m?—3)=0
(22 —=max+m? = 3)+ (x+2)(2z —m) =0

r+2=0
2—mr+m?—-3=0

2 2 9 _

(L1)
&

r+2)2x—m)=0

Néu t(z) = 2> — mz + m? — 3 thi he (I) c6 nghiem < Hé (II) hosic hé (III) c6
nghiém, diéu do6 tuong duong véi

[t(2)=0 m23—|—2m+1:0
= m =
t—IO — 2— =
(2 4m 3=0
m = —1
@[m:ﬂ

m
2
thi 1oi giai trén ching ta da giai trudc day.

Nhan xét. Diéu kién ¢(—) = 0 ciing chinh la diéu kién dé ¢(z) c6 nghiém kép
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2.6.1 Nghiém ctia da thic bac hai va bat ding thic
Xét tam thiic bac hai f(z) = az® + bx + ¢, a # 0.
Meénh dé 2.6.2. Gid st 21,35 la nghiém cia f(z) = 0. Khi dé cé két qud:
fla) = a(z —a1)(x — 22)
r1+ T = —g

1T = —

Meénh dé 2.6.3. Gid st f(x) € R[z] va A = b* —4ac. Khi dé c6 cic két qud sau:
: e, o . ) a>0

(1) f(x) > 0 vdi moi gid tri cia x khi va chi khi { A<Q-

(ii) f(z) > 0 vdi moi gid tri cia = khi v chi khi { Az

vdi mot gid try cua x khi va chi khi { Z <<% .

() f(x) <0 vdi moi gid tri cia x khi va chi khi { Zé% .

(v) f(x) =0 ¢6 hai nghiém x1, x5 va s6 thuc a sao cho xy < a < x9 khi va
chi khi a.f(a) <0

Meénh dé 2.6.4. Gid st day hiu han cdc s6 thuc (a;); (b;); (t;) théa man 0 < a <
a; <A0<b<b<Buwat;>0vdi moit=1,...n. Khi do co

9 o 30/ + 2By Z;f*

Gt SYRE > (5 (3 )

ii) [Cantorovic| ——
( ) [ ] aA i=1 i=1 G

2.6.2 Nghiém ctia da thic bac n va bat dang thiic
Bo dé 2.6.5 (Rolle).

Néu ham so y = g(x) xdc dinh va lien tuc trén doan [a;b],a < b, théa mdn
g(a) = g(b) thi ton tai g € (a;b) dé ¢'(zo) = 0.
Ham tiép theo duge xét dén 1a mot da thic bac n > 2 véi n nghiém sau day:

f(z) = (z —a))(z — ag)...(x — a,) = 2"012" ' — 092" 2 — ... — (=1)"0,,.
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Meénh dé 2.6.6. Néu cic a; > 0:i=1,....,n, thi ta cé cic bat dang thic

OROR R (6]

Hé qua 2.6.7 (APMO 1990).
Néu cdac a;,i =1, ...,n thi ta c6

2
6i0n-—i > ( ?) n-

5’11 5n—z n
Chiing minh. Do %> | | ——"' > | _—"_ theo ménh
| ( h ) NRL e n fn
t n n—1 n
dé [2.6.6) nen
0; 0;
Z \ 51’L—Z7 Z \ 5’11—2

2
~ n n n

2.6.3 Cac vi du

Vi du 2.6.8. Gia st ba s6 a, b, c > 0 1& do dai ba canh ctia mot tam gidc. Ching
minh rang néu cac sd thuc x, vy, z théa man hée thic ax + by + cz = 0 thi

ayz +bzx + cry <0 va yz + zx +xy < 0.
Chitng minh. T gid thiét ax + by + cz = 0 suy ra cz = —ax — by. Vi ¢ > 0 nén
ayz + bzx + cxy <0

& aycz + bezx + Cay < 0.

Vay ta phai chi ra
ay(—ax — by) + bx(—azx — by) + ctry <0

hay
abz® + (a* + b* — A)ay + aby? > 0.

Xét ham 86 f(z,y) = abx® + (a* + b* — *)xy + aby?® véi ab > 0. C6 biet thiic

A=—(a+b+c)a+b—c)a—b+c)(—a+b+c)y* <0,
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nén véi f(x,y) > 0 v6i moi z,y.

b
\ﬁz:—+ ynényz+zx+xy§0tu0ngdu0ng

ax® + (a + b — c)zy + by* > 0.
Dé dang thay A < 0. Vay
yz +zx +ay < 0.
L]

Vi du 2.6.9. Chiing minh réng, néu f(z) = 2* + az® + ba® + cx + d € Ry ¢6
bén nghiém thiyc duong thi

ac > 16d va b*> > 36d.

Tt d6 suy ra phuong trinh 2% + ax® 4+ 1022 4+ cz + 3 = 0 khong thé ¢6 bén nghiem
duong v6i moi a, ¢ € R.

Chitng minh. Gia st bon nghiém ctia f(z) = 0 1a 1, 22, 23, 24 > 0. Tl bat dang
thic
1 1 1 1
(T1+@+a23+24)(—+—+—+—)>16
I I9 T3 Iy

suy ra bat dang thic
(—a)(—c) > 16d hay ac > 16d.

b d
Vi |———>

4\ T 4[4

2 2
Do 10?2 = 100 < 108 = 38.3 nén 2* + ax® 4+ 102 4 cx + 3 = 0 khong thé ¢6 bén
nghiém duong. ]

nén b? > 36d.

Vi du 2.6.10 (VMO 2004). Gia st z,y, z 1a nhitng s6 thyc duong théa man
(r +y + 2)3 = 322yz. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat clia biéu thic
Catyt4 At
(x+y+2)*

Chiing minh. Ta thay ngay, v6i moi s6 thuc duong o luon cé
T(x;y;2) = T(ax, ay; az).

Vay, khong lam méat tinh chat tong quat c6 thé gia thiét x + y + z = 4. Khi d6
r+y+z=42yz =2, 6 d6 x,y,z > 0. Ta tim gia tri 16n nhat va gia tri nho
nhat ctia biéu thic A A A

T Ty Tz

- 256

T
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Dé thay z,vy, z déu la nghiem ctia phuong trinh 3 — 4> + at — 2 = 0, & d6
a=2xy+yz+ 2.
Do tinh binh déng clia z,y, z nén c6 thé coi z > y, z. Biéu dién

et oyt 2t = 27 P 2P - 2R P 4 2%t = 2[a® — 32] + 288,

2 2
Tia=xy+yzr=z(y+z2)+yz=x(4—1x)+ —suyraa=x(4—x)+ — hay
T x
4

T > .
9 8 4
Tit (4 —2)> = (y +2)? > 4yz = — hay (a:—2)(x2—6x+4)20,vax2gsuy
x
4
ra— <ux <2.
3

2 4
Khéoséta:$(4—x)+—véi§§x§2. Ta ¢6
x

S 2z —1)(2®> -z —1)

4
véi 3 <z < 2. Tu day suy ra

h<a<
>a = 5
5 —1
Xét xt + oyt + 24 = 2[a® — 32a] + 288 v6i 5 < a < \/_T Ta dugc
9 .
Tmax:_khzx:27y:/z:]_.
128
—1 1
Tmm:383 25665 5khm=3—\/5,y=z: +2 0.
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Két luan

Sau mot qua trinh tim va doc cac tai lieu, dé tai da hoan thanh nhiém vu nghién
citu, cu the:

1. Luan van da trinh bay bai toan nghiem kép dudc xem xét trén nhiéu goc
khéac nhau dé thay sy can thiét ctia bai toan trong Toan néi chung va trong Toan
phd thong noi rieng. Luan vin da trinh bay dude cac van dé sau:

Bai toan tim nghiém kép ctia phuong trinh.

Bai toan nghieém kép va cac ting dung trong Toan pho thong.

2. Chung toi hy vong noi dung luan van da mot phan nay minh hoa cho thay
moi lien hé hitu co gitta kién thiic dai s6 cao cap (ndi riéng), kién thic toan cao
cap (no6i chung) véi cac bai toan trong chuong trinh phd thong.

3. Huéng phéat trién clia dé tai la mé va vo ciing hap dan, hitu ich déi véi cac
gido vien day toan & trusng pho thong.
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