DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

Tran Thi Phuong Lam

NGHIEN CUU PHEP BIEN HINH BANG PHUONG
PHAP DAI SO

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

Thai Nguyén - 2013

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

Tran Thi Phuong Lam

NGHIEN CUU PHEP BIEN HINH BANG PHUONG
PHAP DAI SO

Chuyén nganh: Phuong phap toan so cap

Ma sb: 60460113

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

Ngudi huéng dan khoa hoc:

PGS.TS NGUYEN VIET HAI

Thai Nguyén - 2013

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



1 Cac phép bién hinh trong mit phing
1.1 Phépdsihinh . ... ... ... ... ... ... ...
1.2 Cac phép doi hinh thuong gap . . . . . . . . . ... ..
1.2.1 Phéptinhtién . . . . .. . ... ... ... ...
1.2.2 Phép déi xting truc . . . . . .. ...
1.2.3 Phép dbéixingtam . . . . ... ... ... ...
1.2.4  Phép quay quanh mot diem . . . . . . ... ..

0 O s e W

1.3

1.4
1.5

1.2.5 Dinh Iy vé dang chinh tac ctia phép doi hinh

Phép dong dang . . . . . . . ... ...
131 Phép Vi tu « o o oo
1.3.2 Phépdongdangtisbk . ... ........
Phép nghich ddo . . . . . . . ... ... .. .. ...

Phuong trinh dai s6 ctia cac phép bién hinh phang

1.5.1 Phuong trinh ctia phép tinh tién . . . . . . . .
1.5.2 Phuong trinh ctia phép ddi xing truc . . . . .
1.5.3 Phuong trinh ctia phép ddi xting tam . . . . .
1.5.4 Phuong trinh ctia phép quay . . . . . .. . ..

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



2 Cac
2.1

2.2

2.3

1.5.5 Phan loai phép doi hinh trong mit phang . . . .
1.5.6  Phuong trinh ctia phép vitu . . . . . .. .. ..
1.5.7 Phuong trinh ctia phép dong dang . . . . . . . .
1.5.8 K&ét hop cac phép bién hinh phéng . . . . . . . .
1.5.9 Phép nghich ddo trong mit phang . . . . . . . .

phép bién hinh trong khéng gian
Nhéc lai cac khainiém . . . . . . . . . . . . ... ...
2.1.1 Phép dbéi xing qua mot diem, mot dudng thang,
mot mat phang ... ...
2.1.2 Phép quay quanh mot duong thang . . . . . . .
2.1.3 Diém bat dong va vecto bat dong ctia phép bién
doidéngcu . .. ... ...
2.1.4 Phan loai phép bién doi déng cu trong E3 . . . .
Céc phép dong dang trong F® . . . . . . ... .. ...
2.2.1 Phép vi tu trong E3 ..
2.2.2 Phép dong dang trong F> . . . . . ... ... ..
2.2.3 Phan loai phép dong dang trong £ . . . . . ..
Phép nghich déo trong E® . . . . ... ... ... ...
2.3.1 Dinh nghia v cdc tinh chat . . . . . . . ... ..
2.3.2  Anh ctia mat phang v& mat cau qua phép nghich

Tai liéu tham khao

i

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/

27
29
32
33
37

48
48

50
02

53
%)
64
64
65
66
67
67

69

74



LG1 cam on

Toi xin dugc bay t6 long biét on sau sic téi PGS. TS Nguyén
Viet Hai, Nguoi thay da tan tinh huéng dan, giup dé va nghiém khac
trong khoa hoc dé t6i hoan thanh ban luan van nay. Téi xin chan thanh
cam on Ban Giam hiéu, phong Dao tao khoa hoc, khoa Toan-Tin trucng
Dai hoc Khoa hoc, Dai Hoc Thai Nguyéen, cac thay, co gido da trang bi
kién thtc, tao diéu kién cho toi trong thoi gian hoc tap tai day. Toi xin
cAm on cac thay co gido, gia dinh v ban be dong nghiep da giup d6 rat
nhiéu dé t6i hoan thanh ban luan van nay.

Trong qué trinh viét luan van cling nhu trong viéc xit 1y van ban
chiac chan khong tranh khoéi nhitng thiéu sét. Toi rat mong nhan duge
sut g6p ¥ clia cac thay co, cac ban dong nghiép dé luan van duge hoan
thién hon.

T6i xin chan thanh cam on!
Hai Phong, Thang 5 nam 2013
Hoc vién

Tran Thi Phuong Lam

il
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MG dau

Phép bién hinh 134 mot dé tai da dugc nhiéu tac gid khai thac &
cic khia canh khac nhau: ching minh bang cach sit dung bién hinh,
tim qui tich bang bién hinh, dyng hinh nhd doi hinh hoac phép nghich
d4o,...Nhiéu bai tap hinh hoc don gidn nhd bién hinh da tré thanh co
dién v c6 vé dep hoan hdo. D& tai "Nghién citu phép bién hinh bing
phuong phap dai s6” lai tiép can phép bién hinh theo cach khéac hén: st
dung cac cong cu cta dai s, dic biét 1a phuong phap toa do dé nghién
cttu va ting dung cac phép bién hinh.

Phép bién hinh 14 mot trong nhitng noi dung co ban trong chuong
trinh todn & bac Trung hoc co sé va Trung hoc pho thong. Viec dua
noi dung phép bién hinh vao chuong trinh toan THCS va THPT khong
nhitng cung cap cho hoc sinh nhitng cong cu méi dé giai toan ma con
tap cho hoc sinh lam quen v6i cac phuong phap tu duy va suy luan méi.
Tuy nhién d6 chi 1a cac cach gidi bang phuong phap hinh hoc thuan tiy.
Véi viéc ap dung phuong phap toa do vao giai cac bai toan hinh hoc
gitip cho hinh hoc thoat ra khoi 161 tu duy cu thé va truc quan. Dic biét
hon viéc ting dung phuong phap dai s6 gitip ching ta gidi bai toan mot
cach don gian hon rat nhiéu so véi viéc giai bang phuong phap hinh hoc

thuan tay. Viéc lya chon cong cu, phuong phap giai thich hop cho méi
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bai toan gitp ta tiét kiem ducc thoi gian v cong stc dé giai bai toan
d6 mot cach c6 hieu qua nhat. D6 ciing 1 1y do toi chon dé tai luan van
"Nghién cttu cac phép bién hinh bing phuong phap dai sd”.

Pham vi ciia luan van 1a nghién citu cac phép bién hinh trong mit
phang bang cong cu dai s6. Chitng minh lai cac tinh chat cia cac phép
bién hinh bang cong cu dai s6 dong thoi gidi cac bai toan lien quan. T
d6 thay dugc uu thé ciia viec dai s6 hoa cac phép bién hinh.

Noi dung cta luan van duge chia lam hai chuong

Chuong 1: Cac phép bién hinh trong mit phang.
Chuong 2: Cac phép bién hinh trong khong gian.

Chuong 1 dé cap dén céc phép bién hinh phang tit phép tinh tién dén
phép nghich dio vé6i cach lam 1a hé thong cac kién thic co ban vé mdi
phép bién hinh, sau dé xay dung cac phuong trinh dai s6( biéu thiic toa
do ) tuong tng. Viec ting dung céc phuong trinh dai s6 cho phép giai
duge mot loat cac bai toan hinh hoc ¢6 hiéu qua.

Chuong 2 dé cap dén cac phép bién hinh trong khong gian bang cach
dua ra ngay phuong trinh ctia méi phép bién hinh trong khong gian
nhu: phép tinh tién, phép doéi xing truc, phép doi xting tam, phép quay
quanh mot diem, phép vi tu, phép dong dang, phép nghich dao. Két qua
quan trong & chuong nay 1a mo ta duge cac dac trung ciia mot so6 phép
bién hinh phic tap. Cac vi du tinh toan chi tiét ciing 14 nhitng két qua

c6 ich cua luan van.
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Chuong 1

Cac phép bién hinh trong mait

phang

Trong dai s6 hay giai tich ta c6 khai niem ham sb, tuong tu
nhu vay ta c6 khai niém phép bién hinh trong hinh hoc. Kién thic ciia

chuong nay duge tap hgp tir tai ligu [2]

Dinh nghia 1.1. Phép bién hinh (trong mdt phang hodc khong gian)
la mot qui tdc vdi moi diem M (thudc mat phdng hodc khong gian) wdc

dinh mot diém duy nhat M’ (thuoc mdt phang hodc khong gian).

Diém M’ goi la anh ctia diem M qua phép bién hinh dé.
Ki hiéu phép bién hinh 1a f, M’ 1& &nh ctia M qua phép bién hinh f thi
ta viet M’ = f(M). V6i mdi hinh H' gom cac diem M’ = f(M),M € H
la &nh ctia hinh H qua f, ta ciing viét H = f(H).

Luu y: f la mot song anh.
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1.1 Phép doi hinh

Dinh nghia 1.2. Phép doi hinh la phép bién hinh khong lam thay doi
khodng cdch gitta hai diém bat ki, tite la néu M' = f(M),N' = f(N)
thy d(M', N") = d(M,N) .

Tinh chat : cac tinh chat sau da duge chiing minh trong [1;5].

Phép bién hinh bién:

Ba diém thing hang thanh ba diém thang hang v khong lam thay
doi thi tu ba diem do.

Mot dudng thang thanh mot dudng thang.

Doan thing thanh doan thang bing né .

Tam giac thanh tam giac bang né .

Duong tron thanh ducng tron c6 cung ban kinh, tam thanh tam.

Goc thanh goc bang no .

Dinh 1y 1.3. Tap hop cdc phép doi hinh trong mat phang vdi phép hop

hai anh xa tao thanh mot nhom. Do la nhom cac phép dot hinh.

Dinh nghia 1.4. Phép dong nhat la phép bién hinh bién mot diem M
thanh chinh no. Iy : M — M.

1.2 Cac phép dai hinh thucng gap

1.2.1 Phép tinh tién

Pinh nghia 1.5. Trong mdt phing cho vecto g Phép bién hinh bién
. » P— )
mdi diém M thanh M' sao cho MM' = U dude goi la phép tinh tién

theo vecto .
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Ki hieu: T4

Tinh chat: cac tinh chat sau da duge chiing minh trong [1;2], ta ki hi¢u
la T1,...,T6
T1: Phép tinh tién béo toan khoang cach giita hai diém bat ki.
T2: Phép tinh tién bao toan tinh théng hang va tht tu clia cac diem
tuong ing.
T3: Phép tinh tién bién:

Tia thanh tia.

Duong thang thanh duong thing song song hoic tring véi né .

Doan thing thanh doan thang bing né .

Tam giac thanh tam gidc bang né .

Duong tron thanh duong tron cé cung ban kinh.
T4: Phép tinh tién hoan toan dudc xac dinh khi biét vecto tinh tién.
T5: Tich ctia hai phép tinh tién 13 mot phép tinh tién.
T6: Tap hgp cac phép tinh tién 1ap thanh mot nhém.

Vi du 1.6. Cho day cung AB c6 dinh khong la duong kinh cia duong
tron (O, R), C la mot diém thay doi trén duong tron va H la truc tam
ctia tam gigc ABC. Goi M va N lan luot la giao diém cia hai duong
tron tam C va tam H c6 ban kinh cung bang CH.

a, Ching minh ring néu I la trung diém cia AB th CH =201,

b, Tim qui tich cic diém M va cdic diém N.
Giai

. — N
a. Lay B’ 1a anh ctia B qua O thi 201 — B'A . Ta cin chiing minh

—
BA=CH . Wi
B'ALAB,CHLAB = B'A//CH

B'C1BC,AH1BC = B'C//AH nén suy ra B'CHA la hinh binh
: =

5
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Hinh 1.1:

hanh, tr d6 suy ra _3574 = C’4H>

b. Ta can tim moi quan hé gitta C va M, N. Ta c6 CM=CH=20I=CN;
MCH = NCH = 60° va CH1AB, bdi vay cac vecto C’—]\>4, C'—]>\7 hoan
toan xac dinh, ta dat 1a @, ? (khong doi), ta suy ra M = T=(C), v&
N =T%(C).

Vay quy tich cac diém M, N 1a anh ctia dudng tron (O, R) qua hai phép
tinh tién Tz, T (tri hai diem A, B).

1.2.2 Phép dbi xiing truc

Pinh nghia 1.7. Trong mat phang cho mot duong thang d co dinh, phép
bién hinh bién mdi diem M thuoc d thanh chinh né, bién maoi diem M
khong thuoc d thanh M' sao cho d la duong trung truc cia MM’ dugc
goi la phép doi xing qua duong thang d hay phép doi xing truc d.

Duong thang d goi 1 truc d6i xiing(xem hinh 1.2)
Ki hiéu: S,
Tinh chat: Dé chitng minh dugc cac tinh chat ma ta ki hieu 1a S1,...S4
sau(xem trong [1;5])

S1: Phép dbi xiing truc bao toan khoang cach gitta hai diém bat ki.
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Hinh 1.2:

S2: Phép d6i xitng truc bién:

Ba di¢m thang hang thanh ba diém thang hang va bao toan thi ti
clia cac diem tuong ting.

Duong thing thanh dudng thang.

Doan thing thanh doan thing bing noé.

Tam giac thanh tam gidc bang no .

Duong tron thanh duong tron cé ciing ban kinh, tam déi xtng
thanh tam.

Goc thanh goc bang no.

S3: Tich hai phép ddi xiing truc cé truc song song 1a mot phép tinh tién.

Hinh 1.3:
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S4: Tich ctia hai phép déi xtng truc c6 truc cat nhau 13 mot phép quay.
S5: Phép dbi xting truc c6 tinh chat ddi hop: S3 = id.

1.2.3 Phép dbi xiing tam

Pinh nghia 1.8. Trong mdat phang cho diém I, phép bién hinh bién
diém I thanh chinh no, bién méi diém M khac I thanh M' sao cho I la
trung diém cia doan thang MM' duoc goi la phép doi zing tam 1.

Diém I dugc goi la tam doi xtng.

Ki hiéu: Z;
Chi §: Ta c6 thé coi phép dbi xing tam 1a trusng hop dac biéet ctia phép
quay (géc quay 180%) hoac phép vi tu(véi ti s6 vi ty bang -1).
Tinh chat: Dé ching minh dugdc cac tinh chat ma ta ki hieu 1a Z1, Z2,
73 sau
7Z1: Phép doi xting tam bao toan khodng cach giita hai diém bat ki.
Z2: Phép dbi xting tam bién:

Ba di¢m thang hang thanh ba diém thang hang va bao toan thi ti
clia cac diem tuong ting.

Duong thing thanh dudng thang.

Doan thang thanh doan thing bing né.

Tam giac thanh tam gidc bang no.

Duong tron thanh dudng tron c6 cung ban kinh.

Goc thanh goc bang no.
Z3: Phép d6i xiing tam c6 tinh chat ddi hop, tiic 1a: (Z7)? = id.

Vi du 1.9. Ching minh rang trong tat cd cic tam gidc c6 cung dién

tich va c6 chung mot canh thi tam gidc can c6 chu vi nho nhat.

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



Giai
Goi BC la day chung cia tam giac ABC, a la dién tich tam giac ABC,

N

la

Hinh 1.4:

lac dé dinh A ndm trén hai dudng thing [, I’ song song va cach BC mot

2a
khoang h = —.
oang BC

Thyc hién phép doi xting truc [ ta co
S :C—C' A— A, AC — AC'

Suy ra AC' = AC’, ta c6 AB + AC = AB + AC’ > B(C'. Vay tam giac
ABC ¢6 chu vi nhé nhat (dién tich bang a).

Néu AB + AC’" = B(C', tiic 1a khi A trung M trung véi giao cia [ véi
BC'. Luc d6 tam gidc BMC can tai M.

Vi du 1.10. Cho diém C thay doi trén duong tron cé duong kinh AB
c¢o dinh, trén tia AC lay diém P sao cho AC=CP.

a, Tim quy tich cic diém Q la dinh ctia hinh binh hanh ¢ hai canh
PA, PB.

b, Tim quy tich cic diem R la dinh cia hinh binh hanh cé hai canh
AB, AP.
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Giai
a, Ta c6 Q = Zp(P), béi vay dé tim tap hop cac diem Q ta di tim

Hinh 1.5:

tap hop cac diém P. Nhung tam gidc ABP can dinh B nén BP=BA suy
ra quy tich ctia P 1a duong tron v ¢6 tam B, ban kinh BA. Vay quy tich
diem Q 14 7/ ¢6 tam A, ban kinh BA véi 4’ 1a anh ctia v qua phép doi
xing tam O.

b, Ta c6 R = Zp(Q), béi vay dé tim tap hogp cac diem R ta di tim
tap hop céc diem Q. Ma tap hop cac diém Q theo cau a la +'. Vay quy
tich R 1a duong tron 7" v6i 4" 1a anh ctia 4" qua phép dbi xting tam B.
V6i 7" 1a dudng tron c¢6 tam Aj, ban kinh BA, Ay = Zp(A)

10
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1.2.4 Phép quay quanh mot diém

Dinh nghia 1.11. Trong mat phing cho diém O c6 dinh va goc lugng
gide o, phép bién hinh bién diém O thanh chinh nd, bién moi diem M
khdac O thanh M' sao cho OM' = OM wva géc lugng giagc (OM;OM’) =

a dugc goi la phép quay tam O goc quay .

Ki hieuw: Q)¢

Tinh chat: Dé chiing minh dugdc cac tinh chat ma ta ki hieu 1a Q1,...,Q7
sau(xem trong [1;5]).
Q1: Phép quay bao toan khoang cach giita hai diém bat ki.
Q2: Phép quay bién:

Duong thing thanh dudng thing .

Tam gidc thanh tam giac bang né .

Duong tron thanh duong tron c¢6 cuing ban kinh.
Q3: Trong phép quay tam O goéc quay a # 0 chi c¢6 tam O la diém kép
duy nhat ctia phép quay dé va néu dudng thing a di qua tam O thi
duong thang anh o’ ciing di qua O .

Q4: Tich ctia hai phép quay cung tam 13 mot phép quay cung tam Ay

Q0 = Qs
/ M
\\M"

R MI

Hinh 1.6:
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Q5: Tich ctia hai phép doi xiing truc c6 truc cat nhau la phép quay véi
tam quay la giao ciia hai truc, goc quay c6 do 16n bang hai lan géc gitta

hai truc.
Sat(M) = M, Sgp(M")y = M" = SpSqp1 (M) = M”

Qo (M) = M",a = 2(dy, dy)

Hinh 1.7:

Suy ra Sg2Sq1 = Q°.
Q6: Néu f = Q9 thi 1 =QY,.
Q7: Phép quay hoan toan dugc xac dinh khi biét tam quay O va goc

quay «.

Vi du 1.12. Dung ra ngoai tam gidac ABC cac tam gidc vudng can
ABOy, ACOy (vuong can tai Oy,03 ). Goi O la trung diém cia BC,
chitng minh rang O0O1LOOy va OO = OO0,

Giai
Goi I va K 1a trung diém cta AB, AC. Ta ¢6
O1 = %AB = 0K, O\I1OK;OK = %AC’ =0I1,0,K10I.
Dung hai hinh binh hanh OIOE, OFO, K, ta c6

12
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Dz

Hinh 1.8:
OF10OK,OF = OK;OILOF,OI = OF nén phép quay
Q% : E— K;I— F;0I0,F — OFO:K.
Do do OOl — OOQ, do vay 001: OOQ; OOlJ_OOQ

1.2.5 Dinh 1y vé dang chinh tic ctia phép doi hinh
Phép ddi hinh loai 1 va ddi hinh loai 2

Trong mat phang toa do ta xac dinh géc dinh huéng ctia hai tia Ox,
Oy nhu sau:
Hudéng tit Ox dén Oy ngudc chiéu kim dong ho 13 huéng duong.
Huéng tit Ox dén Oy thuan chiéu kim dong ho 1& huéng am.
Ki hieu (Ox, Oy) = 45%; (Oy, Ox) = —45°.

Dinh nghia 1.13. Phép doi hinh bdo toan goc dinh hudng goi la phép
doi hinh loai 1. Ki hiéu: Dy.

Phép doi hinh dao ngugc goc dinh hudng goi la phép doi hinh loai 2. Ki
hiéu: Ds.

Vi du 1.14. Phép tinh tién la phép doi hinh logi 1, phép doi zing truc
la phép doi hinh loai 2.

13
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Dinh 1y vé dang chinh tic ctia phép doi hinh trong mit phing

Moi phép doi hinh loai 1 déu 1a phép tinh tién ho#c phép quay.
Moi phép doi hinh loai 2 déu la phép déi xting truc ho#c 1a tich cla

phép ddi xing truc va phép tinh tién(con goi la phép doi xiing trugt).

1.3 Phép dong dang

1.3.1 Phép vi tu

Dinh nghia 1.15. Trong mat phing cho diém O va s6 k # 0, phép bién
.z ~, .2 N % H .
hinh bién moi diem M thanh diém M’ sao cho OM' = kOM duoc goi

la phép vi tu tam O ti so k.

Ki hiéu: Vy?

Tinh chat: Dé ching minh dudc cac tinh chat ma ta ki hieu 1a V1,V2
sau(xem trong [1;5])
V1: Néu phép vi tu ti s6 k bién hai diém M, N tuy ¥ theo tht tu thanh
M, N’ thi M'N' = kDN va M'N' = |k| MN.
V2: Phép vi tu ti s6 k bién:

Ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va bao toan thi ti
clia cac diem tuong ing .

Duong thang thanh duong thang song song hoic tring véi né .

Doan thing thanh doan thing, tia thanh tia.

Tam gidc thanh tam giac dong dang vé6i nd, bién géc thanh goc
bang no.

Duong tron ban kinh R thanh dutng tron ban kinh |k| R.

14
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1.3.2 Phép dong dang ti s6 k

Dinh nghia 1.16. Mot phép bién hinh F dudc goi la phép dong dang ti
560 k (k>0) néu vdi hai dieém M, N bat ki va anh M', N’ tuong ing ciia
ching ta luon c6 d(M', N') = kd(M, N).

Luu y:Phép doi hinh 14 phép dong dang ti sb 1.
Phép vi tu ti s6 k 1a phép dong dang ti s |k|.

Ta ki hieéu phép dong dang ti s6 k 1a :Hj,
Tinh chat: Dé chiing minh dudc cac tinh chat ma ta ki hieu 1a H1,....H5
sau(xem trong [1;5])
H1: Phép dong dang ti s6 k bién:

Ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va bo toan thi tu
clia cac diem tuong ting.

Duong thing thanh dudng thing.

Doan thing thanh doan thing bing no, bién tia thanh tia.

Tam gidc thanh tam giac dong dang vé6i nd, bién géc thanh goc
bang no.

Duong tron ban kinh R thanh dudng tron ban kinh |k| R.

Da gidc n canh thanh da giac n canh, bién dinh thanh dinh, canh
thanh canh.
H2: Tich hai phép dong dang véi ti s6 dong dang ki, ko 13 mot phép
dong dang t1 s6 ki.ko .
H3: D4o ngugc ciia phép dong dang ti s6 k 1a phép dong dang ti s6 1/k.
H4: Tap hop céc phép dong dang trén mit phang la mot nhom goi 1a
nhoém dong dang.
H5: Moi phép dong dang déu dude phan tich thanh tich mot phép vi tu
va mot phép doi hinh( hoac tich mot phép dsi hinh va mot phép vi tu).

15
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T tinh chat H5 ta ciing suy ra dang chinh tic clia mot phép dong dang
tuong tu nhu phép doi hinh.

1.4 Phép nghich dao

Dinh nghia 1.17. Trén mat phang lay diém O va s6 k # 0, phép nghich
ddo cuc O phuong tich k la bién doi sao cho M +— M’ theo quy tdc
s , S —
OMOM' =k, néi cach khic O, M, M’ thang hang va OM.OM' = k.

Ta ki hiéu phép nghich ddo cuc O, phuong tich k la: I7.
Ta c6 chi ¥ ngay rang phép nghich ddo khong phai 13 mot phép doi
hinh, ciing khong phai 1a phép dong dang, diéu d6 dugc chiing minh
nho dinh 1y sau
) k| MN
Dinh 1y 1.18. Néu M’ = I2(M),N' = I?(N) thi M'N' = ‘—

That vay

M'N' =ON' —OM' = ON' — OM’
k k k(OM—ON) kNM k. NM

" ON OM  ONOM ONOM ONOM

k.MN
Suy ra M/N, e ———
ON.OM

Ttc 14 khoang céach gitta M', N’ khong nhiing phu thuoc k, MN ma con
phu thuoec OM, ON.

Tinh chat: Dé chitng minh dugc cac tinh chat co ban ma ta ki hieu 1a

I1,.., 16 sau(xem trong [5])
I1: Phép nghich ddo cé tinh chat déi hop.
I2: Néu k > 0 ta c6 phép nghich dao duong I, khi d6 hai diem M va

diem M’ = f(M) cting nim vé mot phia véi diém O.

16
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0 y M’

Hinh 1.9:

Néu k < 0 ta c6 phép nghich dado am I, khi d6 hai diém M va
diém M’ = f(M) nam vé hai phia v6i diém O.

Hinh 1.10:

Céach dung diém M’ khi c6 diém M nhu sau:

Véi k > 0 vé dudng tron (O; vk), khi M & trong dudng tron (O; vVk)
ta vé MH1LOM, tit H ké tiép tuyén v6i duong tron, cat OM kéo dai tai
M. khi M & ngoai dudng tron (O; VE) ta vé tiép tuyén MH t6i dudng
tron, ha HM'1OM ta dugc anh M’.

V6i k < 0 vé duong tron (O; y/]k]) ta lam tuong tu (ldy d6i xing
qua tam O).

13: Phép nghich dao duong c6 dudng tron tuyet déi la (O, vk). Phép

17
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nghich dao am c6 dudng tron kép tuong déi 1a (O, 1/]k]).

I4: Moi dusng thang di qua cyc O déu la kép tuong doi.

15: Phép nghich ddo I{ bién nhimg diém & trong duong tron (O, \/]k])
thanh nhing diém & ngoai va ngudc lai.

I6: Tich hai phép nghich dao cung cic 1a mot phép vi tu ¢6 tam la cuc
nghich dao.

1.5 Phuong trinh dai s6 ctia cac phép bién hinh
phing
Trong miit phang Oclit v6i hé toa do truc chuan ta da biét phuong
trinh ctia bién déi tryc giao 1a (xem [1])

/
' =anx+ apy + b G a’11 + a%e; = a’p +ap =1
véi

/
Y = a1x + axny + by a11.a412 + asy.az =0

Day la phuong trinh ctia phép dsi hinh (béo toan khoang cach gitta hai
diém bat ki).
Néu bao toan hudéng thi c6 phép doi hinh loai 1.

x' = xcosp —ysinp + b
Y —ysime T 01 D=1
y' = xsin ¢ + ycosy + by

Néu dao nguoc huéng thi c6 phép doi hinh loai 2.

2 = zcosp +ysinp + b
YTy 2 1;D:—1.

Yy = xsin p — ycosp + by

18
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1.5.1 Phuong trinh ctia phép tinh tién

Trén mat phing toa do Oxy, gid sit vects o = (a,b) 1a vecto tinh
tién, diém M (z, y) dnh tinh tién qua phép tinh tién T+ 1a M'(2', /). Dé
lap phuong trinh dai s6 ctia phép tinh tién, ta phai tim moi quan hé gitta

(2',y") va (z,y). N6i cach khac 1a tim biéu thitc dai sé biéu dién ',y

— ¥—x = a ,
qua z,y. Taco M/ = T=(M) & MM = ¥ < ) , chuyen

Yy —y =
. ¥y=x+a __, ¥r=x+a .
ve thu duge . Biéu thic toa do dugce goi la
y=y+b y=y+b

phuong trinh ctia phép tinh tién, trong d6 ¥ = (a, b) la vecto tinh tién,
(z,9) 1a toa do diém tao anh, (z/,1/) 1a toa do diém anh.
Chtng minh mot sé tinh chat: chang han ta chiing minh tinh chat T1,T3
T1: Phép tinh tién bao toan khoang céach gita hai diem bat ki. Tic la
néu M’ =T+(M); N =T+ (N) thi MN = M'N’.
That vay, gia st M (z1,y1), N(22,y2), 4nh ciia ching ¢6 toa do lan lugt
la M'(z,y}), N(z,y5). Theo dinh nghia khoéng cach ta c6

MN' =/ (ah — 24)% + (g — yh)?

—~ \/xz+a—x1—a)2+(y2+a—y1—a)

= \/ IQ - 5171 y2 ) = MN
Tu d6 suy ra M'N' = M N (diéu phai chiing minh).

2

T3: Phép tinh tién bién duong thing thanh dudng thing song song hoic
trung véi no.
Goi duong thang d c6 phuong trinh: d : Ax+ By+C = 0(A%2+ B% # 0).
L, ¥=x+a ¥ —a=ux
C6 biéu thuc toa do & (%) , thay x, y vao
Yy =y+b y—b=y
phuong trinh dusng thang d ta dudc:
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AX —a)+ B/ -b)+C =0 Ax+ By +C —Aa— Bb=0.
Vay phuong trinh cta d": Ax’' 4+ By’ + C' — Aa — Bb = 0.

Néu:
—Aa—-—Bb=0=d =d

—Aa—Bb£0=d//d
Phép tinh tién bién duong tron thanh duong tron va giit nguyen
ban kinh.
That vay goi duong tron (I, R) ¢6 phuong trinh la:

(r—a)*+ (y— B)* = R%

Thay x, y tit phuong trinh (*) vao ta dugc

(2" —a—a)+(y —b—B)* =R~
Day la phuong trinh dudng tron tam I(a + ;b + 3) 1a anh tinh tién
cia I(«a; ) va gitt nguyen ban kinh R.
Vi du 1.19. Trong mdt phing toa do Ozy cho vecto ¥ = (2;1). Hay
tim toa do diem M’ la dnh cia diem M(3;4) qua phép tinh tién theo
vecto U .

Giai. Goi M'(z';%/) 1a anh ctia diéem M qua phép tinh tién theo vecto

'=342=5
T nén taco § . Vay M'(5;5).
y=44+1=5

1.5.2 Phuong trinh ctia phép dbi xitng truc

a, Chon hé toa do Oxy sao cho truc Ox tring véi d, véi mdi diém
M (z;y), goi M'(2';y') 1a &nh ctia M qua phép ddi xing truc d, khi d6

=z

ta c6 phuong trinh la
y=-vy
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b, Tuong tu phép doéi xing qua truc Oy la

Chiing minh mot s6 tinh chat

S1: Phép dbi xiing truc bao toan khoang cach gitta hai diém bat ki.

That vay, chon hé truc Oxy, Ox lam truc déi xing.

Gia st M (z1,y1), N(x2,y2), anh clia ching ¢6 toa do M'(z, y}), N'(xh, y5).

: r =1 Ty = T9 .
Khi do6 ta c6 va . Theo dinh nghia khoang

!/ /

Yy = —n Y2 = —Y2
cach ta co:

MN = (wy — a0 + (0 — 1) = o — 20 + (o )

—\/LEQ—SUl yQ ) = MN
T d6 suy ra M'N' = MN.

<\

Hinh 1.11:

Vi du 1.20. Trong mat phang vdi hé toa do Oxzy cho M(1;5), duong
tron (C) c6 phuong trinh (C) : 2® + y* — 22 + 4y — 4 = 0, duong thang
d co phuong trinh d : v — 2y + 4 = 0.

a. Tim dnh cia M, (C),d qua phép doi xing truc Oz.

21

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



b. Tvm dnh ciia M qua phép doi zing truc d.

Giai
a. Goi M’, (C"),d 1an lugt la anh ctia M, (C'), d qua phép doi xiing truc
Ox. Ta c6 M'(1;=5). (C) ¢6 tam I(1;—2), ban kinh R=3. Dudng tron
(C") ¢6 tam la I" =Spx(I) = (1;2) va ban kinh R=3. Vay phuong trinh
duong tron can tim 1a (C") : (z — 1)* + (y — 2)* = 9.
Goi N'(2';y) 1a &nh ctia N(x;y) qua phép ddi xiing truc Ox, ta c6

==z x=21a
=

/ /

y ==Y Yy=-v
Thay vao phuong trinh ctia d ta duge: 2’ +2y +4 =0 .

Vay phuong trinh cia d’ 1a: 2 +2y+4=0.
b. Duong thing d; di qua M va vudéng géc véi d c¢6 phuong trinh la:
204+y—7=0.
Goi My la giao diem ctia d va d; thi toa do ctia My la nghiém cta heé:
r—2y+4=0 T =2
=
20 +y—7=0 y=3
Goi M, la anh ctia M qua phép ddi xting truc d thi M, la trung diem
doan thang M M; nén Mi(3;1).

Vay Mo(2;3).

1.5.3 Phuong trinh ctia phép déi xing tam
Trén mit phang toa do Oxy, cho diém I c¢6 toa do I(xg;yg) va phép

ddi xtng tam I, diém M (x;y), diém M’'(2';y) 1 anh ctia M qua phép
) —
doi xting tam I, khi d6 ta c6 M’ = Dy(M) < IM' = —IM

¥ —xg=xz0—1x =2z —x
~ , = . .
Y —Y% =% —Y Yy =2y —y
22
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. ¥ =2x)—x _ ,

Biéu thitic toa do / duge goi la phuong trinh cia phép
y =2y

ddi xing, trong dé I(wzo;yo) 1a tam déi xing, M(z;y) 1a toa do diém
tao anh, M'(z';y') 14 toa do diém anh.
Chitng minh mot s tinh chat ctia phép dbi xing tam:
7Z1: Phép dbi xting tam bao toan khodng cach giita hai diem bat ki. Ttc 1a

B —
néu M’ =Z(M); N =Z;(N) thi M'N’ = —MN tir d6 suy ra M'N” = MN.
72: Phép db6i xiing tam bién ba diém thang hang thanh ba diém thing
hang.
Gia st A’, B’, C' lan luot 1a anh cia A, B, C qua phép ddi xting tam I.

/ — —= 9
Theo tinh chat 1 ta c6 A'B' = —1@; B'C" = —B? . Vi A, B,C thang
hang nén 1@ ; B? cung phuong, khi d6
o ) ) )

3k : AB = kBC & —A'B = —kB'C" < AB = kBC, tic ta co
sy \ 9
A'B’; B'C" cing phuong. Dieu do6 chiing t6 A’, B’, C' thang hang.

Vi du 1.21. Tim dnh ciia diem A(-2;3) qua phép doi zing tam 1(1;2).
Giai: Goi A'(2';%/) 1a 4nh ctia diém A(-2;3) qua phép dbi xing tam

[(1;2).

P =2 (—2)=4

 Vay A'(4;1)
Yy =22-3=1

Ta co
Vi du 1.22. Cho hai diém phan biét B,C ¢o dinh (BC khong phdi la
duong kinh) trén duong tron (0), diém A di dong trén (O). Ching minh
rang khi A di dong tréen (O) thi truc tam tam giac ABC di dong trén
mot duong tron.

Giai
Cach 1. Giai bang phuong phap hinh hoc thuan tuy
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Goi H 1a truc tam tam gidc ABC, I 1a trung diém ctia BC. Tia AO va BO

Hinh 1.12:

cit (0) 1an lugt tai M va D. Ta ¢6 BCD = 90° nen DC//AH, AD//CH
suy ra tit gisc ADCH Ia hinh binh hanh, suy ra AH — DC' = 207 .
Trong tam gidc AHM c6 OI//AH va Ol = AH suy ra OI la dudng trung
binh ctia tam giac AHM, suy ra I 1a trung diem ctia HM, suy ra H va
M déi xting nhau qua I. Vi BC ¢6 dinh nén I ¢6 dinh.
Khi A di dong trén (O) thi M di chuyén trén (O). Do d6 khi A di dong
tren (O) thi tryc tam tam giac ABC di dong trén mot duong tron (O)
la anh cta (O) qua phép d6i xting tam 1.

Cach 2. Giai bang phuong phap dai so, ta dung phuong trinh clia
phép dbi xitng tam.

Goi I 1a trung diém ctia BC ta c6 OI//AH,OI 1L BC, AH 1 BC suy ra
OI 1a duong trung binh ctia tam giac AHM(M 1a diém d6i xitng ctia A qua
O) nén IM=IH ttic H = S;(M) . Goi I 1a gbc toa do va duong tron tam
O(a; B) ¢6 phuong trinh 1a (z — a)* + (y — 8)> = R Vi M € (O, R)

24

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



Hinh 1.13:

nén quy dao ciia M c6 phuong trinh (z — )2 + (y — 8)? = R? .

= —zx —x ==z

Mat khac S; ¢6 phuong trinh / & , thay vao
y=-vY Y=Y

phuong trinh duong tron tam O ta dugc

('~ @ (-~ = B = B = (7 4 )+ (4 + ) = R

Vay dudng tron c¢6 phuong trinh (' + ) + (3 + 8)? = R? ddi xing

v6i (O,R) qua 1(0,0) 1a quy tich cia H.

1.5.4 Phuong trinh ctia phép quay

Lap phuong trinh ctia phép quay tam I (xg; yo).
Trong mit phang toa do cho diem I(xg;yp), tinh tién theo vecto Oﬁ :
quay truc toa do mot géc a ta c6 moéi quan hé gitta x’,y va x,y nhu
sau
x' = xcosp — ysing + g

Yy = zsing + ycosp + Yo
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Day la phuong trinh ctia phép quay tam I(zg;yp), goc quay . Khi
I = O ta ¢6 phuong trinh don gian hon

x' = xcosp — ysin g

y' = xsin p + ycosp

Ap dung phuong trinh ciia phép quay ta c6 thé ching minh duge cac
tinh chat da co, ngoai ra ta con chitng minh dugc tinh chat phép quay
v6i goc quay o # 0 c6 duy nhat mot diém bat dong.

That vay, goi (X,Y) la diém bat dong cia phép quay

X = Xcosp — Y sinp X(1 —cosp)+Ysinp =0
=
Y = Xsinp + Ycosp —Xsing + Y (1 —cosp) =0

Ta co

1 — cos sin
D= 7 LA (1 — cosp)? + sin®p = 2(1 — cosp) # 0
—siny 1 —cosp

Nén hé phuong trinh trén ¢6 nghiem duy nhat (X,Y)=(0,0).

Vi du 1.23. Trong mdt phang vdi hé toa do Ozy cho diem O(0;0),
A(3:4) va B(3;0). Hay tim danh cia tam giagc OAB qua phép quay tam
O géc quay 90°.

Giai
Do phép quay tam O nén tam quay tring véi goc toa do.
) . , ) ¥’ =xcosp —ysing ,
Ap dung phuong trinh ctia phép quay de tim
y' = xsin p + ycosp
anh clia cac diem O, A, B.

Ta c6 Qg : O — O.
Goi A'(z!y; 1), do A" = Qg0 (A) nén
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b A

—————— BI

s ¥

Hinh 1.14:

x4 = xcosp — ysinp = 3.c0s90° — 4sin90° = —4

Vay A'(—4;3)
ya' = xsinp + ycosp = 3.sin 90° + 4c0s90° = 3
Goi B'(23;yp), do B' = Q0 (B) nén
xg’ = xcosp — ysiny = 3.cos90° — 0. sin 90° =
b v YRy . Vay B'(0;3)

yp' = xsin @ + ycosp = 3.sin 90° + 0.cos90? =
Vay qua @, tam giac OAB bieén thanh tam gidc OA'B’

1.5.5 Phan loai phép d&i hinh trong mit phing
a. Phép ddi hinh loai 1

R6 rang phép tinh tién, phép quay 1a phép doi hinh loai 1. Ngugc lai
' = xcosp —ysinp + b
gia st f la phép doi hinh ¢6 phuong trinh L
y' = xsin g + ycosp + by

) , r=x+b
Neéu ¢ = k27 thi phuong trinh tré thanh day la mot
Yy =y+b
phép tinh tién.

Néu ¢ # k27 ta di tim diém bat dong clia f
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FOD) = M & z(1 — cosp) + ysiny = by
—zsing + y(1 — cosp) = by

1 — cos sin

Dinh thtc 4 LA (1 — cosp)? + sinp # 0 suy ra he
—singp 1 —cosp

c6 nghiém duy nhat, nén f 1a phép quay tam I, gbc quay ¢ .

Vay: moi phép doi hinh loai 1 hodc 1a phép tinh tién, hosc 1a phép quay.

b. Phép ddi hinh loai 2

Ta sé chiing minh moi phép doi hinh loai 2 ho#c 14 phép doi xiing
truc hodc tich ctia phép déi xitng truc va phép tinh tién(doi xiing trugt).
' = xcosp + ysinp + by

That vay, xét phép doi hinh loai 2 .
Yy = xsin p — ycosp + by

) , ¥ =x+0bh
Neéu ¢ = k27 thi phuong trinh tré thanh
Yy =—-y+bs
X =T + bl :LJ = X 5 <
Dat ta co suy ra f la tich cua phép doi
Y =y —b y =-Y

xting truc va phép tinh tién véi vecto tinh tién v = (b1; —b9).
Néu ¢ # k2r ta di tim diém bat dong cua f.
z(1 — cosp) —ysinp = by

f(M)=M < :
—zsing + y(1 + cosp) = by

_ | 1 —cosp —sing o . .9 )
Dinh thic = 1 — cosp” —sin“p = 0 suy ra hé co
—siny 14 cosy
vo s6 nghiem, d6 la toan bo dudng thing c6 phuong trinh

(1 —cosp)r —sinpy — by =0 .
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Khi do f 1a phép déi xiing truc véi truc la dudng thang c6 phuong trinh

trén(diéu phai ching minh)

Vi du 1.24. Trong mdt phing Ozy cho vecto U = (3;1) va duong thang
d co6 phuong trinh d : 2z —y = 0. Tim anh cua d qua phép doi hinh
c6 duoc bang cach thuc hién lién tiép phép quay tam O géc quay 90V va
phép tinh tién theo vecto U = (3;1).

Giai
Ta can tim anh ctia d qua phép doi hinh T7Q900 Phép doi hinh ¢6 ma
cosa sin « 0 0 10
tran la: —sin « cosq 0 | thayvaotaco | —1 0 0
acosa + bsina asina + bcosar 1 1 31

r=—-y+1 1—2a =
khi d6 ta c6 hé phuong trinh Y & Y
Yy =x+3 y —3=ux
thay vao phuong trinh dudng théng d ta dudc
2/ —3)—(1—2)=02"+2y/ -7=0

Vay phuong trinh 2’ + 2y’ — 7 = 0 1a phuong trinh dudsng thang d'.

1.5.6 Phuong trinh ctia phép vi tu

Trén mat phang toa do Oxy cho I(z,;1,) va phép vi tu tam I t1 s k
ki hisu V£ M'(2/;9/) 1a 4nh ctia M (z;y) qua V£, khi d6 ta c6

— ¥ —xg=k(x—xg) ' =kx+ (1—k)xg
IM =FkIM < o & _ _—
v —yo=k(y—w) y' =ky+ (1 —Fk)yo
, ' =kx+ (1 —k)xg
Bieu thitc toa do goi 1a phuong trinh ctia phép
y' =ky+ (1 —k)yo

vi tu tam I ti s6 k.
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Ta chiing minh tinh chat V1 ctia phép vi tu
V1: Néu phép Vl tu ti s6 k bién hai diém M, N tuy ¥ theo tht tu thanh
M' N’ thi M’N’ = kMN va M'N' = |k| MN

That vay, gia st M (z1,y1), N(x2,y2), anh clia ching qua phép vi tu tam
Iti 6 k c6 toa do M'(2,, ,), N (2, vb). Khi d6 MN = (22— z1: yo— 1)
Khi do

MN' = (2 — 159/ — 1) = k(s — 21); k(g2 — 1)
:k($2—$1;y2—yl):kM—]>V |

Tu d6 suy ra M’N>’ = kMN.
Theo dinh nghia khoang cach ta c6

MN'—\/k2 (9 — 21)* + k2(y2 — 11)° \/k2 (w2 — 21)° + (2 — 11)?)

|]€|\/ZL‘2—ZIS'1 yg—yl) ‘k‘MN
Vay M'N' = |k| MN.

~

Vi du 1.25. Tim dnh cia diém A(1;2) qua phép vi ty tam I(3;-1) ti s6
k=2.

Giai. Goi A'(2';y) 1a dnh ctia A qua phép vi tu tam 1(3;-1) ti s6 k=2,
. ¥=kr+(1—-k)zg=21-13=-1
ap dung bieu thic toa do ta co

y/:ky+(1—]€)y0:2.2+1:5
Vay A'(—1;5).

Vi du 1.26. Trong mdat phang vdi hé toa do Oxy cho duong thang d cé
phuong trinh 3x + 2y — 6 = 0. Hay viét phuong trinh cia duong thdng
d' la danh cia d qua phép vi tu tam O ti s6 k=-2.

Giai: Do V{(d) = d' = d'//d = d’ ¢6 phuong trinh: 3z +2y+C = 0.
Lay M (0;3) thuoc d. Goi M'(«';4/) 1a anh cia M qua phép vi tu da

— s '=0
cho, ta c6 OM' = —20M < x/ suy ra M'(0; —6)

y = —6

30

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



M’ thuoc d' suy ra C' = 12. Do d6 phuong trinh d’ 1a: 3z 42y + 12 = 0.
Vi du 1.27. Duong thang Ole: trong tam gidc, truc tam, tam duong
tron ngoai tiép, va trong tam tam gidc thang hang . Duong thang di qua

ba diém dé goi la duong thang Ole.

Giad.
A— M
) B— N
Xét phép vi tu tam G, tis6 -1/2, ta ¢ V_G1/2 :
Cw— P
AABC — AMNP

Hinh 1.15:

Dé thay qua phép vi tu tryc tam tam gidc bién thanh tryc tam tam
gidc, vay H bién thanh O(tryc tam tam giac ABC bién thanh tryc tam
GO -1

tam giac MNP). Suy ra G,0,H thing hang va = = 7(dpcm).

Vi du 1.28. Duong tron Ole ( duong tron 9 diém ): trong tam gidc 9
diém sau ndm trén mot duong tron: chan 3 duong cao, 3 trung diém cia
3 canh, 3 trung diém cdc doan thcfng noi t truc tam dén cac dinh, dé

la 9 diém Hy, Hy, Hy, M,N,P,1,J, K.
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Gial.
AT
Xét phép vi tu tam H ti s6 -1/2, ta c6 V_H{/2 | B—J .

C— K

Hinh 1.16:

Luu ¥ rang néu lay H déi xing qua cac diem M, N, P, H, Hy, Hs thi
ta duge 6 diem tuong ting déu thuoc (O). T 9 diém trén dudng tron
tam O, qua V_B{/Q ta thu duge 9 diem H,, Hy, H3, M, N, P, I, J, K thuoc
duong tron anh ctia (O), d6 1a duong tron Ole, ¢6 ban kinh bang R/2.

1.5.7 Phuong trinh ctia phép dong dang

Trude hét ta chiing minh tinh chat H5: Moi phép dong dang deéu duge
phan tich thanh tich mot phép vi tu va mot phép doi hinh( hoic tich
mot phép doi hinh va mot phép vi tu).

That vay, gia st f : £? — E? 1a mot phép dong dang ti s6 & > 0. Ta
lay mot diem O nao do va goi V 1a phép vi tu tam O ti s6 k. Khi dé
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V1 1a phép vi ty tam O ti s6 1/k, va tich fV ! la phép ddng dang
ti 6 1 nén né la phép doi hinh D, ta c¢6 ding thic fV~! = D hay
f = D,V. Tu phuong trinh ctia phép dsi hinh va phép vi tu ta suy ra
2’ = kanx + kay + by

phuong trinh ctia phép dong dang phang .
y/ = kaglx + ka22y + b2

k:an ka12

Khi > 0 ta c6 phép dong dang thuan, ngugc lai ta c6 phép
ka1 kas

dong dang nghich.
Ta cling c6 két qua sau

Phép dong dang thuan 1a tich ctia phép vi tu va phép doi hinh
loai 1. Moi phép dong dang nghich 1 tich ctia phép vi tu va phép doi
hinh loai 2. Tt d6 c¢6 phuong trinh ctia phép dong dang thuan.

x' = kxcosp — kysin o + by
y' = kxsin ¢ + kycosp + bo '

Phuong trinh cia phép dong dang nghich.
x' = kxcosp + kysin p + by
Yy = kxsin o — kycosy + by
1.5.8 Két hop cac phép bién hinh phiang
a. Tich cac phép tinh tién

¥=x+a
Yy =y+b
hay(x’ Y’ 1)=<x y 1>MT v6i ma tran biéu dién 1a

Phép tinh tién theo vecto v = (a;b) ¢6 phuong trinh
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1 00
Mr=1010
a b 1
Tich ctia hai phép tinh tién la mot phép tinh tién duge biéu dién bsi

tich hai ma tran c6 dang

1 0 0 1 0 0 1 0 0
MpoMp,=| 0 10f[o10]|=] o 10
a; b 1 as by 1 a;+ay by +by 1

b. Tich cac phép quay

x' = xcosp — ysin

Phép quay tam O, géc quay « R .
Yy = xsin @ + ycosy
Hay ( oy 1 ) — ( r y 1 ) Mg (cr) v6i ma tran bieu dién la

cosae  sina 0
Mg(a) = —sina cosa 0

0 0 1

Nhu vay tich hai phép quay cuing tam O(goc toa do ) 1a phép quay cling

tam ay véi géc quay bang tong hai goc quay

cosay  sinag 0O cosay  sinas 0
Mg, (a1).Mg,(c) = | —sinay cosa; 0 —sinay cosay 0
0 0 1 0 0 1

cos(ay + ag)  sin(a; +az) 0
= | —sin(a; +ag) cos(ag +az) 0
0 0 1
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c. Tich cac phép vi tu

. . = kx
Phép vi tu tam O ti so k c6 phuong trinh / .
Yy =ky

hay ( oy 1 ) = ( r oy 1 ) My (k) v6i ma tran bicu dién 1

k0 0
My(k)=10 k 0
0 01

d. Cac két hop khac.

Phép dbi xtng truc cé truc déi xing tring véi Ox c6 ma tran biéu dién

1 0 0 —1 0 0
la Mg(Ox) =1 0 —1 0 | vatruc Oy la Mg(Oy) = 0 10
0 0 1 0 01

Tt do ta c6, chang han tich cia mot phép tinh tién va mot phép quay,

c6 ma tran bién doi 1a

1 00 cosae sina 0 COSx sin o 0
010 —sina cosa 0 = —sin « COS(x 0
a b 1 0 0 1 acosa + bsina asina + becosa 1

Hay tich ctia phép quay va phép vi tu ¢6 cung tam

cosae sina 0 kK 0 0 kcosaw ksina 0
—sina cosa 0 0 kO | =] —ksina kcosaa 0
0 0 1 0 01 0 0 1

Cho ta ma tran ctia phép dong dang ti s6 k

Vi du 1.29. Ching té ring cdc phép bién doi sau day la nhing phép

doi xing truot. Hay tim truc doi zing va cdc vecto truot.
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4 3

¥ =x+x x’ = xcosp + ysin g + xg $/:§$—59+6
a, b; C, .
- [ , 3 4
Yy =—-y+ Y Y = xsin Y — Yycosy + Yo y:_gx_gy_m
Giai

Phép bién doi v6i ma tran A la phép doi xtng trugt AA! = I, va
detA = —1 . Quy tich trung diém ndi cac doan thang ndi cac cip diem
M va M’ 1a mot duong thing, d6 chinh la truc doi xting ctia phép déi
xtng truct. Nhu vay ta c6 phuong trinh ctia phép ddi xting truot.
a, M(z;y) — M'(z + zo; —y + 3o). Goi I 1 trung diém ctia MM’ khi
d61cotoadolaxy =ax+ %;y[ = % suy ra truc déi xing 2y —yo = 0,
vecto trugt U = (0; 0).
b, V6i ¢ = k27 ta dugc phuong trinh giéng phan a.
@ # k27, goi I 1a trung diém ctia MM’ khi dé

2y =x + 2 _ 20 = x(cosp + 1) + ysinp + g

20 =y+y 2yr = xsinp — y(cosp — 1) + yp
Suy ra truc déi xiing c6 phuong trinh

(22 — xp)(cosp — 1) + (2y — yp) sinp = 0.

+ Ta c6 thé coi phép quay tam I(c; 8) # 0, géc quay ¢ 1 tich ctia cac
phép doi hinh sau day

Tinh tién theo vecto (—a; —f3) dé dich chuyén tam quay vé gbc toa
do

Quay quanh goc toa do mot goc ¢

Tinh tién theo vects (o; 8) dé dua tam quay lai vi tri ban dau
Nhu vay ta c6 ma tran bic¢u dién phép quay tam I(a; 8) # 0, goc quay
p la
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1 00 cosp  sing 0 10 0
010 —siny cosp 0 0O 1 0
a /1 0 0 1 —a —f 1
/ cosp sin 0 10 0
= —sin @ cosp 0 0O 1 0
\ acosy + Bsinp asinp 4 feosp 1 —a —f 1
/ coSp sin 0
= —sin g COS(p 0

\acosg0+ﬁsin<p—a asing + Beosp — 1

1.5.9 Phép nghich dao trong mit phang

Thuc chat phép nghich ddo 1a phép doi xiing qua duong tron. Nhiéu
sy kién hinh hoc xuat hién khac v6i cac phép bién hinh, dong dang hay
doi hinh.
a. Phuong trinh ctia phép nghich dao(hé toa do Décac)

Trong heé truc toa do Décac Oxy goc O trung vdéi cuc nghich ddo
M'(z";y') = I2(M), M (x;y), khi d6 theo dinh nghia

p-p'=k=p =k/p

kx kx
p/ 7! y/ p/ 2 y, L «I/:_Q:ﬁ
p o Yy p Ty p L

p2 x2+y2

la phuong trinh ctia phép nghich dao cuc O, phuong tich k.

Tinh chat 1: Phép nghich ddo ¢6 tinh chat déi hop tic néu M’ = f(M)
thi ta ciing c6 M = f(M'). That vay M (x;y), M'(«';y"), M" (2" y")
ta phai ching minh M"” = M.
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kx " k'

x = T =
2 2 2 2
Ta c6 v ]:_ Y v z' +,y/ nén suy ra
/ y " ky
y_$2+92 Y a4y
( kx
" r? + 52 ( " k*x
S ke 2 ky 2 v kr 2 ky
2 2
. < 3 9
y ) = k~y
y//: 372+y2 ( kx )2 ( k;y )2
2 2
( kx )+ ( ky ) \ 22 + 2 22 + 12
\ x2_|_y2 $2+y2
=
) o M”(Jlfll;y”) = M(x,y)
y =

V6i k > 0 tap hop cac diém kép la duong tron (O; VE).
Do M la diém kép nén M = ],g(M), tic toa do M la nghiém ctia hé

kx
x:x2+ 2

]{iyy <:>x2+y2:k.
y:

22 + y?
Do z,y # 0 nén tap hop cac diém kép la duong tron (O; VE).
Vé6i k < 0 tap hop cac diém kép 1a 0.

kx
T = 72 + 12
That vay ta c6 he kyy & 22 +y? = k(k < 0), hé nay vo
v = x? + 12

nghiem. Vay tap hop céac diem kép 1a 0.
V6i k > 0 cac diém & trong dudng tron (O;v/k) bién thanh nhimng
diém & bén ngoai va ngudc lai.

That vay M(x;y), M & trong dudng tron (O; VE) suy ra

—
OM| < Vk = 22+ y* < k.
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M(a'sy) = I(M).

ka'
T=—% "> / /
z? + y? kx 2 ky 2
ky' (:)(:C’2+y’2) +(az’2+y’2) <k
y = LL’/Q _|_ y/2

e B +y?) <k@*+y) e+ > k= |O—M>| >k
M'(x";9/) ndm ngoai dudng tron (O; Vk).
Ngugce lai ta chitng minh tuong tu.
V6i k < 0 cac diém 6 trong dudng tron (O; \/[k[) bién thanh nhing
diém ¢ ngoai (O; \/[k|) va ngugc lai.
That vay M(x;y) & trong duong tron (O; /[k[) suy ra
|O—M>|< VKl = 2+ y? < |k

M(a'sy) = I(M).

k!
=2 2
T ]:y—,y/ thé vao biéu thic (O;+/|k|) suy ra
y: x/2+y/2
IOM| < \/|k| = 22 +y? < |K| ta dugc
k' ky' 2 2 2 2
——— )+ ()2 < k| & B (2" + ) < |k| (2" + o/
(x,2+y,2) (x,2+y,2) k| ( y) <[k ( () )

g,
s a”+y? > k| = [OM/] > \/]k]

M'(z';y') nim ngoai duong tron (O; 1/]k]).
Ngugce lai ta chitng minh tuong tu.
Tich hai phép nghich dao cung cic O
Gia st [, I, 1a hai phép nghich dao cung cuc O. Goi M bat ki trong
mit phang sao cho M’ = [gl(M), M" = IgQ(M’). Trong hé toa do Oxy

ta co

39

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



, kgﬂf/ B kal ZE’2 + y2
o = k’ll' ZE’Q + le B ( klx ) ( lﬁy )
22 + o2 - 72 + 42 72 + o2
,_ ky [ —_
Y RN ) koy/ 22 + 92
o' 4 2 kyx kiy
(x2_|_y2) (x2_|_y2)
Tu do ta suy ra
koki— ! 2 /<322/<71332 L
— Yy _ Tty = 2. va
k%(xQ + y2) k% K
@) Py
Py kok1y
" 562—|—y2 $2+y2 B ]{;2
VTR ) 2k
(a2 +2)° 2?4y

Vay I I,(M) = M" = Vy (M).

Két luan: Tich hai phép nghich dado cung cic 14 mot phép vi tu cling

ky

cuc ay véi ti s6 vi tu bang ti s6 hai phuong tich.

Twong tu tich ctia phép nghich ddo cuc O phuong tich k véi phép

vi tuy tam O ti s6 h 1a mot phép nghich ddo cuc O phuong tich k.h

b. Anh cta dudng thang va dudng tron qua phép nghich dio

Anh cta dudng thang qua phép nghich dao

Qua phép nghich ddo moi duong thang di qua cuc O bién thanh
chinh né, con moi dudng thang khong di qua O thi bién thanh dudng

tron di qua cuc O.

Chung minh

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu
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Gia st dusng thang A c6 phuong trinh 13 Ax+ By +C = 0(A%2+B? # 0)

k'
rT = ————
: I _ 70 0O 2 42 % Z. N x/Q + y12
Goi A’ = I)(A). Do I? ¢6 tinh chat d6i hop nén b
y - x/2 _|_ y/2

Thay vao phuong trmh A ta dugc

kx' kv’
At 4B L= 0e Aka' + Bky' +C(z* +4/*) = 0(x).
Néu A di qua cuc O suy ra C=0, khi dé

x/2 + y/2 $/2 T y/2

A Ak’ + Bky =0 A+ By =0= A=A

Vay moi dudng thang di qua cyc O bién thanh chinh noé.
Néu A khong di qua cyic O suy ra C' # 0, ta chia 2 vé ctia (*) cho C

Ak Bk
A +y + — C x4+ Fy =0
Ak Ak Bk Bk Ak? + Bk?
pd : ) Sl Y G il
T+ 25Er () o 255 + (Gp) o Y
Ak Bk Ak? + Bk? VA% + B? 40
S @+ +W+—=)= i > 0 7

C R k0.0 £0

Suy ra A’ 14 dudng tron c6 tam va ban kinh

— Ak —Bk) R k| [A*+ B?
20 7 207777 2 c?

Vay moi dudng thing khong di qua O thi bién thanh dudng tron di qua

I (

cuc O.

Két luan: Néu goi A’ 1a 4nh ctia A qua phép nghich ddo cyc O, khi d6
A diqua O thi A=A
A khong di qua O thi A’ 14 mot dudng tron di qua O.
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Anh cta dudng tron qua phép nghich dao

Qua phép nghich ddo moi dudong tron di qua cyc O bién thanh
dudng thang khong di qua ciyce O.
Chtng minh
Gia st duong tron v : 2% + y? + 2ax + 2by = 0(a® + b* # 0).
Ta c6 v = I)(7).
Khi do6 ta co

ka' k', 2kax’ 2kby’
513’2 +y/2) + (33’2 _|_y/2) + 58/2 +y/2 + 33/2 _,_y/2

& k2 + K2y + 2aka! (27 + y'%) + 2bky (2 + 7)) = 0
& k2 4 2aka’ + 2bky’ = 0 < k + 2a2’ + 2by’ = 0
&S 2ax’ + 20y + k=0

=0

7

Suy ra 7/ la duong thang khong di qua cie.

Qua phép nghich ddo moi duong tron khong di qua cic O bién
thanh duong tron khong di qua cuc O.
Chung minh
Gia st duong tron v : 22 +y? 4+ 2ax +2by+c = 0(a®* +b*—c > 0,c # 0).
Ta c6 v = I)(7).

khi do6 ta co ) )
k' kv’ 2kax’ 2kby’

a:’2+y’2) +(a:’2+y’2) +x’2+y’2+x’2+y ,
& k22 + K2y + 2aka! (2 + %) + 2bky' (2 + %) + (2 + %) =0
& k2 4 2aka’ 4 2bky’ + c(a” —g y'?) = 0(c #0)
b k
@x’Z—I—y’Q—i-gkaz’—l——ky’—l——z =0
¢ c c

v ( 5+c=0

oy e S
——|——:

12 a / a 2 12 b /
2—Fk —k 2—Fk —k) —
&t + 20:5‘4—(20 ) -2|-y +2 2023/ +(220 )2
2 b b2 —eVk?  k
@(x’+9k) + (y/ + -k) _ (e 5 ) +— >0
C C C

c2 c?

Cc
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Suy ra v 1a dudng tron khong di qua cuyc ¢6 tam va ban kinh 1a

_ _ 20,2 | 12
b ak:)ﬁ%R:\/k (a® + 82— c)

c c |c|
Két luan: Néu goi 7/ 14 anh clia dudng tron v qua phép nghich dao cuyc
O, khi do
v di qua O thi 4/ la duong thang khong di qua O.
~ khong di qua O thi 4" 1a duong tron khong di qua O v6i tam

va ban kinh xac dinh nhu trén.

c. Tinh chat bio giic ctia phép nghich do trong mit phing

Viéc ching minh tinh chat bdo gidc clia cac phép nghich dao
trong truong hop téng quat kha phtc tap. o) day ta minh hoa viéc
chiing minh mot s6 trusng hop dac biét, chang han

+ Phép nghich ddo bién hai dusng thang song song thanh hai dusng
tron tiép xtdc hoiic mot duong thing tiép xtc véi mot duong tron.

Gia stt A1 || Ay 12 hai dudng thang c6 phuong trinh lan lugt 1a
Ay : Ax+ By + C1; Ay - Ax+ By + Co(Cy # Cy).

Ta coi hai duong thing trén 1a phap dang tic A? + B? = 1.
Truong hop Cf, Cy # 0(hai duong thang khong qua ciic O) thi

A’ 1a duong tron c6 tam va ban kinh lan lugt 1a

—-A —B 1 |A%+ B?
1(201’ 201)’ =3 3 (k=1)

Al 1a dudng tron c¢6 tam va ban kinh lan lugt 1a

—A —B 1 [A%2+ B?
2(202’ 202)’ =3 ' 3 (k=1)
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Béng cac tinh toan ta dugc I1ls = Ry + Ry hodac I11s = |Ry — Ry| suy
ra diéu phai chitng minh.

Truong hop C; = 0;Cs # 0, khi d6 A} : Ax + By = 0 1a dudng thang
bat dong va Al 1a duong tron tam I, ban kinh Rs.

—A —B
‘Azc TEel 1
Khoang cach tit Ir dén A] la d = 1 141122 - Bi 2l = 50, ding bang

ban kinh ctia duong tron A} 1a Ry = . Vay A tiép xic Al,.

20, 20,
+ Phép nghich dao bién hai duong théing vuong goc thanh hai

duong tron truc giao hodic mot duong thang di qua tam dudng tron.

Y
I>d‘ [
I}"-
[
0 ¥
Hinh 1.17:
Y
L b
X "1
2
o *
Hinh 1.18:
44
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Anh cta mot mién

Bai todn 1. Cho ddi gidi han bdi hai duong thing song song co
phuong trinh la y = 1;y = 2. Tim dnh ctua ddi do qua phép nghich ddo
cuc O, phuong tich 1.
Giai

142

144

<V

Hinh 1.19:

Trude tién ta tim anh ctia duong thang A; : y — 1 = 0 qua I?. Goi

k'
Z 2 v = x/2+ 12
1 = I{(A1). Do I{ c6 tinh chat doi hgp nén ky,y thay
y - $/2 + y/2

vao phuong trinh A; ta dugc

Ly’ 2 2
T 1=0sy - +y)=0
Vi Y —( 19)1
@x’2+y’2—y’:0<:)x’2+(y’—5)2:Z
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1

2
Lam tuong tu ta cing tim duge Al 14 4nh cia A, qua I{ ¢6
kinh 1a I5(0; i), R = i
Vay anh clia dai qua I{ 14 phan gach chéo gisi han bdi hai dusng tron

1
Suy ra A’y 1a duong tron ¢6 tam va ban kinh I1(0; =), R = 5
tam va ban

noi trén .

Bai toan 2. Cho nia duong tron c¢é duong kinh OA, A(2,0), 1(1,0).
Tim anh ciua nia hinh tron tam I, ban kinh 1 qua phép nghich dao cuc
O, phuong tich 4.

Giai:

} =
C‘ AZO)

Hinh 1.20:

Ta c6 OA la dudng thang di qua cuc O nén anh ctia OA la chinh
n6. Cung tron OA 1a mot phan cia duong tron tam I(1;0). Ta tim anh
clia dusng tron « : 22 + y? — 22 = 0 qua I3. Ta c6

4’ 4y —2.4.22
) 70 ' 2 2 _
v =1i(v) =~ '(aj,z_i_y,g) +($,2+y,2) +x’2+y’2 =0
& 1627 + 16y° — 82/(2” +¢y*) =0 16 — 82/ & 2/ —2 =0

Anh 1a duong thing A’ song song véi Oy'.
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Dé x4ac dinh ding 4nh clia mién ta xét dnh ctia diém A(2,0), ta c6
( 4o 4.2

= = oy =
ety 2% + 07 =

\ 22 + 2 AT 24
Xét anh cua J(1,1), ta c¢6
fx,_ 4z .4 )

j_$2_|_y2 LTy =735 = .
< g’ = y/‘:‘_%zg = J'(2,2)
L J I2+y2 J 2

Vay 4nh can tim 1a phan gach chéo trén hinh vé.

Két luan: trong chuong 1 ta da nghién cttu cac phép bién hinh trong
mit phang, tit dinh nghia, ki hiéu, mot sé tinh chat va dac biét néu ra
ducce cac phuong trinh dai s6 cila cdc phép bién hinh. Mot diéu méi 1a
ngoai cach chitng minh hinh hoc thuan tay, ta ding phuong trinh dai
sb clia cac phép bién hinh dé ching minh mot s6 tinh chat cia cac phép
bién hinh, dong thdi ting dung vao dé gidi bai toan mot cach don gian
hon so véi viée gidi bang phuong phap hinh hoc thuan tty. Nho phuong
trinh dai s6 va cong cu clia ma tran ma ta thay viec két hop cac phép
bién hinh rat hieu qua, dac biét ap dung cach lam dudc vao may tinh.
Chinh cach tiép can cac phép bién hinh bang cong cu dai s6 hay cong

cu ma tran da cho ta cac thuat toan rat tét trong cong nghé thong tin.
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Chuong 2

Cac phép bién hinh trong khoéng

gian

V6i cac két qua chuong 1, toi sé tiép tuc cach lam d6 dé nghién ctu
cic phép bién hinh trong khong gian. Mic dit ¢6 nhiéu két qua tuong
tu, nhung khi c¢6 cac phuong trinh dai s6 clia cac phép bién hinh trong
khong gian ta lai thay thu dugc nhitng két qua kha tot, dé nhan thay

hon so vé6i cach lam hinh hoc thuan tuy.

2.1 Nhaic lai cac khai niém

Dinh nghia 2.1. Anh za f : E® — E® la dnh za ding cu tic bdo toan
khodng cdch gitta hai diém bat ki tu E> vao E3 dugc goi la bién doi dang
cu cua khong gian Oclit.

Chi ¥ rang vi f 1a don 4nh trong khong gian F? nén né la mot song

anh. Anh Xa nén ? lien két v6i f 1a mot bién doi tuyén tinh truc giao

B

cua
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—

Dé kiém tra ducc cac bién doi ding cu cia E° lam thanh mot nhém,
d6 1a nhém con ctia nhom Af(E?). Ta c¢6 thé ki hidu nhém con nay 1a
Isom(E?).

Vi du: Cac phép tinh tién trong E?, dinh nghia tuong tu trong F?,
I phép ding cu, ching lam thanh mot nhém T'(E?), d6 1a nhom con
ctia nhom Isom(E?).

Phép doi hinh loai 1 va loai 2 trong E3.
Bién doi afin f : E® — E3 c6 biéu thic toa do dbi véi he toa do truc

chuan {O,e_f,e_g, 6_3>} 13

r = apxX + appy + a3z + by
2 = agiX + Ay + axz + by ;A= (aij)ss3

2\ = as1x + agay + asez + bs

khi d6 A ciing 1a ma tran ctia phép ding cau tuyén tinh 7 déi véi co sé
truc chuan {e_1>,e_2>, e_3>} Béi vay bién doi tuyén tinh f 1a bién doi dang
cu khi va chi khi A 1a ma tran truc giao, tic A’A = I5. Vi A 1a ma tran

truc giao nén det(A) = T1(xem trong [1] hoac [6]).

Dinh nghia 2.2. Néu A la ma tran truc giao va det(A)=1 thi f goi la
phép doi hinh loai 1. Néu A la ma tran truc giao va det(A)=-1 thi f goi
la phép doi hinh logi 2(hay phép phdn chiéu,).

Kiém tra dugc tap hop cac phép doi hinh loai 1 trong E? lam thanh
mot nhém ki hiéu 1a Isom™ (E?), tap hop cac phép dai hinh loai 2 khong

lam thanh mot nhom.
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2.1.1 Phép

d6i xing qua moét diém, mot dudng thing, mot

mit phang

a. Phép dbi xitng qua mot diém

Néu I(a,b,c), M(x,y,z), thi M'(«',y/,2") 1a d6i xing cia M qua I

khi va chi khi

(v + 2/
2 ¢
!/
< y';@/ ::b
2+ 2
=c
\ 2

( p a
rv=org -1 0 0
hay < y’:_y+§,matranA: 0 —1 0
r_ E 0 0 -1

\z z—|—2

b. Phép dbi xtiing qua mot dudng thing

A

=
=
izl

- o] -,
o |

-
[ O ————

M ¢,z

Hinh 2.1:

Lay he truc toa do sao cho A = Ox, v6i moi M(x,y,z), goi M’ 1a diém
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déi xtng ciia M qua A = Ox, ta ¢

¥ =x 1 0 0
Yy =—y matran A= 0 -1 0
2 =—z 0 0 -1

Tuong ty ta c6 phuong trinh ciia phép doi xing truc véi truc doi xing
la Oy, Oz.
Ki hieu phép déi xting truc A 1a Sa.

c. Phép déi xing qua mot mit phing

Néu mit phang 7 tring véi mit phang (xOy) ta c6 hinh vé

Az

W' (5T

Hinh 2.2:

Ta ki hieu phép doi xting nay 1a Sy, taco Sy : M(x,y, z) — M' (2,4, 2").
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¥ =x 10 0
Khi d6 S; c¢6 phuong trinh la ¢ o =y ;A=101 0 Tuong
Z=—z 00 —1
tit khi chon 7 14 mat phang (yOz), mit phang (zOx).
Ta c6 phép dbi xiing qua mit phang la dsi hinh loai 2.
Chu ¥ rang bién ddi dang cy trong E? khac phép dong nhat, c6 moi
diém trén mit phing la diém bat dong thi f = S;.

2.1.2 Phép quay quanh mot dudng thang

Mot phép doi hinh f : B2 — E? goi 1a phép quay quanh mot dudng
thang d néu f bién cac diém ctia d thanh chinh né. Néu ta lay diem
P ¢ dva P' = f(P). Goi a; 1a mat phang di qua d va P, ap 1a mit
phang trung truc ctia doan thang PP’

V6i moi M € d ta c6 f(M) = M. Do f bdo toan khoang céch nén

Hinh 2.3:

MP = MP' suy ra d € as. Nhu vay a1 Nag = d. Goi g1, go lan luot 1a
cac phép dbi xting qua o, ap thi tich geeg; bién méi diém trén d thanh

chinh n6 va bién P thanh P’. Nhu vay f = g0¢;.
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N6i cach khac moi phép quay quanh mot dudng thang déu cé thé xem la
tich ctia hai phép ddi xting qua mit phang (c6 thé chon hai mit phang
nay bang nhiéu cach khac nhau). Nguge lai tich ctia hai phép ddi xing
qua hai mit phang (cit nhau theo mot dudng thang d) 1& mot phép
quay quanh mot duong thang d.

2.1.3 Diém bat doéng va vecto bat dong ctia phép bién dbi
dang cu

Dinh nghia 2.3. Cho f : E3 — E3, diém M goi la diém bat dong ciia
fnéu f(M)=M

Vecto U goi la vecto bat dong clia 7 néu ?(7) — . Ta ki hieu
Inv(f) ={M e E3/f(M) = M}: tap hop cic diém bat dong
Ino(F) = {@ € B3/ f () = @) = Ker(f — Id): tap hop cac vecta
bat dong.

Dinh 1y 2.4. Cho f : B3 — E3 la bién doi dang cu. Khi dé

a. Néu Inv (f) # 0 thi Inv (f) la duong thang hodc mdt phdang cé phuong
la I nv(?) .

b. Néu ]nv(?) = () thi f co diém bat dong duy nhat.

c. Néu ]m)(?) c6 chieu bang q thy f la doi hinh loai 1 hay doi hinh logi
2 tuy theo 3-q la s6 chdn hay so Ié.

Chitng minh
a. Néu Inv (f) # 0 thi 31 € E3 : f(I) = I. Goi a duong thing hosic
miit phang di qua I va ¢6 phuong 1a [ nv(?) Khi d6
M € Ino(f) < f(M) = M < T6(M) = IM < f(0)f(M) = IM
FAM) = 1M = IM € Ino(f) & M e a |
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Vay Inv(f) = a.
b. Gia sit f ¢6 phuong trinh

¥ = anx + apy + a3z + by
2= an X + any + agz + by ;A= (ay)33.

Z' = agiX + azy + azz + by
Dé tim diém bat dong cta f ta phai giai hé phuong trinh
(a11—1)x + a2y + a3z = by

ag1X + (a22 — 1)y + a93z = bg .
ag1X + asey + (ass — 1)z = bs

Ta chi cAn ching minh det(A — I) # 0. That vay o € Inv(?), néu
F(@) =W hay (f — Id)(@) = 0. Theo gia thiét Ino(f) = {0}
thi det(? — Id) # 0 tic det(A — 1) # 0. Vi ? 14 bién doi tryc giao
nén c6 thé tim duge mot hé toa do truc chuan sao ma tran cua f(tic 1a

cua 7) c6 dang

1
—1
A=
-1
COSp — sin
\ sin ¢ — cos )
Khi d6 det(A4) = (—1)379, tit d6 suy ra :

Néu 3-q chén thi det(A)=1 suy ra f 1a phép doi hinh loai 1.
Néu 3-q 1¢ thi det(A)=-1 suy ra f 13 phép doi hinh loai 2.

Ta con c6 dinh li sau
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Dinh 1y 2.5. Moi phép dang cu f : E3 — E3 luon viét dudc mot cdch
duy nhat dang [ = Tog trong do g la bién doi dang cu co diém bat
dong con T la phép tinh tién theo vecto K

2.1.4 Phan loai phép bién do6i dang cu trong E?

a. Phép déi xiing truct

Tich ctia mot phép déi xing g : E2 — E3 qua mit phang 7 v phép
tinh tién T7(7 S 7) dugc goi 1a phép doi xing trugt cia E°.
Hién nhien f = 1509 = go17 va phép d6i xitng truct 1a phép doi hinh

L

]
.F

W M

Hinh 2.4:
loai 2. Dac biét khi v = 8 phép déi xing trugt tré thanh phép doi
xXUng qua mat phezmg .
b. Phép déi xiing quay

Tich ctia mot phép déi xing ¢ qua mit phang 7 va mot phép quay

Q quanh duong thang A, vuéng goc véi m goi la phép ddi xing quay.
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RO rang f = Qaog = g,Qa va khi phép quay Qa thanh phép ddi xing

i &

Hinh 2.5:

qua A thi f goi 14 phép ddi xting qua I 14 giao clia A va .
Chtt § ring Tnv(f) = I va Inv(f) = {0 }.

c. Phép xoan oc

Tich ciia phép quay Qa quanh truc A va phép tinh tién T véi
Ve X(? 1a vecto chi phuong cia A), goi 1a phép xoan dc.
Kihieu f =T5Qa va f = QT
R6 rang phép xodn ¢ 1a phép doi hinh loai 1 ctia E°.
Néu o = 8, phép xoan 6c trd thanh phép quay Qa.

Néu o # 0, 16 rang Inv(f) = 0 va ]nv(?) - X.

Dinh 1y 2.6. Moi phép doi hinh logi 1 trong E3 la mot phép zodn oc,
dac biet la phép tinh tién hodc phép quay quanh duong thing.

Chitng minh
f: B3 — E3? 1a doi hinh loai 1. Khi d6 Im)(?) c6 56 chiéu 3 hodc 1.
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Ta c6 f =T og
Néu Inv(?) c6 chieu 3, tic 7 = ZCE?,> thi f 1a phép tinh tién .
Néu [ nv(?) c6 chiéu 1 thi g 1a phép doi hinh loai 1 ¢6 diém bat
dong nam trén A di qua I, c6 phuong K = Inv(?).
Vay g la phép quay quanh A, do d6 f 14 phép xoan dc.

Dinh 1y 2.7. Moi phép doi hinh logi 2 hodc la phép doi zing truot hodc
la phép doi xing quay.

Ching minh
Néu f : B — E3 13 doi hinh loai 2 thi [ nv(?) 6 6 chiéu bang 2 hoic
bang 0. Xét f = Tog
Néu ]nv(?) c6 chidu 2 thi g 1a doi hinh loai 2 c6 céc diem bat
dong nim trén mit phing 7 di qua I ¢6 phuong 7 = I nv(?) Vay ¢
1a phép dbi xtng qua mit phing 7, do d6 f 1a phép déi xing truct.
Néu [ nv(?) c¢6 chidu 0, khi d6 f c6 diém bat dong duy nhat I.
Goi @ la khong gian riéng cta ? ting v6i gia tri rieng A = —1, ¢6 hai
truong hagp.
~Néu dim @ =1 ta goi A la dudng théng di qua I ¢6 phuong
o thi f /a 1a phép déi xitng qua I. Goi 8 1a mat phang di qua I vudng
g6c voi A thi f/5 1a phép quay quanh diém I. Vay f la déi xting quay.
- Néu dim @ = 3 thi f hién nhién la phép doi xting qua I, c6
thé xem nhu la phép déi xing quay.
Két luan: Trong E3 néu f 1a phép doi hinh thi:
f 1a phép doi hinh loai 1, dang chinh tac 1a mot trong ba phép sau:
Phép xoan oc¢ T-0Qa.
Phép tinh tién T%.
Phép quay quanh mot dudng thang A.

o7

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



f 1a phép doi hinh loai 2 dang chinh tic 1a mot trong hai phép sau:
Phép doi xing truot T0Sx.
Phép doi xing quay QoSx.
Chu y: Trusng hop f 1a doi hinh loai 1, duong thang truc X cua f la tap
hop cac diem bat dong ctia f nhan duge bang cach giai phuong trinh ma
tran AX = X v6i an X, goc ¢ dude xac dinh béi vet(A) = 1+ 2cos p,
sin o lay dau ciia tich hon tap (2, f(2), @) véi moi @ || ¥, da
chuan héa, dinh phuong va huéng cia X
Trong cac phan sau ta phan tich f thanh cac phép bién hinh thanh
phan, ldc dé c¢6 cac thanh phan diic trung nhu: truc quay, mat phang

dé6i xitng, vecto tinh tién,...

Bai tap ap dung

Bai tap 1. Lap phuong trinh cia hinh doi xing P’ cia mat phing

i r=z—2
P:2x+y—2—1=0 qua duong thang A : .
y=32+1
Giai
z=1 r=1—2
) T=2z—2
Ta c6 A : Sy r=t—2 < y=3t+1.
y=32+1
y=3t+1 z=t

Ta lap cong thiic cho phép déi xiing qua duong thang A.
Cho M (z,y,2), M'(z',y/, 2'), ki higu I 1a trung diém ctia MM’ va vecto
W =(1;3;1).
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x__.__.__._
=

Hinh 2.6:

— —
MM 1A MM' 4 =0
= SA(M) & &
IeA I eA

J —x)+3y -y +7—2=0

o / / /

r+ :z-l—z _2;y+y :3z+z 1

2 2 2 2

o' = (—9x + 6y + 2z — 46)/11

<<y =(6x+T7y+62+16)/11

| 2= (20 + 6y — 9z — 2)/11

Vi Sa d6i hop nén VM (x,y, z) € E3 ta c6
MeP & MeP

< 2(—=9z + 6y + 2z — 46) + (6 + Ty + 62 + 16)
—(2+6y—92—2)—11=0 '
& —14r + 13y + 192 —=85 =0

Tré 10i: phuong trinh ctia P’ 14 —14x + 13y + 192 — 85 = 0.

(

Bai tap 2. Lap phuong trinh mat phang doi zing P’ cia mat phing
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P:x+4y —22—3=0 qua mat phangm:x +y — 3z — 1= 0.
Giai
Cho M(z,y,z), M'(2',y/,2'), I 1a trung diém ctia M M’ v& vecto phéap

Hinh 2.7:

tuyén ciia 7 1a vecto 7 = (1;1; —3)

— —

MM Lx MM | 7
=

M =5.(M) &
lern ler
¥ —x=A
NeER:{ Yy —y=\
< 2 —z= -3\
x4+ ! 2+ z
| ; +y;y_3(;-)_1:0
¥=x+ A
Y =y+A
<9 2 =2—-3\
20 + A 2 A 22 — 3\
\ ;_*_y; - 23)_1:0
60
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' =9z — 2y + 62+ 2)/11
<9 ¥ =(—22+9+62+2)/11
2= (6x+6y—T72z—6)/11
Vi S; dbi hop nén VM (z,y,2) € E>tacé M e Pl M' € P
& (92— 2y +62+2) +4(—20+ 9y + 62+ 2)
—2(6x 4+ 6y —72—6) —33=0
Sr—2y—424+1=0
D6 1a phuong trinh ctia P’

: ; . , r=3z+1
Bai tap 3. Lap phuong trinh duong thang doi zing d' cia d -
y=—z+2
qua Sa, vV0i A x =y = z.
Tr+4y—5z+3=0
Tra 1oi: d : Y :
dr+y+2—-6=0
, , .. , r=2z—1
Bai tap 4. Lap phuong trinh duong thang doi xing d' cia d :
y=—z2-+4
qua Sy voim:ix —3y+22—6=0.
L 10 — 9y —82z—11=0
Tra 1oi: d : .
r+4y+92—-34=0
Bai tap 5.(zem [8]) Cho (o, h) € R
g rsina —ycosa =0 . rsina+ycosa =0

f = SpSy. Xdc dinh cdac phan ti ddc trung cia f.
Gidi. M(x,y,z) — M'(2',y,2) — M"(2",y", 2") lan lugt qua Sy, S;.
Sy: goi I 1a trung diém ctia M M', khi d6 ta co
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' = xcos2a + y sin 2«
, MM'1d .
M = 5;(M) & < ¢y = xsin 2o — ycos2a
I'ed
2= —2+4+2h

S;: Goi H 1a trung diem cta M'M”, khi dé ta c6

2" = 2/ cos 2a — y' sin 2«
) MM L
M" = S(M) & e < ¢ Yy = —a'sin2a — y'cos2a
€
2= —2"—2h

" = xcosda + ysinda = x cos(—4a) — ysin(—4a)
Suy ra ¢ ¢y"” = —xsinda + ycosda = xsin(—4a) + ycos(—4a) -
2" =z 4 (—4h)
Day 1a tich ctia phép quay quanh truc Oz, géc quay (—4a), va phép tinh

tién theo vecto (—4h)es.

f= T—4h§0 QOZ,(—4a)

Bai tip 6. (zem [8]) Nhan biét f ti E® — E3, M (z,y,2) — M'(2,y', )

trong moi truong hop sau

(

¥=(-2r—-2y+z+1)/3 r=—z42
a,y ¥y =(2r+y—22+2)/3 . b, vV =—x+1
| Y= —-2y—22+1)/3 Z=y+1
(2 =—2—2 = (x—8y—4z+2)/9
G,y ¥y =—x+1. d,q ¥y =(-8r+y—42+2)/9
| =y +1 Y= (-4 —4y+72+1)/9
Giai
-2 =2 1
TacéAz% —2 1 —2 | €03R),do AA" =13, laividet A =1
1 -2 =2
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nén A € SO3(R) suy ra f la phép doi hinh loai 1, theo dang chinh tac
f 1a phép quay trugt: f = T70Q5>¢,v € B
Duong thang D 1a tap hop cac diem bat bién cta f. Dé tim D ta tim

cac diem bat bién

r=(—2x—2y+2z+1)/3 br+2y—z=1
y=(—2r+y—22+4+2)/3 < 20+2y+22z=2
z=(r—2y—22+1)/3 —x+2y+5z=1)

Tap hop céc diém bat bién tuong déi ciia f 1a dudng thing
B: Sr+2y—2—1=0

r+y+z2—2=0
Duong thang afin D 1a tap hop cac diem M (x, vy, z) sao cho MM’ ciing
p}m’dng véi U; M’ = f(M). Ta c6 M € D < 3\ € R sao cho

6 vecto chi phuong ¥ = (1;—2;1).

1
—(—2r—-2y+z+1)—x=2X
T =z

§ =(—2x4+y—22+42)—y=-2\ & 9 .

“(r—2y—224+1)—2=2A
L — 1 12 1
Nhu vay M thuoc D thi MM’ = —57, suy ra U = (—5; o —5)

1 =

Trélc‘iif:TﬁoQDtrongdéﬁz——(e_1>—2e_2>—|—e_3>),D: 9 .

3
Bai tap 7.(vem [8]) Nhan biét f tu E® — E3, M(x,y,2) — M'(2',y/,2)

trong moi truong hop sau

( 1
W = 519 v =-(x—2y—22)+2
a,§ y=x+1 b,y vV ==(—2x+y—22)—1
Z=y+1 d=(-2w =2 +2)
\
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2.2 Cac phép dong dang trong E°

Mot truong hop dac biét quan trong ctia phép dong dang 1a phép

vi tu ti s6 k

2.2.1 Phép vi tu trong E>

Dinh nghia 2.8. Cho O € E? va s6 k # 0. Xét anh va E? — E3,
M +— M’ sao cho OM' = kOM goi la phép vi tu tam O, ti so k

Ki hieu V.
Néu k = 1 ta c6 phép dong nhat, néu k = —1 ta c6 phép déi xing tam.
Phép vi tu V}? 1a mot phép bién déi afin v6i 4nh xa tuyén tinh lien két

=7 p . : N N )
la V2 = k.Id—~. Chon goc O trung vdéi tam vi tu thi phuong trinh cua

Joom
' =kx k0 0
phépvitunayla ¢ v =ky ,A=| 0 kK 0
7 =kz 00 k

Néu tam vi tu 1a I(by, be, b3) thi phuong trinh ctia phép vi tu 1a

v = ko +(1— k)b
v =ky+ (1 —F)by
Y =ke+(1— k)b

V6i phuong trinh ctia phép vi tif ta chitng minh duge cac tinh chat thong
thuong da biét, dac biét ta suy ra

Phép vi tu tam O ti s6 k bién dudng tron (C, R) thanh duong tron
(C" kR).

Tich hai phép vi ti cing tam 14 mot phép vi tu ciing tam véi ti s6
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vi tu bang tich céc ti s6. Hon nita tap hop céc phép vi tu cliing tam lam

thanh mot nhom.

Dinh 1y 2.9. Tich hai phép vi tu khdc tam la mot phép vi tu vdi ti so

vi tw bing tich cdc ti so, ngodai ra ba tam vi tu thang hang.

Chitng minh:
Gia su M(l’, Y, Z)v M/(xla ylu Zl)? M”('rl’a yﬂu Z”)a B(b17 b27 b3)7 C(Cla C2, 03)'

M — M’ M’ — M"
v =kx+(1—Fk)b " = ko' + (1 — ko) 1
G Y I R S D S N S A
Z=kiz+ (1 —k)bs 2= ko' + (1 —ka)cs

— kikox + ko (1 — kl) by + (1 — kg) C1
Suy ra ¢ " = kikoy + ko (1 — k1) by + (1 — ky) ¢ - Nen M" 1a anh ctia

(
(
2" =kikoz + ko (1 — k1) by + (1 — ko) c3
M qua phép vi tu t1 s6 kiks, tam D(ko (1 — k1) by + (1 — ko) c1;

kg (1 — k’l) bl + (1 — k’z) Co; ]{32 (1 — kl) b1 + (1 — ]{32) 63).

Ba tam vi tu thing hang vi dinh thic cac toa do bang 0.

Dinh 1y 2.10. Phép vi tu ti s6 k # 1 ¢6 duy nhat mot diém bat dong .

2.2.2 Phép dong dang trong E*

Dinh nghia 2.11. Phép bién doi f : E3 — E3 goi la phép dong dang
néu vdi hai diém bat ki M, N va anh M’ = f(M),N' = f(N) ta luon
c6 d(M',N') = kd(M, N).Trong dé k > 0 goi la ti so dong dang cia f

Ro6 rang k = 1 thi f 1a phép doi hinh

Phép vi tu ti s6 k 1a phép dong dang ti s6 |k|.
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Dinh 1y 2.12. Phép dong dang f la mot phép afin vdi anh za tuyén tinh

7 lien két duge zdc dinh nhu sau: goi O € B30’ = f(O),VT € E3, goi
? H 7 —>

M la diém sao cho OM = 7, ldy M’ = f(M) va dat [ (7) = O'M'.

2.2.3 Phan loai phép dong dang trong E°

Dinh 1y 2.13. Cho f : E3 — E3 la mot phép dong dang ti s6 k, khi do
f luon phan tich duge thanh tich ciia mot phép vi tu ti so k va mot phép
doi hinh(hodc tich cia mot phép doi hinh va mot phép vi tu ti s6 k)

Chitng minh

Lay O la mot diém c6 dinh trong E3, ta goi

—
fi: B3 —= E3 M+ M’ sao cho OM' = kOM

> 1 >

fo: E® = E3 My — M = f(M), 6 day OM = EOME.
Khi d6 f; 1a V2, fo la phép vi tu
Vay faof1)(M) = fo(f1(M) = fo(M') = f(M) nén f = fo fi(tich cta
phép vi tu va phép dsi hinh)

Dinh 1y 2.14. Tap hop cdic phép dong dang trong E3 lam thanh mot

nhom ta goi la nhém dong dang. Nhém nay nam trong nhom afin.

Tt sy phan loai ctia phép doi hinh (loai 1 va loai 2) ta suy ra sy phan

loai cia phép dong dang nhu sau

Moi phép dong dang thuan det(f) < 0 déu la tich clia mot phép
xoan oc ToQA v6i mot phép vi ty V}? hodic tich ctia phép quay quanh
duong thang A véi phép vi tu V2 véi O € A.

Moi phép dong dang nghich det(f) < 0 deéu la tich cia mot phép
doi xting trugt 1505, véi phép vi tu V)2 hodc la tich ctia phép doi xing
quay Q0Sy v6i phép vi tu V2, O € .
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2.3 Phép nghich dao trong E°

2.3.1 Dinh nghia va cac tinh chéat

Pinh nghia 2.15. O € E3 k € R*, zét trong hé toa do Décic vuong
O, M.

duoc goi la phép
OM.OM' =k

goc. Tuong tng M — M’ sao cho

nghich ddo cuc O, phuong tich k.
Ki hiéu : 1I}).

Chon hé truc toa do Décac Oxyz, gbc O trung véi cuce, M(x;y; z) va
M'(z";y's ") = I2(M). Dat p = OM, p' = OM’ khi d6 theo dinh nghia

p-p=k=p =k/p

Ta lai ¢6
2
P Xz Y Z P Y z P Y z
p/ x/ yl Z/ k/p / y/ Z/ k. / y/ Z/
(2 T ( kx ( kx
P_r ¥ =— T =
kQ T/ 52 x2+g2+22
el Y sy sy = .
koY 52 xz—i-g?-l—zQ
P2 zZ / < ! <
(ko \ p? \ x? + y? 4 22
—2
dopQZ‘OM =2+ y? + 22
Vay phuong trinh ctia phép nghich dao la
( kx
xrT =
x2+£2+z2
y' = ]
x2+gQ+z2
2 = -
S s
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Tinh chat 1: Phép nghich ddo cé tinh chat déi hop tic néu M’ = f(M)
thi ta cing c6 M = f(M') .

That vay M(x,y,z) — M'(2',y,2) — M"(2",y",7") ta phéi ching
minh M"” = M. Ta co

( kxr ( kx'
1:/: x”: 2 / ’
x2+£12+z2 ! +lg%+z2

/ y /! y
- ;< = !/ !
Yy x2+52+22 Y $/2+y2/+22

o — < S — kz
2 2 2 12 2 2
\ Tty +z L x4ty +z

=

Béng phép thé ta suy ra ¢ ¢ =y , nén M” = M (dpcm).

2=z
Tinh chat 2: Mdat cau tam O ban kinh \/E(k‘ > 0) la mat cau bat dong
cua I, noi cich khdc vdi phép nghich ddao duong mot diém cia mat cau
(O,Vk) bién thanh chinh nd.

Hién nhien vi M = I}(M) < OM? = k < OM = Vk, bing phuong
( kx

€r =
x2+]$12+z2
y

& 22 4+ 9y + 22 = k suy ra tap hop

hap toa do |« =
z

z =
\ r? + % + 22
cac didm M (z,y, 2) la mat cau (O, Vk).

Néu k < 0 thi 22 +y* + 22 = k < 0 12 tap rong.
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2.3.2 Anh cia mit phang va mit cau qua phép nghich dao
Anh cta mat phing o

Mat phang  : Ax + By +Cz+ D = 0; A2+ B2 4+ C? £ 0, goi o

(|, kx
=y o 2
x +;€/ + z
la anh nghich ddo clia a: o/ = IY(a) nén ' = — :g 5 » do tinh
x +g + z
2 = -
\ 22 +y? 4 22
( kx'
€r =
.I'/Q +y’2 _|_z’2
hét déi hop nen ¢ ky
chat doi nén = :
p y ,CCIQ +y/2 + 2/2
kz'
SO TR
L "ty 4z
Thay vao phuong trinh cia « ta duge phuong trinh
k' kv’ kz'
Ax’2 + 9% 4 22 * Bx’2 + g% 4 22 i C:r:’2 + g% 4 22 +D=0)

- Néu mat phing o di qua cuc O suy ra D=0
Khi d6 o : Akx’ + Bky' + Ckz' =0 < Az’ + By +C2 = 0(k # 0)(2).
Vay o/ = . Vay qua [ 1 mol mét phang di qua cuc bién thanh chinh né.
- Néu mit phing o khong di qua cic O suy ra D # 0, chia hai vé ctia
(1) cho D ta dugc

Ak Bk Ck., A%k? + B%k? + O?k?

/ TN\ 2 / )2 / 2 _
(:c+2D) +(y+2D) +(z+2D) 12 > 0(3).

Suy ra o 1a mat cau (di qua cyc O) ¢6 tam va ban kinh 1a

—Ak —Bk —Ck \/A%Q + B2k? + C%k2

(5p5p 2p V= 1D?
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Anh cta mat cau v

Mat cau v qua cuc O bién thanh mdt phazng khong di qua cuc O.
Gia stt v : 22 + y? + 22 + 2ax + 2by + 2cz = 0(a® + b* + 2 # 0).

Ta co
v =1(7)
kx' kv’ kz'
, 2 D 2
=V (:L"2 + 9% + z’2) i (:p'2 + 9% + z’2> i (x’2 + 9% + z'2)
2kax’ 2kby’ 2kcz’!

Ty Yy + 27 Hn y? + 22 e yiea?
& k(2 4y + 2?) + 2aka’ (2 + 7 + 2?)
+2bky (2 + y° + 22) 4+ 2ke (27 + ¢+ 22) =0
& 2ax' 4+ 2by’ +2c2' + k=0(a®> + 0>+ # 0,k #0)

Vay +' 1a mat phang khong di qua cuc .
Mat cau v khong di qua cuc O bién thanh mat cau khong di qua cuc
O. Lam tuong tu ta suy ra

k bk
v (2 + %)M (v + E)ZJF (2 +
(k#0,d#0,a>+b*+c*—d>0)
Vay 7' 14 mat cau khong di qua ciic O, c6 tam va ban kinh 13
—ak —bk —ck \/k?(cﬂ + 0%+ 2 —d)
1. = )
A g M F 42

2
%)2 = %(a2+62+02 —d)

Anh caa duong tron

Phép nghich ddo trong khong gian bién moi duong tron di qua
cuc thanh duong thang khong di qua cuc
Chiing minh
Dudng tron di qua cie O chinh 1a giao tuyén ctia mit phang o di qua

cuc O v6i mit cau v di qua cuc O. Khong méat tinh tong quat ta chon

70

So hoa bdi Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/



mit phang « 1a mat phang Oxy: z=O.
Mit cau 7y : 22 + 4% + 22 + 22 + 201y + 2¢12 = 0 ¢6 tam va ban kinh 1

I(—l,—b —Cl) Rl \/1+b%+0%

Duong tron di qua cuc O c6 phuong trinh

z=0
24124 22420+ 2by + 202 =0
Diéu kien d(I, mp(a)) = |c1| < /1 + b3 + ¢}. Ta c6 C] = I2(C))

Qua I?, z = 0 bién thanh mat phang 2/ = 0.

22 + y? + 22 + 22 + 2byy + 2¢;12 = 0 bién thanh mit phing c6 phuong
trinh 1& :22" + 2y'b1 + 2¢12 + k = 0.

Khi d6 22" + 2y/'b; + 2¢12' + k =0, ¢y = t, thay vao heé ta c6

—k
= — — bt
/ ZIZO 2
Cl: / / = y,:t
20" + 2b1t + 212 + k=0
2 =0,k#0

Suy ra O] 1a duong thang khong di qua cic O.
Phép nghich ddo trong khong gian bién moi duong tron khong di

qua cuc thanh duong tron khong di qua cuyc.

Bai tap ap dung

Bai tap 1. Tim dnh cia duong thang cé phuong trinh
r+y=0
d: Y qua I7.
r—y+z+1=0
Bai tap 2. Tim tam va ban kinh ciua duong tron la anh cua duong tron
4yt + 22— 2=0
c6 phuong trinh sau -y : v qua I7.
r+y+z—1=0
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Trong chuong 2 ta xét cac phép bién hinh trong khong gian, md
rong ctia cac phép bién hinh trong mit phang nhung c6 nhiéu phép
bién hinh méi phitc tap nhu phép quay quanh mot duong théng, phép
xoan 6c¢, phép doéi xing qua mot duong thang trong khong gian hay cac
dang chinh tic ctia phép dong dang trong khong gian. Cac tinh toan
trong khong gian ciing phtic tap hon trong mit phang, diéu d6 ciing
thé hién vwu diém ctia phuong phap toa do khi nghién ctu cac phép bién
hinh trong khong gian: ching minh mot cach tudng minh cac két qua
ma thudng chi dudc phat biéu tuong tu khong ching minh, ching han
anh clla mit phang, anh clia mat cau va anh ctia dudng tron qua phép

nghich dao trong khong gian.
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Két luan

Luan van da thu dugc cac két qua sau:

Heé thong lai cac kién thiic co ban vé cac phép bién hinh da biét,
da dugc dua vao chuong trinh hoc 6 phd thong.

Tim dugc cac phuong trinh dai sé hay biéu thitc toa do ctia cac
phép dsi hinh, phép dong dang va phép nghich déo trong E?. Dua ra
dugc cac ing dung ctia cac phuong trinh do trong cac bai toan cu thé.
Viéc phan loai va dua ra cac két luan vé dang chinh tic ctia phép doi
hinh, phép dong dang rat c6 ich khi nghién citu hinh hoc Oclit phang.

Tim dude cdc phuong trinh dai s6 clia cac phép doi hinh, phép
dong dang, phép nghich dao trong khong gian E3. Két hgp véi cac kién
thiic ctia dai s6, ctia giai tich, hinh hoc vi phan dé dua dugc cac bai toan
chiing minh hinh hoc vé bai toan tinh toan.

Huéng nghién citu tiép theo ciia luan van 1a xét cac phép bién
hinh trong mat phang phiic. V6i su hd tro ctia sd phiic, cac phép bién
hinh bdo gidc sé 1a huéng méi cho viec tng dung dai s6 sang hinh hoc

va ngugc lai.
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