
CẤP CỦA MỘT SỐ VÀ ỨNG DỤNG 

(Lê Xuân Đại, GV THPT Chuyên Vĩnh Phúc, tỉnh Vĩnh Phúc) 

Cho n là một số nguyên dương, n>1 và a là một số nguyên với (a,n)=1. Số nguyên dương h nhỏ nhất 

sao cho 1ha ≡ (mod n) ñược gọi là cấp của a modulo n, ký hiệu h= ordna. Theo ñịnh lý Ơle ta có 

( ) 1(mod  )na nϕ ≡  do ñó số h nói trên là tồn tại . Rõ ràng là ( )h nϕ≤ . 

Đặc biệt nếu ( )h nϕ= thì a ñược gọi là một căn nguyên thuỷ (mod n) . 

Tính chất cơ bản sau ñây hay ñược sử dụng trong bài viết 

Nếu cấp của a (mod n) là h thì 

(a).  1(mod ) ( )    ka n k h k≡ ⇔ ∈⋮ ℕ  

(b).  (mod ) ( ; )   ka a n k h k≡ ⇔ − ∈ℓ
ℓ⋮ ℓ ℕ  

Trong các bài toán có sử dụng cấp của một số ta thường kết hợp thêm với ñịnh lý Fecmat và ñịnh lý 

Ơle ñể tạo thêm các quan hệ ñồng dư. 

Sau ñây là một số thí dụ minh hoạ. 

Bài toán 1. Cho số nguyên dương n thoả mãn 3 1n n− ⋮ . Chứng minh rằng n chẵn. 

Lời giải. Gọi p là ước số nguyên tố nhỏ nhất của n, ta cần chứng minh p=2. 

Gọi h là cấp của 3 (mod p), ta có 
3 1(mod )

\
3 1(mod )
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p
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p

 ≡
⇒

≡
  (kí hiệu \h n  nếu n chia hết cho h) 

Rõ ràng là 3p ≠ . Theo ñịnh lý Fecmat thì 13 1(mod )p p− ≡ , suy ra \ 1h p −  

Nếu h>1 thì tồn tại q là ước nguyên tố của h. Khi ñó \q n  và 1p p h q> − ≥ ≥ , mâu thuẫn với p là ước 

nguyên tố nhỏ nhất của n.  

Vậy h=1, khi ñó p=2. Do ñó n là số chẵn  (ñpcm). 

Bài toán 2. Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất sao cho 17 1n −  chia hết cho 20112 . 

Lời giải. Số n cần tìm chính là cấp của 17 (mod 20112 ). Ta có 2011 2010(2 ) 2ϕ =  nên 2011 2010\ (2 ) 2n ϕ = . 

Do ñó n có dạng { }2 ; 1;2;...;2010kn k= ∈ . Ta có 
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Có k thừa số có dạng 2(17 1)
m

+  chia hết cho 2 nhưng không chia hết cho 4 nên số mũ của 2 trong 217 1
k

−  

bằng 4+k, suy ra 4 2011 2007k k+ = ⇒ = . 

Vậy số n cần tìm là 2011

2007

2
ord (17) 2n = = . 

Bài toán 3. Chứng minh rằng mọi ước nguyên tố của số 22 1 ( )
n

nF n= + ∈ℕ  ñều ñồng dư với 1 theo moñun 

12n+ . ( Số nF  ñược gọi là số Fecmat thứ n). 



Lời giải. Gọi p là một ước nguyên tố bất kì của nF , suy ra 
122 1(mod )

n

p
+

≡ . 

Gọi h là cấp của 2 (mod p), ta có 2 1(mod )h p≡  và 1\ 2 2  ( ;1 1)n kh h k k n+ ⇒ = ∈ ≤ ≤ +ℕ   (1) 

Vì nF  lẻ nên p lẻ, theo ñịnh lý Fecmat ta ñược 12 1(mod ) \ 1p p h p− ≡ ⇒ −   (2) 

Từ (1) và (2) giúp ta ñịnh hướng cần chứng minh rằng 12nh += .  

Thậy vậy, nếu k n≤  thì 22 1 2 1
n h p− −⋮ ⋮ , nhưng 22 1

n

p+ ⋮  nên 2 p⋮   (vô lý). 

Vậy 1k n= + , tức là 12nh += . Do ñó 11(mod  2 )np +≡   (ñpcm). 

Nhận xét: 1. Ta có thể chứng minh một kết quả mạnh hơn là 21(mod  2 )np +≡  với 2n ≥  nếu sử dụng thêm 

tính chất của số chính phương môñun nguyên tố. 

Thật vây, theo kết quả trên thì 1 *1 2 8 1 ( )np p k k+− ⇒ = + ∈⋮ ℕ . 

Khi ñó thì 2 là số chính phương mod p, suy ra 
1

22 1(mod )
p

p
−

≡  

Nhưng 12nh +=  lại là cấp của 2 (mod p) nên 1 21
2 1 2

2
n np

p+ +−
⇒ −⋮ ⋮ . 

2. Cũng từ kết quả bài toán trên ta suy ra rằng có vô hạn số nguyên tố dạng *2 . 1 ( )n k k+ ∈ℕ  với n là 

một số tự nhiên cho trước (chứng minh dành cho bạn ñọc). 

Bài toán 4. Có bao nhiêu số nguyên dương n là bội số của 1001 và biểu diễn ñược dưới dạng 10 10j in = −  

với , ;  0 99i j i j∈ ≤ < ≤ℕ . 

Lời giải. Ta có 10 10 10 (10 1)j i i j in −= − = −  và  1001=7.11.13 là số nguyên tố cùng nhau với 10i . 

Suy ra 10 1001 10 1(mod  1001)j i j i− −⇔ ≡⋮ .  Dễ thấy *
1001ord (10) 6 6 6 ( )j i j i m m= ⇒ − ⇒ − = ∈⋮ ℕ . 

Như vậy số các số n  bằng số các bộ ( ; )i j  thoả mãn phương trình 6i m j+ = (*) với *0 99;i j m≤ < ≤ ∈ℕ . 

Dễ thấy là với mỗi { }1;2;...;16m∈ sẽ có 100 6m−  giá trị của i ( và j). Vậy số nghiệm của phương trình (*) là 

16

1

(100 6 )
m

m
=

− =∑ 784.  

Vậy có 784 số n thoả mãn ñề bài. 

Bài tương tự: Có bao nhiêu số nguyên dương n là bội số của 2011 và biểu diễn ñược dưới dạng  10 10j in = −  

với , ;  0 99i j i j∈ ≤ < ≤ℕ . 

Bài toán 5. Chứng minh rằng với mỗi số n nguyên dương thì 3 2n n−  không chia hết cho n. 

Lời giải. Giả sử tồn tại n sao cho 3 2n n−  chia hết cho n. Gọi p là ước nguyên tố nhỏ nhất của n, dễ thấy 

5p ≥ . Gọi a là một số nguyên dương sao cho 2 1 (mod )a p≡  (1) (Số a như vậy luôn tồn tại ) 

Từ 3 2 (mod ) (3 ) 1(mod )n n np a p≡ ⇒ ≡ . Gọi h là cấp của 3a (mod p), ta có 
\ \

1
\ 1

h n h n
h

h p h p

 
⇒ ⇒ = − < 

.  



Từ ñó 3 1 (mod )a p≡  (2). 

Từ (1) và (2) suy ra a p⋮ , mâu thuẫn với (1). Vậy bài toán ñược chứng minh. 

Nhận xét: Việc chọn a thoả mãn (1) nhằm mục ñích tạo ra quan hệ ñồng dư (3 ) 1(mod )na p≡ . Tất nhiên việc 

chọn ñược số a như vậy là một ñiều không ñược tự nhiên cho lắm. Ta sẽ xét thêm một bài toán nữa có sử 

dụng kĩ thuật này. 

Bài toán 6.  Tìm tất cả các số nguyên tố p và q sao cho (5 2 )(5 2 )p p q q− −  chia hết cho pq . 

Lời giải. Dễ thấy ngay p và q  ñều khác 2 và 5, có thể giả sử p q≥ . 

Nếu p=3 thì q=3 , ta thấy ( , ) (3,3)p q =  thoả mãn. 

Nếu 5p q≥ >  thì kết hợp với (5 2 , ) (5 2 , ) 1p p q qp q− = − =  ta ñược 
5 2
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⋮

 

Theo ñịnh lý Fecmat thì 5 5 (mod  );2 2 (mod  )p pp p≡ ≡  nên p q> , suy ra ( , 1) 1p q − =  (*) 

Gọi a là số tự nhiên sao cho 2 5 (mod  )a q≡   (1), ta ñược 1 (mod  )pa q≡ . 

Gọi h là cấp của a (mod q) thì \h p . Từ (1) suy ra 1( , ) 1 1(mod  ) \ 1 ( , 1) 1qa q a q h q p q−= ⇒ ≡ ⇒ − ⇒ − >  

(chú ý là 1h ≠ ). Điều này mâu thuẫn với (*).  

Nếu 3q = , ta có 3 3(5 2 )(5 2 ) 3 39(5 2 ) 39 3;13p p p pp p p p− − ⇒ − ⇒ ⇒ =⋮ ⋮ ⋮  

Vậy các cặp ( , )p q  cần tìm là ( , )p q = (3,3); (3,13); (13,3). 

Bài toán 7. Cho hai số nguyên dương m và n (n>1) sao cho 3 2.31
n n

m m+ +  chia hết cho n. Chứng minh rằng 

n=3. 

Lời giải. Từ giả thiết suy ra 
13 1

n

m n
+

− ⋮ . Gọi h là cấp của m (mod n) thì 1\ 3 3 ( ; 1)n kh h k k n+ ⇒ = ∈ ≤ +ℕ . 

Nếu k n≤  thì 3\ 3 \ 1
nnh n m⇒ − . Kết hợp với 3 2.3\1

n n

n m m+ + , suy ra n=3. 

Nếu 13nh +=  thì do 1\ ( ) 3nh n h n nϕ +⇒ < ⇒ <  , vô lí. 

Nhận xét: Do n=3 nên dễ suy ra rằng khi ñó 1 (mod3)m ≡ .  

Bài toán 8 . Tìm các số nguyên tố phân biệt p và q sao cho 3  (mod  3 )pqa a pq≡  với mọi số nguyên dương a. 

Lời giải. Ta có thể giả sử p q> . Cho a=3 ta ñược 

3 3 13 3 (mod  3 ) 3(3 1) 3 , 3pq pqpq pq p q−≡ ⇒ − ⇒ >⋮ . 

Tiếp theo ta chọn a là căn nguyên thuỷ mod p, ta có 1 1 (mod )pa p− ≡  

Từ 3 3 1 (mod ) 1 (mod ) 1\ 3 1 1\ 3 1pq pqa a p a p p pq p q−≡ ⇒ ≡ ⇒ − − ⇒ − −  (1) 

Tương tự ta cũng có 1\ 3 1q p− −   (2) 

Mà p q≥  nên từ (1) dễ thấy rằng chỉ xảy ra { }3 1 1;2( 1);3( 1)q p p p− ∈ − − − . 

Bằng cách thử trực tiếp các trường hợp ta tìm ra hai bộ (p,q) là (17,11) và (11,17). 



Nhận xét: Ở bước chọn a thứ hai ta muốn có (a,p)=1 ñể ñược 1 1 (mod )pa p− ≡ , nhưng ta muốn thêm rằng 

1p −  là cấp của a (mod p), như vậy a sẽ là căn nguyên thuỷ mod p. Khi ñó ta có một quan hệ rất tốt là 

1\ 3 1p pq− −  như ở trên. 

Cuối cùng là một số bài tập cho các bạn luyện tập. 

Bài 1. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 2 1n n− ⋮ . 

Bài 2. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 22 1n n+ ⋮ . 

Bài 3. Chứng minh rằng \ ( 1)nn aϕ −  với mọi số nguyên dương a và n. 

Bài 4. Tìm tất cả các số nguyên dương n, n<1000 sao cho n có dạng 1 2 3n p p p=  ( 1 2 3, ,p p p  là các số nguyên 

tố phân biệt) và 2 2n n+ ⋮ . 

Bài 5. Cho n nguyên dương có dạng 2 1kn = + ; k>1. Chứng minh rằng ñiều kiện cần và ñủ ñể n nguyên tố là 

tồn tại số nguyên dương a>1 sao cho 
1

2 1
n

a n
−

+ ⋮ . 

 

 

 

 

 


