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PINH LY FERMAT NHO

V. Senderov, A. Spivak

inh 1y Fermat nhé dugc dua vao chuong trinh

hoc ctia cac 16p Toan hién nay. Céng thic cta

dinh 1y nay do nha Todn hoc Pie Fermat (ngudi
Phép, 1601-1665) dua ra nim 1640, rit ngin gon:

Néu p la s6 nguyén té va a la mot s6 nguyén thé thi a® —a
chia hét cho p.

Bé ngoai cé vé don gian, tuy nhién dinh ly nay lai c6 nhiing

ung dung v6 ciing quan trong.

Céc truong hop riéng.

1. p=2. Xét hiéu a*—a=a(a-1). Trong hai s§ ty nhién lién ti€p a va a—1, thi phai c6 mot s§

chian va mdt s6 1é nén tich cta ching phai la mét s6 chan.

Ta biét ring @ va @ c¢6 cing tinh chin 1& do d6 hiéu ctia chiing phai 1 s6 chin. Nhu vy ta c6 thém

mot cich chiing minh don gian cho truéng hgp nay.

2.p=3.Xéthiéu a®—a=(a+1)a(a—1). Mot s6 chia cho 3 thi cé sé dula 0,1 hosc 2. Do d6 trong
3 s6 ty nhién lién ti€p a+1,a,a—1 phai c6 mét s6 chia hét cho 3, va tich ctia chiing ciing chia hét cho
3. Dé thdy hé qua 1 hiéu trén chia hét cho 6.

Buai tap
1. Chitng minh a® +5a chia hét cho 6 véi moi s6 tu nhién a.

Xét hiéu a* —a. Véi a=2,a=3 thi 2' —2=14,3' —3=78 khong chia hét cho 4. Nhu viy ta thdy
rang phat biéu cta dinh ly sé khong diung trong truéng hop p 1a hgp s6.

3. p=5. Xét hiéu a° —a=(a’ +1)(a+1)a(a—1). Vési a=1, hiéu trén bing 0; a=2 thi 2°-2=30;
a=3thi -3=240;a=4 thi 4°-5=1020;a=>5 thi 5°-5=3120;a=6 thi 6°-6=7770. Tit

ca cic hiéu trén déu chia hét cho 30.

Nhin thdy a° —a chia hét cho 2 va 3. Ta chitng minh hiéu nay ciing chia hét cho 5.

S6 ty nhién a chia cho 5 thicé s6 du k 14 0,1,2,3,4. Trudng hop s6 dula 0,1,4 thi t sy phan tich

ra thita s6 ta suy ra hiéu @° —a chia hét cho 5. Trudng hop s6 du k =2 thi
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a’ +1=(5k +2)? +1="5(5k* + 4k +1) chia hét cho 5.
Tuong ty v6i K = 3. Vay ta thu dugc diéu phai ching minh.
Ta c6 thé phan tich 2’ +1=(a—2)(a+2)+5 va do dé
a’—a=(a+2)(a+Da(a-1(a-2)+5(@+Da(a-1)
c6 cung s6 du véi (a+2)(a+1)a(a—1)(a—2) khi chia cho S.

Tich § s6 tu nhién lién tiép (a+2)(a+1)a(a—1)(a—2) chia hét cho S, do d6 hiéu 8’ —a cing chia
hét cho 5. Cang nhan dugc hé qua la hiéu nay chia hét cho 30.

Vao nim 1801 K. F. Gauss dua ra ki hiéu dong du. Ta st dung ching d€ don gidn hod dién dat sy chia
hét.

Hai s6 nguyén a,b goi la dong du modulo N néu chiing cé ciing s6 du khi chia cho s6 nguyén n. Ki
hi¢u la a=b(modn).

Gia st a=b(modn), c=d (modn), dé dang chitng minh:

i. a+c=b+d(modn)
ii. ac =hd (modn)
ii. a" =b™ (modn).

véi @, b, N nguyén vda M khong 4m.
Bai tdp
2. Gidi phuong trinh déng du 3x =11(mod101).
3. Gidi phuong trinh dong du 14x = 0(mod12).
4. Vi k # 0. Chitng minh rdng
a. Néu ka=kb(modkn) thé'thi a=b(modn).
b. Néu ka=kb(modn) va k nguyén té cing nhau véi N thé thi a=Db(modn).
4. p=7.Xéthitu a’' —a=(a-Da(a+1)(@*-a+1)(a*+a+1).
Hay thit mot sé gid tricha a: 0'—0=0,1-1=0, 2" -2=126=7.18, 6’ —7 = 279930 = 7.39990.
Béy gid ta sé chitng minh hiéu trén chia hét cho 7 v6i moi s6 tu nhién a. Ta cé:

a’+a+l=a’+a-6=(a-2)(a+3) (Mod7) va a®—a+1=a’-a—-6=(a+2)(a—3) (mod7)
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Suy ra hiéu trén d6ng du vdéi tich bay s6 tu nhién lién ti€p. S6 tw nhién a chia cho 7 c6s6 dulao, 1,
2,3,4,5,6néntich (a+3)(a+2)(a+1l)a(a—1)(a—2)(a—-3) chia hét cho 7.

Bai tap
5. a. Chitng minh rdng a' =a (mod 42).
b. Chitng minh ring a° = a (mod 30).
5. p=11.Xéthitu a" —a=(a-Da(a+D(a'+a’+a’ +a+1)(a*-a’*+a’ —a+1)
Tacé (a—3)(a—-4)(a-5)(a-9)=(a’ —7a+12)(a’ —14a+45) = (a’ +4a+1)(a’ —3a+1)
=a'+a’-10a’ +a+1=a‘+a’+a’+a+1(modll). Tuong ty, ban cé thé chi ra:
(a-2)(a-6)(a-7)(a-8)=a'-a’+a*—a+1.

Nhu vy hiéu trén dong du véi tich 11 s6 ty nhién lién tiép, va tich nay chia hét cho 11.

tiing trudng hgp. Tuy nhién, da dén lic ching ta tiép cin vé6i trudng hop téng quéat cta dinh ly

Fermat nho d6i v6i moi s6 nguyén té p.
Bai tdp
6. Chitng minh rdng
a. Tich ciia 4 s6 nguyén lién tiép thi chia hét cho 24.
b. Tich ciia S s6 nguyén lién tiép thi chia hét cho 120.
c. @° —5a° +4a chia hét cho 120 véi moi s& nguyén a.
7. Chitng minh rdng a° va @ c6 chit s6 tan ciing gidng nhau.
8. Chitng minh ring M°n=mn° chia hét cho 30 véi bdt ki s6 nguyén m,n.
9. Néu s6 k khong chia hét cho 2, 3, S thé thi k* —1 chia hét cho 240.
10. a. Chiing minh rdng 2222°% +5555%% chia hét cho 7.
b. Tim dui s6 ciia phép chia (13" +15'°) +18"" cho 7.
11. Chiing minh tén cing ciia 11'° —1 ¢6 hai chit s6 tan ciing la hai 6 0.

12. a. Tim tdt cd cdc s6 nguyén @ sao cho a'° +1 c6 tdn cing la s6 0.
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b. Chitng minh ring & +1 khong thé tan cing la s6 khéng vdi bat ki s6 nguyén a nao.

13. Cho trudc s6 chdn N khdc khong. Tim wéc chung 16n nhdt ciia cdc s6 c6 dang 8" —a, véi a thudc tdp

s0 nguyén.

14. Cho trudc sé ty nhién n>1. Chiing minh rdng udc chung lon nhdt ciia cdc s6 dang a" —a, a thudc

tdp s6 nguyén tring véi ubc chung 16n nhdt cia cdc s6 dang a" —a, véi a=1,2,3,...,2".
Truong hgp tong quat.

Xét s6 nguyén t6 P va sé nguyén Kk khong chia hét cho p.Véi p=19, k =4.Lap bang xét céc s6
r=12,...,18 va cic du s6 cta 4r khi chia cho 19.

r 1 2 3 4 S 6 7 8 9
Ar 4 8 12 16 20 24 28 32 36
4r mod19 4 8 12 16 1 S 9 13 17
r 10 11 12 13 14 18 16 17 18
ar 40 44 48 52 56 60 64 68 72
4r mod19 2 6 10 14 18 3 7 11 15

Ta nhén thdy ring cic s6 du cta 4r khi chia cho 19 déu d6i mét khic nhau va chinh 13 cdc s6 . Téng

quét hon ta c6 khing dinh

Néu s6 nguyén K khong chia hét cho s6 nguyén t6 p va 1,1, la hai s6 du phdn biét trong phép chia K
cho p thi Kr,Kr, cé hai sé du phdn biét khi chia cho p.

That vay néu ki, —kr, =k(r,—r,) =0(mod p) thi do k khéng chia hét cho p, hay ndi cich khic

nguyén t6 cing nhau véi p nén I, =1, (mod p) hay I, =1,.
Bai tdp
1S. Ton tai hay khong s6 ty nhién N sao cho 1999n c6 tdn ciing la 9876543212

16. Néu s6 nguyén K nguyén t6 ciing nhau vdi s6 ty nhién N thi ton tgi s6 ty nhién X sao cho kx—1 chia
hét cho n.

17. Néu a,b nguyén té ciing nhau, thi bdt ki s6 nguyén nao ciing cé thé biéu dién dudi dang C =ax+by,
vai X, Y nguyén.

By gi® ta ban dén 15i gidi cia dinh Iy Fermat nho. Ta c6 thé viét k” —k =k(k°™* —1) . Nhu vay néu k
chia hét cho p thi dinh ly 12 hién nhién nén quan trong 13 trudng hgp k khong chia hét cho p.
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Pinhly 1.
Néu s6 nguyén k khéng chia hét cho s6 nguyén t6 p thi kP c6 s6 du1a 1 khi chia cho p.
Chitng minh
Céc s6 du cua cac s6 k, 2K, 3K,...,(p—1k d6i mot khic nhau, vad61a1,2,3,..., p—1. Nhu vay
k.2k.3k...(p—Dk =1.2.3...(p-1) (mod p)
Hay k" (p-1)!=(p-1)! (mod p), suyra k"* =1(mod p) (*).

G day ching ta sit dung két qua & Bai tdp 4. C6 thé bién d6i (k"' —1)(p—-1)!=0 (mod p) va do
(p—1)! nguyén t& cing nhau véi p nén dan dén (*).

Bai tdp
18. Tim phén du khi chia 3°°° cho 43.
19. Néu s6 nguyén a khong chia hét cho 17, thé'thi a® -1 hodc a° +1 chia hét cho 17.
20. Chiing minh rang m*'n—mn® chia hét cho 56786730 véi moi s6 nguyén m,n.
21. Tim tdt cd cdc s6 nguyén t6 P sao cho 5P +1 chia hét cho p.
22. Chitng minh rdang 7° —5° —2 chia hét cho 6D v6i moi s6 nguyén té p 1é.
23.V6i p la s6 nguyén t6 thé thi tong 17 +2° " + ..+ (p—-1)°" chia cho p du p-1.

24. M§t s6 c6 6 chit s6 chia hét cho 7. Ta ddi ché chit s6 hang tram nghin lui vé sau vé hang don vi. Chiing
minh ring s6 mdi nhdn duoc ciing chia hét cho 7. Thi dy, 632387 va 200004 chia hét cho 7 sau khi
bién ddi nhan dugc 323876 va 42 ciing chia hét cho 7.

25. Xét s6 nguyén t6 p khdc 2, 3, S. Chitng rdng s6 duogc lgp béi P—1 s6 1 sé chia hét cho p. Thi dy,
111111 chia hét cho 7.

26*. Chiing minh rdng v6i bt ki s6 nguyén t6 P thisé 9p chitsé 11...1122...22...99...99 (trong dé cé
P chitsé1, p chits62,..., P chitsé9) dong du véisé 123456789 khi chia cho P .

Cac bang nhan modulo.

Hay xem xét n—1 s6 du khac khong trong phép chia mét s6 cho N. Lap cic bang ma 6 ctia hang thu
a va cot thd b 13 s6 du cta phép chia cta tich ab cho N, trong d6 0<a,b<n.
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Thidyvéi n=5 tacd Bdng 1, n=11 ta cé Bdng 2.

X 1 2 3 ] 3 i 7 B 9 10 * ' 9 3 i
1 1 2 3 4 3 i 7 8 L) 10 i 1 2 i 4
2 2 4 6 8 1] 1 3 5 7 9 9 9 p i 3
3 3 6 9 l 4 7 10 2 5 & 9 1 i 4 2
4 i 8 1 i 0% 2 6 1w 3 7 4 4 3 2 {
5015 10 4 9 3 8 2 7 1 6 Bang 2.
G 6 1 7 2 8 i 9 4 i 5
7 7 3 10 6 2 9 5 1 # 4 * 1 2 3
8 & 3 2 i 7 § i 9 6 3 1 1 2 3
9 9 7 K 3 1 10 ] 6 4 2 i Y. 0 2
10 10 4 B 7 6 5 4 3 2 i 3 3 2 1
Bdng 1. Bdng 3.
p 4 1 2 3 4 O 7 & 9 1w 1 % 1 3
1 1 2 3 4 36 7 8 9 10 1n I i 3
212 4 6 8 10 0 2 4 & 8 10 3 | 3 1
3!3 6 9 o 3 6 9 0 3 6 9 Bang S.
4 4 & 0 4 8 0 4 & 0 4 8
5!5 w 3 & 1 6 14 4 v 2 7
6|6 0 6 0 6 0O 6 0 6 0 6
717 2 9 4 1 6 1 & 3 W0 35 x |1 5 7 1
E1 8 4 0 B 4 0 &8 4 0 B 4 1 1 5 07 N
Y| & 3 0 % & 3 0 Y & 3 o1t 17
0] 1w = G 4 2 0 1w 8 6 4 2 7 7 11 1 3
"l 1w 9 & 7 6 5 4 3 2 7 1m pt 7 5 i
Bdng 4. Bdngé.

Ta thdy rang trong cac bang nay s6 du trong cac 6 ciing khic khong. D6i véi N 1a cac s6 nguyén t6 thi

s6 du tich hai s6 du khac khong ciling c6 s6 du khac khong trong phép chia cho n.

Déi véi cac hgp s6 N thi tich hai s6 du cia né c6 thé c6 du bing 0 trong phép chia cho n. Thi du
2.2=0(mod4) (xem Bdng 3.), va d6i v6i n =12 thi xdy ra nhiéu trudng hgp hon nita (xem Bdng 4.)
Béy gid tir cac bang da c6 xo04 di cic cdt va hang cé chita s6 du bing 0. Thi du & Bdng 2 ta xoa di hang



Copyright © 2007 Vietnamese Kvant Group

thd 2 va cét thit 2 thi thu dugc bang S, & Bdng 4 xoa di cac cft va hang thi 2, 6, 8, 9, 10 thi thu dugc
Bdng 6. O cic bang ma N 1a s6 nguyén t6 thi khong can phai xoa di hang hay cét nio ca.

Nhén thdy ring cic hang va c6t dugc lai la nhiing hang va cot c¢6 s6 dugc danh la nguyén t6 cing nhau
v6i N . Ta c6 khing dinh (hiy chiing minh)

Hai s6 nguyén t6 cung nhau v6i N thi tich ciia chiing sé c6 s6 du khdc khéng modulo n.
Bai tdp

27. Lam sdng té tinh d6i xiing ciia cdc cdp s6 du qua cdc dudng chéo & cdc bang 1-6.

Dinh ly Euler.

Béy gid ta sé c6 mot sy tong quat ctia dinh Iy Fermat nhé cho trudng hop phép chia déi véi mot s6 tu
nhién N bat ki. Ta d3 xem xét cdc bang nh4n modulo & phén trudc va nhin thdy ring 6 cta hang va
cot dugc danh s6 1a nguyén t6 cling nhau vé6i N thi sé c6 du s6 khic khong molulo Nn. Hon nita &
trong moéi hang hoidc méi cdt trong cic bang mdi nhén dugc déu cé chia s6 du d6i mot khic nhau
modulo N. C6 thé khiang dinh néu cic s6 du a,,3,,4a,,...,a, modulo N d6i mét khic nhau va nguyén
t6 cung nhau véi N thi céc s6 ka,ka,,...,ka, c6 s6 du ciing chinh 14 céc s6 @, a,,4a,,...,a, (hdy chiing

minh). Ta cé
ka, ka,..ka, = a,.a,...a, (modn)

Twdsé (k' -1aa,..a, =a4a,..a, (modn) do a,a,,...,8, déunguyén té cung nhau véi N nén
k" =1(modn).Néu n 1a s6 nguyén t6 thi r =n—1, ta thu dugc khing dinh cta dinh 1y Fermat nhd.
Khing dinh téng quat dugc mang tén Dinh ly Euler.

Dinh ly 2.

Néu s6 nguyén K nguyén t6 cing nhau vdi sé ty nhién N thi K" —1 chia hét cho N, vdi r 1a s6 cdc s6 tu

nhién nguyén t6 cung nhau véi N ma khéng vugt qud N.
Bai tdp

28. Chitng minh rdng néu K chia hét cho 3, thé thi

a. k? chia cho 9 ¢6 du s61a 1 hodc 8.

b. k™ chia cho 243 c6 du s6 1 1 hodic 242.

29. Chitng minh rdng

a. Néu a°+b°+¢° chia hét cho 9, thé thi mét trong cdc s6 a,b,C chia hét cho 3.




Copyright © 2007 Vietnamese Kvant Group

b. Téng cdc binh phuong ciia 3 s6 nguyén chia hét cho 7 khi va chi khi tong cdc luy thita bdc 4 ciia nhiing
s0 nguyén doé chia hét cho 7.

30. Chitng minh rdng 77 —7" chia hét cho 10.

31. Tim 3 chit s6 cudi cing ciia 7%

32. Néu s6 nguyén a nguyén té ciing nhau vdi s6 ty nhién n > 1, chitng minh rdng phuong trinh dong du
ax=hb(modn) tuong duong véi x=a""'b(modn). Trong dé r la s& cdc s& ty nhién khéng bé hon n

nguyén té ciung nhau véi Nn.
33. Chitng minh rdng néu N 1a s6 ty nhién 1é thé'thi 2" —1 chia hét cho n.
34*. Tim tdt cd cdc s6 ty nhién N >1 sao cho tong 1" + 2" +...+ (N—1)" chia hét cho n.

35*. Chitng minh rdng vdi moi s6 ty nhién S thi ton tai moét bdi sé N ciia nd sao cho téng cdc chit s6 ciia
N chia hét cho S.

Ham Euler.

Nim 1763, Leonard Euler (1707-1783) dua ra ki hiéu ¢(n) dé chi s6 lugng cic s6 du modulo N ma
nguyén t6 cing nhau véi n. Thidu: (1) =1, p(4) =2, p(12) =4.

Néu p 1a s nguyén t6 thé thi ¢(p) = p—1. Hay xét ¢(p") véi M 14 s8 ty nhién. Céc s6 du modulo
p" 12 0,1,2,..., p" —1. Trong d6 c6 p™* s& chia hét cho p1a 0,p,2p,..., p" — p.Suyra:

m m m-. m 1
p(pM)=p"-p"t=p (1—5)

Bay gid thi tinh ¢(1000), d6 1 s6 tit ca cdc s6 ty nhién bé hon 1000 va khong chia hét cho 2 va §. Cé
500 s6 chan trong s6 cic s6 tu nhién bé hon 1000. C6 200 s6 chia hét cho S trong s6 cdc s6 ty nhién
bé hon 1000. C6 100 s6 chia hét cho 2 va S trong s6 cac s6 ty nhién bé hon 1000. Nhu vy thu dugc :

¢(1000) =1000— (500 + 200 —100) = 400.
Bai tdp
36. Tinh ¢(2°5°) véi a va b 14 cdc s6 tu nhién.
37.V6i p,q la hai s6 nguyén t6 khdc nhau. Tinh ¢(pq) va o(p*q°) véi a,b la cdc s6 tu nhién.

38. Gidi phuong trinh :
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a. o(7°) =294
b. (3'5")=360.

Ap dung phuong phap tuong tu ta cé thé tinh ¢(n) véi moi s6 nguyén duong N . Mot thi dy phiic tap
hon dé€ lam rd hon phuong phip ndy, hay tinh ¢(300). Cac s6 ty nhién bé hon 300 c6 150 s6 chén,
100 s6 chia hét cho 3, 60 s6 chia hét cho S. Trong s6 nhiing bdi nay lai c6 50 s6 chia hét cho 2.3=6, 30
s6 chia hét cho 2.5=10 va 20 s6 chia hét cho 3.5=15. Trong s6 cac boi ctia 6, 10 va 15 nay lai c¢6 10 s6
chia hét cho 2.3.5=30. Nhu viy ta cé :

0(300) = 300 —[150+ 100+ 60— (50 + 30 + 20 —10)] = 80

Dé c6 phép chiing minh téng quat sit dung phuong phdp nay ban c6 thé doc bai bdo « S6 hoc va
nhiing nguyén lj dém >» ctia N. Basileva va V. Gytenmakhera dang trong s6 Kvant No2, nam 1994. Va
duéi day 1a mét cach ching minh khac.

Dijnh Iy 3.
Ham Euler c6 tinh chdt nhan, tic la @(mn) = p(M)@(n) véi M,N nguyén té ciing nhau.
H¢ quad.

Néu n cé dang phdn tich chinh tdc n= ppy2...p= véi Py, Pys-.., Ps 1d cdc udc nguyén té phan biét cia

N va a,a,,...,a, lda cdc sé ty nhién. Thé thi
p(n) = p(p*)(P32)-p(p) = (P = PI)(P3: = P32 ). (P2 — P& ™)
Chiing minh Dinh ly 3

Xét céc s6 c6 dang mx+ny véi 0<x<n, 0<y<m. Viét chung thanh mét bang mxn 6. Thi duy véi

n=5m=8, tacé bangsau:

X \y 0 1 2 3 4 S 6 7
0 0 ) 10 15 20 25 30 35
1 8 13 18 23 28 33 38 43
2 16 21 26 31 36 41 46 51
3 24 29 34 39 44 49 54 59
4 32 37 42 47 52 57 62 67

Cic s6 trong bang trén phai cé du s6 d6i mét khac nhau khi chia cho mn. That viy néu cé
mx, +ny, = mx, +ny, (mod mn).

voi 0<Xx,X,<n,0<y,,y,<m.Théthitacod:
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mx, + ny, = mx, +ny, (modn) (1) va mx, +ny, = mx, +ny, (modm) (2)
Tu (1) suy ra ny,=ny,(modm). Do m,n nguyén t& cung nhau nén Yy, =Y,(modm). Hon nita
Y, Y, <M nén Yy, =Y,. Tuong tuvéi (2) tacd X, =X, .

Nhu véy cdc s6 & trén c6 s6 du d6i mot khac nhau khi chia chomn . Hon nita tip céc s6 du nay chinh
la tap 0,1,2,...,mn—1. Néi cdch khic véi moi d =0,1,...,mn—1 déu t6n tai cip s8 X, Y sao cho
0<x<n,0<y<mva d=mx+ny(modmn).

Ta c6 UCLN (mx+ny, m) =UCLN (ny, m) =UCLN(y, m). Tuong tw UCLN (mx+ny,n) =UCLN (x,n).

C6 nghia l1a nhiing s6 trong bang trén nguyén t6 cing nhau véi m sé ndm & cdt ma y nguyén t6 cing
nhau véi M, va nhiing s6 nguyén t6 cing nhau véi N sé ndm & dong ma X nguyén t6 cung nhau véi

N. Cac s6 nguyén t6 cung nhau véi MmN sé 1a giao ctia cdc dong va cac cot do.
Diéu nay ching t6 hé thic @(m)e(n) = p(mn).
Bai tap

39. Viét cdcso tit 0 dén mn—1 vao bdng sau

0 1 2 n-1
n+1 n+2 2n-1

2n 2n+1 2n+2 3n-1
(m=Dn | (m=Dn+1 | (m=Dn+2 mn -1

Chiing minh dinh ly Euler thong qua nhitng ménh dé sau

i. Nhiing s6 nguyén t6 cing nhau véi n ldp ddy ¢(n) cét ciia bang trén.
ii. M s6 tit mot cot bdt ki ciia bdng trén cé du s6 d6i mgt khdc nhau khi chia cho m.
iii. Tt mdi ct c6 (M) s6 nguyén t6 cing nhau véi M.

iv. Mot s6 nguyén to cung nhau véi MN khi va chi khi s6 dé nguyén t6 cung nhau véi M va n

40. Mgt duong tron dugc phan chia thanh N phdn bdang nhau béi N diém. Cé bao nhiéu dudng gdp khiic

kin ma cdc doan ciia né déu bang nhau va ldy cdc dinh thudc vao tdp N diém trén.
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Quy uéc hai duong gdp khiic dugc coi la trimg nhau néu dudng nay sé dong nhdt véi duong kia qua mot
phép quay.

41. Chitng minh rdng vdi bdt ki s6 ty nhién m,n thi

a. p(m)p(n) = (BCNN[m, n])(UCLN (m, n))
b. @(mn) = @(BCNN[m, n])JUCLN (m,n)
c. (m)p(n)UCLN (m,n) = @(mn)e(UCLN (m,n)).

42. Gidi cdc phuong trinh

a. p(x)=18.
b.p(x)=12.
¢ X—p(x)=12.
d.o(x*)=x>—x.
e. go(x)zg.

X
f ¢(X)=§-

X ’ ”
g5 o(X)= o N> 3 va la s6 ty nhién.

h. o(nX) = @(X) véi sé ty nhién n>1.

Mat ma véi chia khoa mé.

Hay tudng tudéng ring ban nhin dugc mét thong diép ma hod ti mot ngudi ban, nhung anh ta da
khoéng thé gap ban trudc d6, vay loai ma hoa gi cé thé sit dung dugc trong trudng hop nay. Co ton tai
phuong phip ma hod niao ma cé6 thé truyén tin khip thé giéi, tham chi cd ngudi ban 1an ké thu déu
nhén dugc nhung ké thti hoan toan khong thé gidi ma dugc thong diép ctia ban ?

D6 that sy la mot loai ma hod tuyét voi, né khic hoan toan véi cic loai ma hod thuong st dung bi mét
chu yéu 1a chia khod, khi ndim ma dugc chia khoa thi c6 thé ma hod hay gidi ma thong tin dé dang.
Loai mit ma méi dé cdp tbi goi 1a « Mat ma véi chia khod m& >, khi ma da ma hod théng diép thi chi

c6 tac gid mai c6 thé gidi ma thong tin nhén dugc.

Miat ma RSA.

Nim 1978, ba nha Toén hoc Rivest, Shamir va Adleman d3a ma hod m¢t cidu Anh ngi va hia sé trao

gidi 100 USD cho ai gidi ma dugc thong diép d6 :
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y =968696137546220614771409222543558829057599911245743198746951209308162
98225145708356931476622883989628013391990551829945157815154.

Ho giéi thich chi tiét phuong phdp ma hod. Céc chit céi duge quy udc a=01,b=02,...,2 =26 va ddu
cachla 00. Sau @6 ho viét cau thong théng diép nhd cic chit s6 trén thay thé cho cic chit cdi dugc sip
lién tyuc thanh mot s6 X c6 78 chit s6. Tiép theo ho st dung mot s6 nguyén t6 P c6 64 chi s6, mot s6

nguyén t6 ( c6 65 chii s6 . Va tich cua chingla :

pg =11438162575788886766932577997614661201021829672124236256256184293570693524
5733897830597123563958705058989075147599290026879543541.

Vaho chonsé y 1a dang ma hod ctia théng diép nhd cong thic :

9007
X

y= (mod pq)

Ho coéng bé tich pg, s6 Y va s6 nguyén t6 9007 va chinh phuong phip ma hod va cho biét s
nguyén t6 P c6 64 chi s6, s6 nguyén t6 ( cé 65 chit s6 va X cé 78 chit s6. Bi mat chi nim & hai s6

P, c6 gid tri bing bao nhiéu. Diéu doi hoila tim X thod man phuong trinh d6ng du trén.

Cau chuyén trén két thic vao nim 1994, khi ma Atkins, Kpaft, Lenstra va Leilang gidi ma dugc ciu
thong diép d6. Va hai s6 nguyén t6 ho tim dugcla :

p =3490529510847650949147849619903898133417764638493387843990820577
q=32769132993266709549961988190834461413177642967992942539798288533

Trong cudn “Mé ddu vé Ly thuyét Mdt ma” xudt ban nim 1998 cuia cdc nha Todn hoc nay viét ring :
« Két qua ky di¢u nay (su phdn tich mét s6 c6 129 chit s6 thanh nhdn ti) dat dugc nhd mot thudt todn
phdn tich mot s6 thanh nhdn tii, cé tén goi la phuong phdp San binh phuong. Qud trinh thyc hién tinh
todn la nho vao sy cong tdc ciia cd mot doi ngii dong ddo. Diéu hanh dy dn la bon tdc gid cha 10i gidi vJi
sy chudn bi budc ddu vé ly thuyét s6 khodng 220 ngay cfng vdi sy tham gia cita gdn 600 ngudi va khodng
1600 mdy tinh lién két vdi nhau qua Internet. >

Dang tiéc la viéc di sdu vao phuong phap phan tich cta ho da vugt qua khudn khé cua bai viét. Ta
chdp nhan bé qua phin nay va tiép tuc ban luin vé ¥ tudng hé théng mat ma RSA (d6 chinh 14 cic chit

cai ddu cia cdc nha Toan hoc phit minh ra loai mit ma ny).
Y tudng niay nhu sau :

Cho cic s6 nguyén té p,(, tinh duge ¢(pq) =(p-1)(q-1).
Gia st

ef =1+kep(pq)




Copyright © 2007 Vietnamese Kvant Group

G d6 e, f,k 1a cic s6 ty nhién. Véi bat ki s6 tu nhién X nguyén t6 ciing nhau v&i pq thi theo dinh ly

Euler
X = x(x*)?" = x.1=x (mod pq)

Trong thi du ctia chiing ta thi e =9007, va f thoa man phuong trinh déng du ef =1(mod ¢(pq)) . O
day s6 e dugc chon sao cho phdi nguyén t6 cung nhau véi (p—1)(q—1), cé6 thé ldy e =1 hoic
e=(p—-1(g—-1)—-1 nhung sé khong hgp 1y néu mudn giit bi mit. Khi d6 f ton tai do thuit toan
Euclid. Do diéu kién y = x°(mod pq) nén

y" =x" =x(mod pq)

Nhu viy s6 X cén tim la phan du cta y" cho pq.

Tai sao mat ma RSA lai goi 14 loai m4t ma véi chia khod m& ? D6 1a tai visé € va tich pg dugc ngudi
ma hod thong diép cong khai. Khi ma ma hod bat ki thong diép nao thi chi cdn c6 mét may tinh ca
nhén v6i mot chuong trinh tinh todn ndo d6 l1a du. Qua trinh gidi ma sé dé dang néu biét dugc s f .
Nhung cich duy nhét d¢€ tinh dugc f thi phai biét dugc gié tri caa p va q, tdc 1a cdn phén tich pq

thanh nhan t. Thuit todn phéin tich mdt s6 thanh thita s6 nguyén t6 1a thuit toan c6 d6 phic tap mi
nén hi vong c6é dugc 16i gidi la khong c6 hién thuyc. Ngay cd sy thanh c6ng nam 1994 cta bon nha
Toan hoc véi phuong phap phan tich ctia ho chi c6 hiéu lyc khi da biét s6 chii s6 cia p va (, con néu
khong thi ca hé thong lién két ctia 600 con ngudi va 1600 may méc dé qua Internet da phai dau hang.

Bai tdp
43*, (Danh cho cdc ban yéu ldp trinh trén mdy tinh)

a. Timsé T mandm 1994 bén nha Todn hoc Atkins, Kpaft, Lenstra va Leilang da tinh todn dugc.
b. Gidi ma cdu Anh ngit ma nam 1978 dugc ma hod béi Rivest, Shamir, Adleman.

Mot s6 bai toan dé nghi.

1. Chi ra sy ton tai cia cac hgp s6 N sao cho v6i bat ki s6 nguyén a
thi @" —a chia hét cho n (goila cic s& Carmichael)

2. Khong tén tai s6 ty nhién N nao d€ 2" +1 chia hét cho n+1.

3. Néu 2" +1 chia hét cho n thi n =1 hoic n=3. Hay ching minh

diéu nay.

4. Céc diém dugc danh s6 1,2,...,n—1 cé thé dugc x€p trén mot

dudng tron sao cho bat ki 3 s6 @,b,C lién tiép nhau thi b’ —ac
chia hét cho N. Tim cédc s6 N nhu vay. (Hinh bén minh hoa mét truong hgp khi n=7)
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5. Véi nhing s6 nguyén t6 p nio thi ton tai s6 nguyén a sao cho a*+a’+a’+a+1 chia hét
cho p.

(Con tiép ki sau)




