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L¾nh vüc b§t �¯ng thùc l  mët l¾nh vüc �÷ñc quan t¥m nhi·u nh§t ð to¡n sì c§p. Trong �â, c¡c d¤ng b i to¡n
�èi xùng ho°c ho¡n và l  nhúng d¤ng th÷íng g°p nh§t ð l¿nh vüc n y. Trong b i vi¸t tr÷îc, chóng tæi �¢ giîi
thi»u còng c¡c b¤n kÿ thuªt CYH, mët kÿ thuªt r§t hay v  m¤nh �º gi£i quy¸t c¡c d¤ng to¡n n y. Þ t÷ðng
cõa kÿ thuªt l  �÷a mët b§t �¯ng thùc ho¡n và (�èi xùng) ban �¦u v· mët b§t �¯ng thùc ho¡n và (�èi xùng)
kh¡c nh÷ng d¹ chùng minh hìn. �¥y công l  �i·u m  måi ng÷íi hay l m khi sû döng b§t �¯ng thùc Cauchy
Schwarz-Holder. Th¸ nh÷ng, �¢ bao gií c¡c b¤n thû dòng Cauchy Schwarz-Holder �º �÷a mët b i to¡n tø �èi
xùng sang b§t �èi ch÷a? �èi vîi ph¦n �æng c¡c b¤n �am m¶ b§t �¯ng thùc, h¦u h¸t �·u ch÷a thû qua vîi vi»c
n y, v¼ nâ l m m§t t½nh t½nh �èi xùng cõa b i to¡n (mët t½nh ch§t r§t quan trång câ thº �÷ñc ùng döng �º gi£i
�÷ñc nhi·u b i to¡n). Tuy nhi¶n, tçn t¤i mët kÿ thuªt nh÷ th¸, m°c dò ta �÷a b i to¡n v· khæng �èi xùng núa
nh÷ng ta v¨n câ thº gi£i �÷ñc b i to¡n, �â l  "Kÿ thuªt Cauchy b§t �èi". �¥y l  mët t¼m tái nhä cõa chóng tæi
v· nhúng kÿ thuªt sû döng b§t �¯ng thùc kinh �iºn. R§t mong nhªn �÷ñc sü trao �êi, �âng gâp þ ki¸n cõa c¡c
b¤n.
Kÿ thuªt cõa chóng ta ch¿ câ mët þ t÷ðng �ìn gi£n l  s­p x¸p thù tü cõa c¡c bi¸n tr÷îc. Sau �â ch¿ l  sû döng
b§t �¯ng thùc Cauchy Schwarz-Holder.
�º l m rã cho þ t÷ðng n y, chóng ta s³ x²t nhúng v½ dö sau (b¤n s³ th§y l  þ t÷ðng h¸t sùc �ìn gi£n v  d¹
hiºu n¶n chóng tæi công khæng b¼nh luªn g¼ th¶m ð méi v½ dö)

V½ dö 1 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

(ab+ bc+ ca)

�
1

(b+ c)2
+

1

(c+ a)2
+

1

(a+ b)2

�
� 9

4
:

(Iran 1996, Ji Chen)

LÍI GI�I. Do t½nh �èi xùng n¶n khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta câ thº gi£ sû a � b � c: Khi �â, sû döng b§t
�¯ng thùc Cauchy Schwarz, ta câ

1

(b+ c)2
+

1

(c+ a)2
� 1

2

�
1

a+ c
+

1

b+ c

�2
=

(a+ b+ 2c)2

2(a+ c)2(b+ c)2

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñc

(ab+ bc+ ca)

�
(a+ b+ 2c)2

2(a+ c)2(b+ c)2
+

1

(a+ b)2

�
� 9

4

Tø �¥y, sû döng t½nh thu¦n nh§t, ta h¢y chu©n hâa cho a + b = 1 v  �°t x = ab ) 1
4 � x � c(1 � c): B§t

�¯ng thùc trð th nh

f(x) = x+ c+
(1 + 2c)2(x+ c)

2(c+ c2 + x)2
� 9
4
� 0

Ta câ
f 0(x) = 1� (1 + 2c)

2(c+ x� c2)
2(c+ c2 + x)3

1
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f 00(x) =
(1 + 2c)2(c� 2c2 + x)

(c+ c2 + x)4
� 0

N¶n f 0(x) �çng bi¸n, suy ra

f 0(x) � f 0
�
1

4

�
=
(2c� 1)(8c3 + 20c2 + 38c+ 7)

(2c+ 1)4
� 0

Do �â f(x) nghàch bi¸n, vªy n¶n

f(x) � f
�
1

4

�
=
c(1� 2c)2
(1 + 2c)2

� 0:

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh xong. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c ho°c a = b; c = 0 ho°c c¡c
ho¡n và t÷ìng ùng. �

V½ dö 2 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

(b+ c)2

a2 + bc
+
(c+ a)2

b2 + ca
+
(a+ b)2

c2 + ab
� 6:

(Darij Grinberg)

LÍI GI�I. Do t½nh �èi xùng n¶n khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta câ thº gi£ sû a � b � c: Khi �â, sû döng b§t
�¯ng thùc Cauchy Schwarz, ta câ

(b+ c)2

a2 + bc
+
(c+ a)2

b2 + ca
� (a+ b+ 2c)2

a2 + b2 + c(a+ b)

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñc

(a+ b)2

c2 + ab
+

(a+ b+ 2c)2

a2 + b2 + c(a+ b)
� 6

Tø �¥y, sû döng t½nh thu¦n nh§t, ta h¢y chu©n hâa cho a + b = 1 v  �°t x = ab ) 1
4 � x � c(1 � c): B§t

�¯ng thùc trð th nh
1

x+ c2
+
(1 + 2c)2

1 + c� 2x � 6

, f(x) = 12x2 � (7 + 2c� 16c2)x+ 1 + c� 5c2 � 2c3 + 4c4 � 0

Ta câ
f 0(x) = 24x� 7� 2c+ 16c2

X²t c¡c tr÷íng hñp sau
Tr÷íng hñp 1. 16c2 � 2c� 1 � 0; khi �â

f 0(x) = 6(4x� 1) + 16c2 � 2c� 1 � 0

) f(x) � f
�
1

4

�
=
1

2
c(1 + 2c)(1� 2c)2 � 0

Tr÷íng hñp 2. 8c2 � 22c+ 7 � 0; khi �â

f 0(x) = 24x� 7� 2c+ 16c2 � 24c(1� c)� 7� 2c+ 16c2 = �(8c2 � 22c+ 7) � 0

) f(x) � f (c(1� c)) = (1� 2c)3 � 0
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Tr÷íng hñp 3.
�
16c2 � 2c� 1 � 0
8c2 � 22c+ 7 � 0 , 5

16 <
p
17+1
16 � c � 11�

p
65

8 < 3
8 ; khi �â ta câ

f 0(x) = 0, x =
7 + 2c� 16c2

24

Tø �¥y, ta d¹ d ng suy ra

f(x) � f
�
7 + 2c� 16c2

24

�
= � 1

48
(1� 20c+ 20c2 + 32c3 + 64c4) = � 1

48
g(c)

D¹ th§y g(c) l  h m lçi n¶n

g(c) < max

�
g

�
5

16

�
; g

�
3

8

��
= max

�
�1751
1024

;�47
64

�
< 0:

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh xong. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c ho°c a = b; c = 0 ho°c c¡c
ho¡n và t÷ìng ùng. �

V½ dö 3 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

1

b2 + bc+ c2
+

1

c2 + ca+ a2
+

1

a2 + ab+ b2
� 9

(a+ b+ c)2
:

(Vasile Cirtoaje)

LÍI GI�I. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû a � b � c: Khi �â, sû döng b§t �¯ng thùc Cauchy Schwarz, ta
�÷ñc

1

a2 + ac+ c2
+

1

b2 + bc+ c2
� (a+ b+ 2c)2

(b+ c)2(a2 + ac+ c2) + (a+ c)2(b2 + bc+ c2)

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñc

(a+ b+ 2c)2

(b+ c)2(a2 + ac+ c2) + (a+ c)2(b2 + bc+ c2)
+

1

a2 + ab+ b2
� 9

(a+ b+ c)2

Do t½nh thu¦n nh§t n¶n ta câ thº chu©n hâa cho a+ b = 1; �°t x = ab th¼ ta câ 1
4 � x � c(1� c): Khi �â, b§t

�¯ng thùc tr¶n trð th nh

f(x) =
(1 + 2c)2

2x2 + 3cx+ 2c4 + 3c3 + 2c2
+

1

1� x �
9

(1 + c)2
� 0

Ta câ
f 0(x) = � (1 + 2c)2(3c+ 4x)

(2x2 + 3cx+ 2c4 + 3c3 + 2c2)2
+

1

(1� x)2

f 00(x) =
2(1 + 2c)2(12x2 + 18cx+ 5c2 � 6c3 � 4c4)

(2x2 + 3cx+ 2c4 + 3c3 + 2c2)3
+

1

(1� x)3

M 

12x2 + 18cx+ 5c2 � 6c3 � 4c4 � 12c2(1� c)2 + 18c2(1� c) + 5c2 � 6c3 � 4c4

= c2(35� 48c+ 8c2) � 0
�
do
1

2
� c � 0

�
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N¶n f 00(x) > 0; suy ra f 0(x) �çng bi¸n, do �â

f 0(x) � f 0
�
1

4

�
=
16

9
� 64(1 + 3c)

(1 + 2c)2(1 + 2c+ 4c2)2

� 16

9
� 64

(1 + 2c)2(1 + 2c+ 4c2)2

=
16

9

�
1� 36

(1 + 2c)2(1 + 2c+ 4c2)2

�
� 16

9

�
1� 36

(1 + 1)2(1 + 1 + 12)2

�
= 0

Suy ra f(x) nghàch bi¸n n¶n

f(x) � f
�
1

4

�
=

8

4c2 + 2c+ 1
+
4

3
� 9

(1 + c)2
=
(1� 2c)2(4c2 + 14c+ 1)
3(c+ 1)2(4c2 + 2c+ 1)

� 0:

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh xong. �

V½ dö 4 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

(a+ b+ c)

�
1p

a2 + ab+ b2
+

1p
b2 + bc+ c2

+
1p

c2 + ca+ a2

�
� 4 + 2p

3
:

(Vã Quèc B¡ C©n)

LÍI GI�I. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû a � b � c: Khi �â, sû döng b§t �¯ng thùc Holder, ta �÷ñc

1p
b2 + bc+ c2

+
1p

c2 + ca+ a2
�

s
(a+ b+ 2c)3

(a+ c)3(b2 + bc+ c2) + (b+ c)3(a2 + ac+ c2)

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñcs
(a+ b+ 2c)3

(a+ c)3(b2 + bc+ c2) + (b+ c)3(a2 + ac+ c2)
+

1p
a2 + ab+ b2

�
2
�
2
p
3 + 1

�
p
3(a+ b+ c)

Chu©n hâa cho a+ b = 1; �°t x = ab) 1
4 � x � c(1� c) th¼ b§t �¯ng thùc trð th nh

f(x) =

s
(1 + 2c)3

(1 + 4c)x2 + cx(1 + 3c� 2c2) + 2c5 + 4c4 + 4c3 + c2 +
1p
1� x

�
2
�
2
p
3 + 1

�
p
3(1 + c)

� 0

Ta câ

f 0(x) = � [2(1 + 4c)x+ c+ 3c2 � 2c3](1 + 2c)3=2
2[(1 + 4c)x2 + cx(1 + 3c� 2c2) + 2c5 + 4c4 + 4c3 + c2]3=2 +

1

2(1� x)3=2

f 00(x) =
(1 + 2c)3=2A

4[(1 + 4c)x2 + cx(1 + 3c� 2c2) + 2c5 + 4c4 + 4c3 + c2]5=2 +
3

4(1� x)5=2

vîi

A = 8(1 + 4c)2x2 + 8cx(1 + 4c)(1 + 3c� 2c2)� c2(20c4 + 108c3 + 65c2 + 14c+ 1)
� 8c2(1� c)2(1 + 4c)2 + 8c2(1� c)(1 + 4c)(1 + 3c� 2c2)

�c2(20c4 + 108c3 + 65c2 + 14c+ 1)

= c2(172c4 � 444c3 � 33c2 + 82c+ 15) � 0
�
do
1

2
� c � 0

�
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N¶n f 00(x) > 0; suy ra f 0(x) �çng bi¸n, do �â

f 0(x) � f 0
�
1

4

�
=

16(2c2 � 4c� 1)
(1 + 2c)2(1 + 2c+ 4c2)3=2

+
4
p
3

9

� 16(2c2 � 4c� 1)
(1 + 2c)2(1 + 1 + 12)3=2

+
4
p
3

9
=

4

3
p
3

�
1 +

4(2c2 � 4c� 1)
(1 + 2c)2

�
=

4(4c2 � 4c� 1)p
3(1 + 2c)2

< 0

Suy ra f(x) nghàch bi¸n n¶n

f(x) � f
�
1

4

�
=

4p
1 + 2c+ 4c2

+
2p
3
�
2
�
2
p
3 + 1

�
p
3(1 + c)

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñc

4(c+ 1)p
4c2 + 2c+ 1

+
2p
3
(c+ 1) � 4 + 2p

3

, 1p
3
c � 2

�
1� c+ 1p

4c2 + 2c+ 1

�
, 1p

3
c � 6c2

4c2 + 2c+ 1 + (c+ 1)
p
4c2 + 2c+ 1

, 4c2 + 2c+ 1 + (c+ 1)
p
4c2 + 2c+ 1 � 6

p
3c

Ta câ p
4c2 + 2c+ 1 � c+ 1; 6

p
3c � 21

2
c

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñc
4c2 + 2c+ 1 + (c+ 1)2 � 21

2
c

, 1

2
(1� 2c)(4� 5c) � 0

�
�óng do

1

2
� c � 0

�
:

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b; c = 0 ho°c c¡c ho¡n và t÷ìng ùng.
Nhªn x²t. Xem x²t líi gi£i n y, nhi·u b¤n s³ cho r¬ng líi gi£i qu¡ phùc t¤p, nh÷ng tr¶n quan �iºm c¡ nh¥n,
chóng tæi cho r¬ng líi gi£i n y công r§t "�ìn gi£n". B¤n ch¿ c¦n th nh th¤o kÿ thuªt t½nh to¡n �¤o h m th¼ câ
thº d¹ d ng l m �÷ñc b i n y theo kÿ thuªt cõa ta. �

V½ dö 5 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

2a2 + 5bc

(b+ c)2
+
2b2 + 5ca

(c+ a)2
+
2c2 + 5ab

(a+ b)2
� 21

4
:

(Ph¤m Kim Hòng)

LÍI GI�I. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû a � b � c: Ta câ b§t �¯ng thùc t÷ìng �÷ìng vîi�
2a2 + 5bc

(b+ c)2
+ 2

�
+

�
2b2 + 5ca

(c+ a)2
+ 2

�
+
2c2 + 5ab

(a+ b)2
� 37

4

, 2(a2 + b2 + c2)

�
1

(a+ c)2
+

1

(b+ c)2

�
+ 9c

�
b

(b+ c)2
+

a

(a+ c)2

�
+
2c2 + 5ab

(a+ b)2
� 37

4
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Sû döng b§t �¯ng thùc Cauchy Schwarz, ta câ

1

(a+ c)2
+

1

(b+ c)2
� 1

2

�
1

a+ c
+

1

b+ c

�2
=

(a+ b+ 2c)2

2(a+ c)2(b+ c)2

b

(b+ c)2
+

a

(a+ c)2
�

�
1
a+c +

1
b+c

�2
1
a +

1
b

=
ab(a+ b+ 2c)2

(a+ b)(a+ c)2(b+ c)2

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñc

(a2 + b2 + c2)(a+ b+ 2c)2

(a+ c)2(b+ c)2
+

9abc(a+ b+ 2c)2

(a+ b)(a+ c)2(b+ c)2
+
2c2 + 5ab

(a+ b)2
� 37

4

Chu©n hâa cho a+ b = 1 v  �°t x = ab) 1
4 � x � c(1� c): B§t �¯ng thùc trð th nh

(1 + c2 � 2x)(1 + 2c)2
(c+ c2 + x)2

+
9cx(1 + 2c)2

(c+ c2 + x)2
+ 5x+ 2c2 � 37

4

, f(x) =
[1 + c2 + (9c� 2)x](1 + 2c)2

(c+ c2 + x)2
+ 5x+ 2c2 � 37

4
� 0

Ta câ
f 0(x) = 5� [2 + 2c� 5c

2 � 9c3 + (9c� 2)x](1 + 2c)2
(1 + c+ x)3

f 00(x) =
2[3 + 4c� 11c2 � 18c3 + (9c� 2)x](1 + 2c)2

(1 + c+ x)4

N¸u 9c � 2 th¼ ta câ

3 + 4c� 11c2 � 18c3 + (9c� 2)x � 3 + 4c� 11c2 � 18c3 + c(1� c)(9c� 2)

= 3 + 2c� 27c3 = c3
�
3

c3
+
2

c2
� 27

�
� c3

�
3

(1=2)3
+

2

(1=2)2
� 27

�
= 5c3 � 0

N¸u 2 � 9c th¼ ta câ

3 + 4c� 11c2 � 18c3 + (9c� 2)x � 3 + 4c� 11c2 � 18c3 + 1
4
(9c� 2)

=
1

4
(10 + 25c� 44c2 � 72c3)

� 1

4
(10 + 3c� 72c3)

�
do
1

2
> c

�
=

1

4
c3
�
10

c3
+
3

c2
� 72

�
� 1

4
c3
�

10

(1=2)3
+

3

(1=2)2
� 72

�
= 5c3 � 0

Vªy n¶n f 00(x) � 0; suy ra f 0(x) �çng bi¸n, do �â

f 0(x) � f 0
�
1

4

�
=
(2c� 1)(40c3 + 388c2 + 414c+ 91)

(2c+ 1)4
� 0
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Suy ra f(x) nghàch bi¸n n¶n

f(x) � f
�
1

4

�
=
2c(c+ 2)(2c� 1)2

(2c+ 1)2
� 0:

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh xong. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c ho°c a = b; c = 0 ho°c c¡c
ho¡n và t÷ìng ùng. �
Cuèi còng l  mët sè b i tªp tü luy»n, xin �÷ñc d nh cho c¡c b¤n

B i to¡n 1 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c: Chùng minh r¬ng

ab

a2 + b2 + 3c2
+

bc

b2 + c2 + 3a2
+

ca

c2 + a2 + 3b2
� 3

5
:

(Ph¤m Kim Hòng)

CHÓ Þ. B i n y câ �¯ng thùc x£y ra t¤i a = b = c v  a = b = 3
2c n¶n kh¡c vîi c¡c v½ dö tr¶n. Vªy th¼ ta ph£i

l m th¸ n o �º ¡p döng kÿ thuªt n y? C¡c b¤n h¢y thû suy ngh¾ xem nh²! �

B i to¡n 2 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

b+ c

a2 + bc
+

c+ a

b2 + ca
+

a+ b

c2 + ab
� 6

a+ b+ c
:

(Vasile Cirtoaje)

Xin c£m ìn c¡c b¤n �¢ theo dãi b i vi¸t n y!

Võ Quốc Bá Cẩn ~~~ Phạm Thị Hằng


