
  
 

 
 

---NGUYỄN ANH CƯỜNG --- 
A. Lời giới thiệu 
Một lần nữa tôi lại có dịp gặp lại các bạn với một phương pháp chứng minh bất đẳng thức mới. Nếu như 
phương pháp chính phương hoá đã khơi dậy trong ta bao nhiêu sự thích thú và thỏa thuê khi hàng trăm bài 
bất đẳng thức khó đã ngã rạp trước sức mạnh của nó thì tôi tin chắc các bạn sẽ còn hạnh phúc hơn với 
phương pháp này. Các bạn có thể tin được không, khi trước đây chúng ta phải cực khổ lấy giấy nháp ra và 
biến đối thì bây giờ chúng ta sẽ có thể giải bài toán chỉ với cái lướt nhìn đầu tiên. Nào chúng ta hãy cùng 
nhau thưởng thức viên kim cương này sẽ cắt bánh chưng ra sao nhé J. 
B. Phương pháp ABC 
Tôi xin mở đầu phương pháp này bằng việc xét một số bài toán sau: 
 
Bài 1: 
Cho 1=++ cabcab  và  
i) [ ] [ ]+∞∪−∞−∈=++ ,33,,mmcba . Tìm điều kiện của abc  sao cho cba ,,  là các số thực. 
ii) [ ] 0,,,,3 ≥+∞∈++ cbacba . Tìm điều kiện abc  sao cho cba ,,  là các số thực không âm. 

Giải:  
Chúng ta đã có hai đại lượng trung bình của cba ,, . Sự xuất hiện của abc  khiến chúng ta liên tưởng tới định 
lý Viete, vì vậy ta nghĩ tới việc xét phương trình; 

(*)023 =−+− abcXmXX  
Yêu cầu của đề bài tương đương với việc, tìm điều kiện của abc  để 
i) Phương trình (*) có ba nghiệm thực. 
ii) Phương trình (*) có ba nghiệm không âm. 
Đặt abcXmXXXf −+−= 23)(  
Ta có: ( ) 123 2' +−= mXXXf .Phương trình có hai nghiệm  
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Phương trình có ba nghiệm khi và chỉ khi ( ) 02 ≥Xf , ( ) 01 ≤Xf  

Từ đây suy ra: 
( )

)1(
9

26
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2
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Đây cũng chính là đáp số của câu i). 



Câu ii) , nhận xét rằng để cba ,, là các số thực dương thì ngoài việc phải thoả mãn ( )1 , abc  còn chịu thêm 
ràng buột abc≤0 , và ngược lại với 0,0,0),1( ≥++≥++≥ cabcabcbaabc  thì 0,, ≥cba . Vậy nên đáp 
số sẽ là: 

( )
)2(
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9
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,0max 1
2

2
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Như vậy là ta đã hoàn thành hai câu hỏi được nêu ra của bài toán. 
              -------------------------------------------------------------------------------------- 
Bài tóan trên giúp ta rút ra hai nhận xét sau: 
Nhận xét i)  
Ø Điều kiện cần và đủ để tồn tại các số thực cba ,,  khi đã biết trước các giá trị 1=++ cabcab  và 

[ ] [ ]+∞∪−∞−∈=++ ,33,,mmcba  là 
( )

9
26

9
)26( 1

2
2

2 mXmabcmXm −+
≤≤

−+
. 

Ø Điều kiện cần và đủ để tồn tại các số thực không âm cba ,,  khi đã biết trước các giá trị 

1=++ cabcab  và [ ]+∞∈++ ,3cba  là 
( )

9
26

9
)26(

,0max 1
2

2
2 mXmabcmXm −+

≤≤






 −+

. 

o Nhận xét 1 được suy ta trực tiếp từ bài toán đã nêu, chú ý rằng tại sao cba ++ lại bị ràng 
buộc chạy trong các đoạn như trên. Có hai cách giải thích sau: 

• ( ) 3)(32 =++≥++ cabcabcba  
• 123)(' 2 +−= mXXXf  buộc phải không hoàn toàn dương, hay nói cách khác là 

phương trình 0)(' =Xf phải có nghiệm, tức 032' ≥−=∆ m  
o Nhận xét 1 còn cho ta thêm điều gì, thay vì phải sử dụng một bộ ( )cba ,,  với Rcba ∈,,  để 

biễu diễn tất cả các phần tử của tập 3R  thõa 1=++ cabcab , ta có thể sử dụng bộ 
( )abccabcabcba ,, ++++  với sự ràng buộc của cba ++  và abc  như đã nêu. Cũng hoàn 

toàn tương tự khi ta muốn biễu diễn tất cả các phần tử của tập 
3+R  thoã .1=++ cabcab  

 
Nhận xét ii)  
Ø a.Với mỗi bộ số thực ( )000 ,, cba  đều tìm được hai bộ ( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  sao cho 
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 Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
Ø b.Với mỗi bộ số thực không âm ( )000 ,, cba  ta đều tìm được một trong hai bộ ( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  

hoặc ( ) ( )00000 ,,;,,0 tzzyx  thõa mãn điều kiện sau 
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Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
Hay 
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Đẳng thức xảy ra khi một trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng 0. 
 

o Nhận xét hai là không hiển nhiên và nó cũng chính là nguồn gốc của phương pháp này. Nhận 
xét 2 này có điều gì thú vị, chú ý rằng mọi biểu thức đối xứng ( )cbaf ,,  theo ba biến cba ,,  
đều có thể biễu diễn thành ( )CBAg ,,  thông qua 3 dại lượng trung bình 
§ cbaA ++=  
§ cabcabB ++=  
§ abcC =  

Do đó theo một lẽ thông thường với suy nghĩ giảm số biến, ta sẽ cố định BA,  và cho C chạy. 
Ta mong đợi hàm g  đạt cực trị khi C  đạt các giá trị biên. Tuy nhiên ta không cần biết một 
cách cụ thể C  sẽ đạt gía trị biên khi nào, ta chỉ cần biết một cách trừu tượng khi C đạt giá trị 
biên thì cba ,,  sẽ có hình thù ra sao, và nhận xét 2 sẽ cho ta  lời giải cho câu hỏi này. 
 

o Bây giờ chúng ta sẽ đi vào việc chứng minh chi tiết nhận xét 2: 
a) Trước hết ta sẽ chứng minh bài toán với các bộ số thực ( )000 ,, cba  thỏa mãn: mcba =++ 000  và 

1000000 =++ accbba . Thông qua bài toán 1, với các ký hiệu 21 , XX  được giữ nguyên, ta có: 
( ) MaxmXmcbamXmMin =

−+
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 Bây giờ chúng ta sẽ xét thử xem khi 000 cba  đạt giá trị biên thì hình thù của 000 ,, cba  sẽ ra sao. 
Xét phương trình ( ) (*)023 =−+−= MinXmXXXf . Ta có: 

( ) 123' 2 +−= mXXXf  có hai nghiệm là 
3

3;
3

3 2

2

2

1
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=
−+

=
mmXmmX  như đã nêu lên ở 

bài toán 1. Hơn thế nữa ( ) 02 =Xf , hay nói cách khác ( ) 0=xf  và ( ) 0' =xf  có cùng một nghiệm là 2X . 
Vậy nên phương trình ( ) 0=Xf  phải có nghiệm kép, giả sử nghiệm kép đó là 00 , xx  và nghiệm còn lại là 

0y . Như vậy theo định lý Viet ta sẽ có : 
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Chứng minh hoàn toàn tương tự với sự tồn tại của ( )000 ,, tzz  
Như vậy là ta đã chứng minh được bài toán đã nêu trong trường hợp mcba =++ 000  và 

1000000 =++ accbba . Với một tư tưởng hoàn toàn tương tự, bạn đọc hãy chứng minh sự tồn tại cho trường 
hợp: mcba =++ 000  và 1000000 −=++ accbba  

 Bây giờ giả sử Mcba =++ 000  và Naccbba ±=++ 000000  thì liệu các bộ ( )000 ,, yxx   và 

( )000 ,, tzz  có tồn tại không. Câu trả lời là có, thực vậy, xét các số 

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cba 000
111 ,,),,(  thỏa 

mãn điều kiện: 

N
Mcba =++ 111 , 1111111 ±=++ accbba . Như vậy theo chứng minh trên thì các bộ 

( ) ( )111111 ,,,,, tzzyxx  là tồn tại. Nhận xét rằng ta có thể xây dựng các bộ ( )000 ,, yxx  và ( )000 ,, tzz  như sau: 

( ) ( )111000 ,,,, zNxNxNyxx =   và ( ) ( )111000 ,,,, tNzNzNtzz = . Thực vậy: 
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 Như vậy là ta đã chứng minh được hoàn chỉnh câu ( )a . Ý tưởng chứng minh câu ( )b  là hoàn toàn 
tương tự và xin được nhường cho bạn đọc 
 
  -------------------------------------------------------------------------------------- 
Bài 2: 
Mọi đa thức f  đối xứng theo các biến cba ,,  đều có thể biễu diễn dưới dạng đa thức theo các biến 

cbacabcababc ++++ ,, . Và ( ) ( )
3

degdeg fabc ≤ . 

Giải: 
Nhận xét rằng ta chỉ cần chứng minh sự biễu diễn cho các dạng đa thức sau, vì một đa thức đối xứng bất kỳ 
đều có thể được biễu diễn thông qua sự kết hợp của các dạng này bằng các phép nhân thêm hệ số và −+,  
(elementary operation): 

( )
( )

npmpnmnpmpnmnpmpnm

nmnmmnnmmnnm

nnn

bacbaccabcabcbacbapnmIII
caacbccbbabanmII

cbanI

+++++=

+++++=

++=

),,(
,  0≥≥≥ pnm  

Tuy nhiên, nhận xét rằng  
Ø III có thể biễu diễn qua II  cùng với abc như sau: ( ) ),( pnpmIIabcC p −−=  
Ø II  có thể biễu diễn qua I  như sau: ( ) ( ) ( )nmInImIII +−=  

Như vậy ta chỉ cần chứng minh I  có thể biễu diễn qua cbacabcababc ++++ ,, . Ta sẽ chứng minh điều 
này bằng phương pháp quy nạp: 
Với 1,0=n , mệnh đề đã cho hiển nhiên đúng. 
Giả sử ta đã chứng minh được ( )kI  có thể biễu diễn thành đa thức thông qua các biến 

Kkcbacabcababc ≤∀++++ ,,, . Nhận xét rằng điều này cũng đúng đối với ( )nmII ,  và ( )pnmIII ,,  
Knmpnm ≤+≥≥≥∀ :0 . 

Bây giờ ta sẽ chứng minh tính biễu diễn của ( )1+KI . Ta có: 
( ) ( ) ( ) ( )1,1 KIIKIcbaKI −++=+  

Đồng thời: ( ) ( ) ( ) )1,1,1(11, −−−++= KIIIKIcabcabKII . 
Do đó: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,11)(1 −+−++−++=+ KIIIKIcabcabKIcbaKI . 
Mặt khác, theo giả thiết quy nạp, các biểu thức )1,1,1(),1(),( −− KIIIKIKI đều có thể biễu diễn dưới dạng 
đa thức theo các biến cbacabcababc ++++ ,, . Điều này cho ta kết luận tính đúng đắn của mệnh đề đã 
nêu 
Như vậy, mệnh đề đã nêu đã được chứng minh thông qua nguyên lý quy nạp. 
 

Tính chất ( ) ( )
3

degdeg fabc ≤  được suy ra khá hiển nhiên, bởi lẽ biễu thức abc có bậc là 3  đối với các biến 

cba ,, . Do đó khi coi abc là một biến bậc 1 thì bậc của abc  phải không lớn hơn  
3
1  so với bậc của đa thức 

tính theo các biến cba ,,  



 
Bạn đọc có thể hiểu đa thức tính theo bậc của abc như sau. Giả sử: 

( ) ( ) cabcababccbacbaf +++++=,,  vốn là một đa thức bậc 4  theo cba ,, . Nhưng khi tính bậc của đa 
thức theo biến abc , ta xem cba ++  và cabcab ++  như các hằng số nm, . Khi đó đa thức được viết lại là: 

( ) ( ) nmabcabcgcbaf +==,,  là đa thức bậc nhất theo biến abc . 
 
  -------------------------------------------------------------------------------------- 
Thông qua hai bài toán trên, chúng ta đã có đầy đủ các kết quả cần thiết (background) để bước vào thế giới 
ABC, Abstract Concreteness. J 
 
 

 
 
 

 
 
Chứng minh: 
Cả ba định lý trên đều được chứng minh thông qua nhận xét ii).  
Định lý 1:  

• Với mỗi bộ số ( ) 3
000 ,, Rcba ∈  đều tìm được hai bộ ( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  sao cho 

  

000000000

000000000000000000

000000000
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tzzcbayxx
zttzzzxyyxxxaccbba

tzzyxxcba

≤≤
++=++=++

++=++=++
 

  Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
• Với mỗi bộ số thực không âm ( )000 ,, cba  ta đều tìm được một trong hai bộ 

( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  hoặc ( ) ( )00000 ,,;,,0 tzzyx  thõa mãn điều kiện sau 
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000000000000000000
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tzzyxxcba

≤≤
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 Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
Hay 

 
Định lý 1: Nếu ( )cbacabcababcf ++++ ,,  là hàm đơn điệu trên R  theo abc  thì cực đại và cực tiểu 
xảy ra khi trong ba số cba ,,  có hai số bằng nhau, còn trong tập +R  thì xảy ra khi có một số bằng 0  hay 
có hai số bằng nhau. 
 
Định lý 2: Nếu ( )cbacabcababcf ++++ ,,  là hàm lồi trên R  theo abc  cực đại xảy ra khi trong ba số 

cba ,,  có hai số bằng nhau, còn trong tập +R  thì xảy ra khi có một số bằng 0  hay có hai số bằng nhau. 
 
Định lý 3: Nếu ( )cbacabcababcf ++++ ,,  là hàm lõm trên R  theo abc  cực tiểu xảy ra khi trong ba 
số cba ,,  có hai số bằng nhau, còn trong tập +R  thì xảy ra khi có một số bằng 0  hay có hai số bằng 
nhau. 
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Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng 0. 
 
Ø Cách 1: (Direct Proof) 

Do f  là hàm đơn điệu theo biến 000 cba  nên hàm số đạt cực đại hay cực tiểu tại các điểm biên của 000 cba , 
hãy giả sử f tăng và ta cần tìm cực đại (các trường hợp còn lại chứng minh tương tự), ta có 

( )
( ) ( )000000000000000000000000

000000000000

,,,,
,,

tzztztzzztzzfcbaaccbbatzzf
cbaaccbbacbaf

++++=++++
≤++

 

Vậy nên cực đại xảy ra khi có hai biến bằng nhau.  
 
Trong trường hợp +∈ Rcba ,, , đối với trường hợp tăng tìm cực đại, ta chứng minh hoàn toàn tương tự như 
trên. Trong trường hợp tăng và tìm cực tiểu (trường hợp giảm cũng chứng minh tương tự), khi cố định 

cabcabcba ++++ ,  thì không phải lúc nào abc  cũng đạt được cực tiểu khi có hai biến bằng nhau mà đôi 
khi là khi có một biến bằng 0. Do đó: 

( )
( ) ( )000000000000000000000000

000000000000
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yxxxyyxxxyxxfcbaaccbbayxxf
cbaaccbbacbaf

++++=++++
≥++

 

hoặc 
( )
( ) ( )0000000000000
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xxyxfcbaaccbbaf
cbaaccbbacbaf
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Vậy nên cực tiểu sẽ xảy ra khi có hai biến bằng nhau hoặc một biến bằng 0. 
Kết hợp mọi trường hợp ta rút ra kết luận như định lý 1. 
 
Ø Cách 2: (Contradiction Proof) 

Ta cũng chứng minh cho trường hợp tăng tìm cực đại. Giả sử hàm số đạt cực đại tại điểm ( )000 ,, cba  trong 
đó 000 ,, cba  khác nhau từng đôi một và cực đại là M . Tuy nhiên lại tồn tại một bộ ( )000 ,, tzz  thoã mãn: 

( )
( ) ( )000000000000000000000000

000000000000
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tzztztzzztzzfcbaaccbbatzzf
cbaaccbbacbafM

++++=++++
<++=

 

Điều vô lý này cho phép ta kết luận cực đại xảy ra khi có hai biến bằng nhau 
 
Trong trường hợp +∈ Rcba ,, , ta lại xét trường hợp tăng và tìm cực tiểu, nếu như hàm số đạt cực tiểu tại 
điểm ( )000 ,, cba  trong đó 000 ,, cba  khác nhau từng đôi một và không có biến nào bằng 0, đặt cực đại là M . 
Một trong hai trường hợp sau xảy ra: 
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( ) ( )000000000000000000000000
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xxyxfcbaaccbbaf
cbaaccbbacbafM

+=++++
>++=

 

Điều vô lý này cho phép ta kết luận cực đại xảy ra khi có hai biến bằng nhau hoặc một biến bằng 0. 
 
Định lý 2 và 3 được chứng minh tương tự với các tính chất của hàm lồi và lõm, hàm số lồi đạt cực đại , hàm 
số lõm đạt cực tiểu khi biến đạt các giá trị ở biên. Chi tiết của chứng minh xin nhường lại cho bạn đọc. 
 



 
Từ các kết quả trên ta rút ra được một số hệ quả lí thú sau: 
 
 

 
 

 
 
Chứng minh: 

Hệ quả 1: 
Đa thức bậc nhất ymx +  là hàm đơn điệu. Do đó, theo định lý 1 hàm ( )abccabcabcbaf ,, ++++ , là 
đa thức bậc nhất theo abc , đơn điệu nđạt cực đại và cực tiểu trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, 
trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
Hệ quả 2: 
Tam thức bậc hai với hệ số dương pnxxm ++22  là hàm lồi trên đoạn liên tục. Do đó theo định lý 2 thì 
đối với hàm số ( )abccabcabcbaf ,, ++++ , là một tam thức bậc hai theo abc  và hệ số bậc cao nhất 
dương, tức là một hàm lồi nên đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có 
hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
Hệ quả 3: 
Theo bài toán số 2, đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 5  có thể biễu diễn thành đa 

thức ( )abccabcabcbaf ,, ++++  và là đa thức bậc nhất theo abc  (do ( )
3
5

3
deg)deg( =≤

fabc  suy ra 

( ) 1deg =abc ). Do đó theo hệ quả 1 đa thức đạt cực đại và cực tiểu trong tập R  khi có hai biến bằng 
nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0  
Hệ quả 4: 
Theo bài toán số 2, đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 5  có thể biễu diễn thành đa 

thức ( )abccabcabcbaf ,, ++++  và là tam thức bậc hai theo abc  (do ( )
3
8

3
deg)deg( =≤

fabc  suy ra 

( ) 2deg =abc ), hơn nữa hệ số của 222 cba  lại không âm nên theo hệ quả 3 ta đi đến kết luận âm đa th ức 
đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số 
bằng 0 . 

 

Hệ quả 1: Hàm số ( )abccabcabcbaf ,, ++++  là một đa thức bậc nhất theo abc  đạt cực đại và cực 
tiểu trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
 
Hệ quả 2: Hàm số ( )abccabcabcbaf ,, ++++  là một tam thức bậc hai theo abc  và hệ số bậc cao nhất 
dương đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay 
một số bằng 0 . 
 
Hệ quả 3: Mọi đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 5  đạt cực đại và cực tiểu trong tập 
R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
 
Hệ quả 4: Mọi đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 8  có hệ số của 222 cba  trong biểu 
diễn qua dạng ( )cbacabcababcf ++++ ,,  không âm đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng 
nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 



 
Các hệ quả trên thật sự là những vũ khí rất lợi hại. Với chúng, ta có thể tóm gọn một phần rất lớn  các bất 
đẳng thức đối xứng ba biến  , vốn là một thể loại vẫn thường xuyên được ra trong các kì thi học sinh giỏi 
hiện nay. 
 
C.  ABC và Ứng dụng 
  
Bây giờ chúng ta hãy xét qua một số ví dụ cụ thể xem phương pháp này được vận dụng ra sao nhé J 
 
 
 
 
 
 
 
Giải: 
P  đã ở sẵn trong dạng ( )xyzzxyzxyzyxf ,, ++++ , và điều kiện đối xứng không ràng buộc xyz  mà chỉ 
phụ thuộc vào zxyzxyzyx ++++ ,  (*). Vậy nên ta có thể đưa bài tóan về việc giải quyết: 
Cho 92 22 =+ ba  
Tìm giá trị lớn nhất của babaP 224 −+=  

Để tìm giá trị lớn nhất ta thay 
2

9 2ba −
=  vào P , và cần tìm giá trị lớn nhất của: 

( ) ( ) ( )
2

92922
2

2 bbbbbfP −
−+−==  

( )
( )

( )( ) 09789109878790
2

3
2
5

92
4 24226

2

2

' =+−−⇔=−+−⇒=+−
−

−
= bbbbbbb

b
bbf  

Thay các nghiệm của phương trình đạo hàm bằng 0  vào f  và ta nhận được 10max =f  khi .1,2 −== ba  
(*) Lý luận này có thể giúp ta áp dụng ABC  có thể được giải thích theo hai cách như sau: 

- Trong ABC , ta chỉ quan tâm đến abc , còn cbacabcab ++++ ,  ta coi như các hằng số. Do 
đó chúng bị rang buộc như thế nào cũng không quan trọng 

- Chúng ta có thể chuẩn hoá bài toán thành: Tìm giá trị lớn nhất của: 
( )( )

( )3222

222 276

zyx

xyzzyxzyxP
++

−++++
= , đây vẫn là một đa thức bậc nhất nếu tính theo biến 

abc , do 222 zyx ++  cũng là hằng khi zyxzxyzxy ++++ ,  là hằng. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 1 [Sưu Tầm] 
Cho Rzyx ∈,,  thỏa 9222 =++ zyx . 
Tìm giá trị lớn nhất của xyzzyxP −++= )(2  

Bài 2 [Nguyễn Anh Cường] 
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 

  2222333

222333

4
1

4
)

3
2)









++
++

≥+
++

++
++

≥+
++

bcacab
cba

abc
cbaii

cba
bcacab

cba
abci

 



 
Giải: 
i)  Bất đẳng thức của chúng ta rõ ràng có thể viết được dưới dạng đa thức đối xứng bậc 5 

 ( ) ( ) ( )( ) 0
3
2 333333222 ≥++++−+++++= cabcabcbacbacbaabcP  

Và ta chỉ cần xét cực tiểu khi có hai giá trị trong ba biến bằng nhau hay một biến bằng 0. 
Trường hợp hai biến bằng nhau, giả sử ca =   bất đẳng thức tương đương với: 

( ) ( ) ( ) ( ) .00
23
2

2
1

2
2

3
2

2
4

3322
2

22

2

33

2

≥+−⇔≥







+
+

−
+

−⇔
+

+
≥+

+
baba

ba
ba

ba
ba

ba
aba

ba
ba  

Trường hợp có một số bằng 0, giả sử là c , bất đẳng thức tương đương với: 

( ) .03
3
2 222

22 ≥−++⇔
+

≥ baba
ba

ab  

ii)  Một đa thức đối xứng bậc bảy, nhưng các bạn đừng lo, đó vẫn là đa thức bậc một đối với abc  J, do đó 
theo ta lại có thể áp dụng ABC trong trường hợp này. Ta xét hai trường hợp: 
Trường hợp hai biến bằng nhau, giả sử ca =   bất đẳng thức tương đương với: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )[ ] 0)2(

2
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4
2

1
2

2
4
3

4
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2
2

4
1
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
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
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


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
−
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⇔









+

+
≥+

+

aabba

aba
abbaba

ba
baba

aba
ba

ba
ba

aba
ba
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ba

 

Trường hợp có một biến bằng 0, bất đẳng thức đã cho hiển nhiên đúng. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Bài tóan Iran 96 nổi tiếng, một đa thức đối xứng bậc 6 và là bậc hai đối với abc  (**): 

( )( )( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 049 2222222 ≤++++++++++−+++ baacaccbcbbacabcabaccbba  
Vậy nên hàm số đạt cực đại khi có hai giá trị bằng nhau hay một số bằng 0 . 
Trường hợp có hai biến bằng nhau, bất đẳng thức tương đương với 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) 001
2

2
4
92

4
12 2

22
2

22
2 ≥−⇔≥









+
−

+
+

−⇔≥








+
++ bab

babaa
baba

baa
aba  

Trường hợp có một biến bằng nhau, giả sử là c , bất đẳng thức tương đương với: 

( )
( )

( )
( ) ( ) 07440

4
11

4
9111 222

2
2

222 ≥++−⇔≥








+
−−⇔≥








++

+
abbaba

baab
ba

baba
ab  

(**) Tại sao ta có thể kết luận được điều này từ đa thức vừa chuyển thành. Thứ nhất: 

Bài 3 [Iran Olympiad 1996] 
Chứng minh bất đẳng thức sau đúng với các số thực dương cba ,,  

 ( )
( ) ( ) ( ) 4

9111
222 ≥









+
+

+
+

+
++

accbba
cabcab  



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2222224 baacaccbcbbacabcab ++++++++++ chỉ chứa abc  bậc 1, vì tuy đa thức này là 
bậc 6, nhưng thực sự ta chỉ cần xét bậc của abc trong ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]222222 baacaccbcbba ++++++++ , 
vốn là một đa thức bậc 4. 
Còn biểu thức ( )( )( )[ ]29 accbba +++  cũng vốn là một đa thức bậc 6 , tuy nhiên ( )( )( )accbba +++  chỉ 
chứa nhiều nhất là abc  bậc 1, bình phương lên thì hệ số của 222 cba  là không âm. 
Như vậy, đôi khi ta không cần khai triển toàn bộ dang biểu thức như thế nào, ta chỉ cần lý luận được hệ số 
của 222 cba  là đủ để áp dụng định lý ABC . 
 
Bản chất của phương pháp là đánh giá abc , vậy nên việc gặp những bài tóan có bậc đẹp đẽ như vậy là một 
điều tốt đẹp nhưng không phải lúc nào cũng như vậy, thế nên thủ sẵn các biến đổi sau để đánh giá hàm số 
theo abc là một điều cần thiết. 
MOT SO DANG THUC 
Để thuận tiện trong những phần tiếp theo, ta quy ước .,, xyzcxzyzxybzyxa =++=++=  
Ta sẽ xét qua các đại luợng hoán vị vòng quang của các biến zyx ,,  sẽ được biễu diễn qua các đại lượng 
trên ra sao. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

c
cab

y
zx

x
zy

z
yx

acbbaazyx
cabazyx

acbbaxzzxzyyzyxxy
cabxzzxzyyzyxxy

bazyx

3
422

33
2

3
2

224444

3333

22222222

2222

−
=

+
+

+
+

+
++−=++

+−=++

−−=+++++

−=+++++
−=++

 

( ) ( ) ( ) acbzxyzxy 22222 −=++  
( ) ( ) ( ) 23333 33 cabcbzxyzxy +−=++  
( )( ) ( ) 332222222 69 bcabaczxyzxyxzzyyx +−+=++++  
Dưới đây xin cung cấp cho các bạn một số đánh giá về cba ,,  trong các miền khác nhau: 
Định lý 1: 
Phương trình bậc ba có các nghiệm thực zyx ,,  khi và chỉ khi ( ) )1(0441827 32232 ≥−+−+− bbacaabc  
Định lý 2: 
Phương trình bậc ba có các nghiệm thực dương zyx ,,  khi và chỉ khi có ( )1  và 0,0,0 >>> cba  
Định lý 3: 
Phương trình bậc ba có các nghiệm là ba cạnh tam giác khi và chỉ khi có ( ) ( )2,1  và .0843 >+− caba  
 
Các hệ quả đã nêu tuy hữu hiệu nhưng vẫn còn gặp nhiều hạn chế. 
Sau đây một số ví dụ ta không thể làm trực tiếp từ các hệ quả đã nêu mà phải nhờ vào một số biến đổi hay 
các định lý đã nêu. 
 

 
 
 
 
 
 
 

Bài 1 [Russia Olympiad 2005]: 
Cho cba ,, là các số thực dương thỏa mãn: 

1222 =++ cba .Chứng minh rằng: 

3333 ≥
+

+
+

+
+ abc

c
acb

b
bca

a  



Một bất đẳng thức đối xứng, đìêu kiện không ràng buột abc , việc đưa về đa thức đối xứng là dễ dàng, tuy 
nhiên lại lên tới bậc 9, và là bậc ba theo abc  L. Điều này nằm ngòai kiểm sóat của các hệ quả, vậy nên ta 
phải có chút thủ thuậ biến đổi nho nhỏ. 

Đặt 
c

abz
b
acy

a
bcx === ;; . Bất đẳng thức tương đương với: 

1=++ xzyzxy . Chứng minh rằng: 

( )*3111
≥

+
+

+
+

+ yzxxyzzxy
 

Bây giờ thì mọi chuyện trở nên dễ dàng rồi, một đa thức bậc hai theo xyz  với hệ số bậc cao nhất không âm, 
và ta cần tìm cực đại. Ta chỉ cần xét các trường hợp khi có hai biến bằng nhau, hay một biến bằng 0 . 
Trường hợp 1: zx = . Bât đẳng thức tương đương với: 

312
2 ≥

+
+

+ yxxxy
 với .12 2 =+ xxy  

Thay 
x
xy

2
1 2−

= , và ta cần chứng minh [ ]1,0,3

2
1
1

2
1

2
2

2
2 ∈≥

−
+

+
+

−
x

x
xxxx

. Điều này không quá khó khăn 

và các bạn sẽ có thể giải quyết dễ dàng.  
Trường hợp 2: 0=z . Bất đẳng thức tương đương với: 

3111
≥++

yxxy
 với 1=xy .  

Ta có 312111211
=+≥++⇒≥+

xyxyyxxyxyyx
. 

 
 
 
 
 
 
 

 
Giấc mộng đưa về dạng đa thức đối xứng coi như tan vỡ. Ta đành đánh giá trực tiếp theo hàm đối với biến 
xyz . Vẫn với quy ước xyzczxyzxybzyxa =++=++= ,, , sử dụng các hằng đẳng thức đã nếu ở trên ta 
biến bất đẳng thức về dạng: 

 21
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++−
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b
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acbbaa  

Hàm theo c  là hàm bậc nhất nên đơn điệu. Theo định lý một, cực tiểu xảy ra khi có hai biến bằng nhau hay 
một biến bằng 0 . 
Trường hợp 1: zx = . Bất đẳng thức tương đương với: 
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Do tính thuần nhất của bất đẳng thức này nên ta có thể giả sử 1=x , khi đó ta cần chứng minh: 

Bài 2 [Nguyễn Anh Cường]: 
Cho các số thực dương zyx ,, . Chứng minh rằng : 
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Ta có thể đánh giá các mẫu số một cách nhẹ nhàng nhưng vẫn đảm bảo tính đúng đắn của dấu lớn hơn hoặc 
bằng sau khi đánh giá như sau: 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) 2212222122

22121221222122
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32242324
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.  

Do đó công việc còn lại của chúng ta là chứng minh: 
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Trường hợp 2: 0=z . Bất đẳng thức tương đương với: 
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Ta có: ( ) 22
222

44 2
2
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≥+ , do đó: 
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Cuối cùng dưới đây là một số bài tập để các bạn làm quen với phương pháp này: 
Bài tập áp dụng 
Bài 1 [Sưu tầm]: 
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 

 
cabcabcbaabccabbca +++++

≥
+

+
+

+
+ 222222

6
2

1
2

1
2

1  

Bài 2:[Darij Grinberg- Old and New Inequality] 
Cho cba ,,  là các số thực dương. Chứng minh rằng: 

 
( ) ( ) ( ) ( )cbaba

c
ac

b
cb

a
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≥
+

+
+

+
+ 4

9
222  

Bài 3: [Mircea Lascu – Old and New Inequality ] 
Cho cba ,,  là các số thực dương. Chứng minh rằng: 

 







+
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Bài 4:[Vietnam TST, 1996] 
Chứng minh bất đẳng thức sau đúng với mọi số thực cba ,,  



( ) ( ) ( ) ( )444444

7
4 cbaaccbba ++≥+++++  

Bài 5:[Nguyễn Anh Cường]   
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng :  

 262 222 +≥
++
++

+
+

+
+

+
+

cba
cabcab

b
ac

a
cb

c
ba  

 
D.ABC Upgrade 
Như vậy là chúng ta đã phần nào lướt qua sức mạnh của phương pháp này, hy vọng các bạn thấy thích thú 
với những gì tôi đã trình bày. Trong các phần sau, tôi sẽ lần lượt lướt qua các điểm yếu của phương pháp 
này và lần lượt giải quyết chúng một cách đáng kể nhất.Việc ngày càng nâng cấp phương pháp vẫn còn là 
một vấn đề đang được phát triển, chúng tôi rất hoan nghênh các ý tưởng của các bạn về việc nâng cấp 
phương pháp. 
 
Như các bạn đã thấy, đối với các bài toán bất đẳng thức có sự ràng buột giữa các biến cba ,, , nếu sự rang 
buột này chỉ liên quan đến cba ++  và cabcab ++  thì định lý ABC  sẽ có cơ hội phát huy sức mạnh. Thế 
nhưng đối với những bài toán mà bản thân abc bị ràng buột thì sao. Với ý tưởng như vậy, chúng ta sẽ nâng 
cấp định lý ABC để định lý này có khả năng đối phó với những bài toán thuộc những dạng trên. 

 
 
 

 
Chứng minh 
i) Giả sử 1=++ cba  và mabc = (trường hợp ncba =++  có thể đưa về trường hợp này một cách dễ dàng 
bằng cách đặt nzcnybnxa === ,, , bạn đọc cũng đã được xem qua kỹ thuật này trong phần chứng minh 
định lý ABC  ở các phần trên.). Ta sẽ chứng minh cabcab ++  đạt giá trị nhỏ nhất và lớn nhất khi có hai 
trong ba biến cba ,,  bằng nhau trong cả hai trường hợp Rcba ∈,,  và +∈ Rcba ,, . Đặt Scabcab =++   
Một lần nữa, ta lại đưa về bài toán tồn tại nghiệm của phương trình: 
 
Đặt mSXXXXf −+−= 23)(  
Ta có: ( ) SXXXf +−= 23 2' .Phương trình có hai nghiệm 

 
3

311;
3

311
21

SXSX −−
=

−+
=   

Phương trình có ba nghiệm khi và chỉ khi ( ) 02 ≥Xf , ( ) 01 ≤Xf . 
Ta có : ( ) ( ) 09260 22 ≥−+−⇔≥ mSXSXf , giả sử có tập nghiệm là 

2XR  
 ( ) ( ) 09260 11 ≤−+−⇔≤ mSXSXf , giả sử có tập nghiệm là 

1XR  
Trước tiên ta sẽ chứng minh cho trường hợp Rcba ∈,, . 

 
i) Cho cba ,,  đồng thời là các số thực hoặc là các số thực dương. Khi đó nếu  đại lượng cbaabc ++,  đã 
được cho trước (nghĩa là đã được cố định sẵn) thì cabcab ++  sẽ đạt giá trị lớn nhất và nhỏ nhất khi có 
hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. 

ii) Cho cba ,,  đồng thời là các số thực dương. Khi đó nếu  đại lượng cabcababc ++,  đã được cho trước 
(nghĩa là đã được cố định sẵn) thì cba ++  sẽ đạt giá trị nhỏ nhất khi có hai trong ba biến cba ,,  bằng 
nhau. 



Gọi maxmin , SS  lần lượt là giá trị nhỏ nhất và lớn nhất trong tập 
21 XX RR ∩  (giao của hai tập này khác rỗng, 

nêu không phương trình không có nghiệm với mọi giá trị của S ). Nhận xét rằng hai giá trị này là nghiệm 
của một trong hai phương trình ( ) 0926 1 =−+− mSXS  hay ( ) 0926 2 =−+− msXS  (các giá trị này chắc 
chắn tồn tại, nếu không thì phương trình bậc 3 sẽ có nghiệm khi S  chạy tới cộng vô cùng hoặc âm vô cùng), 
khi đó ta sẽ có .maxmin SSS ≤≤ Bây giờ ta sẽ kiểm tra khi S  đạt một trong hai giá trị này thì liệu có tồn tại 
ba số thực cba ,,  không và hình thù của cba ,,  sẽ ra sao. 
Điều đầu tiên là rõ ràng, vì 

21maxmin , XX RRSS ∩∈ . Điều thứ hai, do maxmin , SS  là nghiệm của một trong hai 
phương trình ( ) 0926 1 =−+− mSXS  hay ( ) 0926 2 =−+− msXS , nên hoặc là ( ) 01 =Xf , hoặc là 

( ) 02 =Xf . Khi này phương trình bậc ba đã cho sẽ có nghiệm kép, hay nói cách khác, lúc này hình thù của 
( )cba ,,  là ( )yxx ,,  
 
Bây giờ ta sẽ chứng minh cho trường hợp +∈ Rcba ,, . Trước hết ta cần phải có 0≥m . Nhận xét rằng 

21
0 XX RR ∩∉ , vì không tồn tại các số thực cba ,,  thoả mãn 0,0,1 ≥=++=++ abccabcabcba . Điều 
này có nghĩa là 

21 XX RR ∩  tách biệt thành các khoản mà các cận là cùng âm hoặc cùng dương. Gọi 3R  là 
tập 

21 XX RR ∩  bỏ đi các đoạn âm. Gọi maxmin , SS là các giá trị nhỏ nhất và nhỏ nhất trong tập 3R  này. Và ta 
lại có: maxmin SSS ≤≤ . Lý luận tương tự như trường hợp R , ta cũng sẽ suy ra được khi S  chạm các biên 
này thì hai trong ba biến ( )cba ,,  là bằng nhau. 
 
ii) Bạn đọc có thể dễ dàng suy ra chứng minh cho định lý ABC Upgrade 2 sau khi đã xem qua chứng minh 1. 
Tuy nhiên đối với cba ++  thì không có rang buộc về cận trên khi 0,, ≥cba . Tuy nhiên sẽ có cận dưới do 

cba ++  đã bị chặn dưới bởi 0 . Do đó nên trong trường hợp này chỉ tồn tại minS , cũng vậy, khi này ta đi tới 
kết luận cba ++ đạt giá trị nhỏ nhất khi hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. 
 
Các bạn có thể thấy tư tưởng trừu tượng sự cụ thể (abstract concreteness) rõ rang hơn trong chứng minh trên. 
Chúng ta không cần biết giá trị nhỏ nhất của cabcab ++  hay cba ++  cụ thể là bao nhiêu nhưng vẫn có 
thể chứng minh được khi đạt được giá trị này thì hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. 

 
Chúng ta sẽ lướt qua một số ví dụ để xem cách áp dụng của định lý ABC Upgrade này như thế nào: 
Bài 1: [Hojoo Lee] Cho các số thực dương cba ,,  thoả mãn 1≥abc . Chứng minh rằng: 

accbba ++
+

++
+

++
≥

1
1

1
1

1
11  

Giải: 
Nhận xét rằng hàm số bên phải giảm khi biến a  tăng. Do đó chúng ta chỉ cần chứng minh khi 1=abc (đối 
với trường hợp , 1≥= kabc , ta có: 

1
1

1
1

1

1

1
1

1
1

1
1

1
≤

++
+

++
+

++
≤

++
+

++
+

++
k
accbb

k
aaccbba

) 

Bất đẳng thức đã cho tương đương với: 
( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0111111111),,( ≥++++−++++−++++−++++++= baacaccbcbbaaccbbacbaf  

Nhận xét rằng bậc của đại lượng cabcab ++  trong ( )cbaf ,,  chỉ là bậc 1 ( ( )cbaf ,,  chỉ là bậc 3 theo 
cba ,, ). Vậy nên khi cố định cba ++  thì ( )cbaf ,,  đạt giá trị nhỏ nhất khi cabcab ++  đạt giá trị nhỏ nhất, 

khi này hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. Ta đưa về bài toán: 
Cho các số thực dương yx,  thoã mãn: 12 =yx . Chứng minh rằng: 



1
1

2
21

1
≤

++
+

+ yxx
. 

Thay 2

1
x

y =  vào bất đẳng thức và ta cần chứng minh: 

0
)1)(21(3

)1()1(21
11

2
21

1
23

2

2

≤
+++

+−
−⇔≤

++
+

+ xxx
xxx

x
xx

 

Như vậy bất đẳng thức đã được chứng minh hoàn toàn. 
 
Bài 2: [Sưu Tầm]: Cho các số thực dương cba ,,  thoã mãn: abccba 3=++ .Chứng minh rằng: 

)()()(2 accacbbcbaab
c

ab
a
bc

b
ac

+++++≥





 ++  

 
Bài 3 [Bùi Việt Anh]: Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 

ab
c

ac
b

cb
a

+
+

+
+

+
 + 2

))()((
2 ≥

+++ accbba
abc  

Giải: 
Đối với bài toán này thì dù có cố định hai đại lượng nào đi nữa thì chúng ta đều sẽ không thu được một 

hàm số tốt với biến còn lại (tốt  ở đây ngụ ý lồi, lõm hay đơn điệu). Tuy nhiên ở đây, ta sẽ thấy được sự liên 

hệ giữa hai đại lượng 
ab

c
ac

b
cb

a
+

+
+

+
+

 và 
))()(( accbba

abc
+++

, chúng là tổng và tích của các đại lượng 

ba
c

ac
b

cb
a

+++
,, . Như vậy chúng ta hãy thử chuyển biến theo hướng này xem. 

Đặt 
ab

cz
ac

by
cb

ax
+

=
+

=
+

= ,, , vấn đề là mối liên hệ của zyx ,,  thế nào. Ở đây tôi xin đưa ra mối quan 

hệ, và với mối quan hệ này chúng ta có thể tìm ngược trở lại cba ,, . Và từ đó ta cũng sẽ có bài toán tương 
đương sau: 

Cho 0,, ≥zyx  thoã mãn: 122
1

1
1

1
1

1
=+++⇔=

+
+

+
+

+
zxyzxyxyz

zyx
. Chứng minh rằng: 

22 ≥+++ xyzzyx .  
Như vậy ta sẽ cố định xyz  và zxyzxy ++  đưa về bài toán sau: 
Cho 0, ≥ba  thỏa mãn: 122 22 =++ ababa . Tìm giá trị nhỏ nhất của: baba 22 ++ .  

Thay ( )1
2

1
22

1
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2

≤
−

=
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−
= a

a
a

aa
ab  , ta cần chứng minh: 

2)1(2
2

12 ≥−+
−
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a
aa . Thực vậy, bất đẳng thức tương đương với: 
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Mặt khác a
aa

a
aa

a
a

a 22
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2
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≥
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=
−
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Do đó: 22222
2
1222

2
1

1
2

2
1 4 ≥=≥+≥

−
+ a

a
a

aa
a

a
. 

Tóm lại bất đẳng thức đã được chứng minh hoàn toàn. 
 
Cuối cùng, một phần rất quen thuộc và không nên thiếu, đó là phần bài tập cho các bạn áp dụng: 
 
Bài 1:[Sưu tầm] 
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 

( )zxyzxyxyzzyx
++≥+

++
3
2

3
3  

Bài 2: [Sưu tầm]  
Cho các số thực dương cba ,,  thoã mãn: 1=abc . Chứng minh rằng: 

1
111
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+
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+
++ ba

c
ac
b

cb
a  

Bài 3: [Nguyễn Anh Cường] 
Cho các số thực dương cba ,,  thoã mãn: 8))()(( =+++ accbba . Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của: 

cbaabcP +++=  
 
E.Mở ô cửa đóng 
 
Trong phần này, tôi sẽ xét qua một lớp các bài toán mà các biến bị chặn trong các tập đóng, vốn là một vấn 
đề còn chưa được phát triển trong các phần về định lý ABC  đã nói ở trên. Đối với lớp bài toán này, chúng 
ta cũng có một phương pháp khác để giải quyết. Tôi sẽ giới thiệu về phương pháp này trước, sau đó sẽ 
chúng ta sẽ nghiên cứu về cách ứng dụng ABC  trong các bài toán này sau: 

 
 
Gặp những tình huống như thế này, dấu bằng của bất đẳng thức thường xảy ra tại các giá trị biên, nghĩa là 
bằng a  hay b . Trong những trường hợp như vậy, ta sẽ cố gắng chứng minh 

( ) ( ) ( ){ }nnn xxbfxxafxxxf ,...,,,,...,,min,...,, 2221 ≥ . Cuối cùng ta sẽ thu được giá trị nhỏ nhất của hàm số 
đạt được khi một số giá trị bằng a  và các giá trị còn lại bằng b . Phương pháp này gọi là phương pháp tiếp 
cận dấu bằng. Ta sẽ lướt qua một số ví dụ sau: 
 

 

Bài toán: 
Cho [ ]baxxx n ,,...,, 21 ∈  . Chứng minh rằng ( ) Cxxxf n ≥,...,, 21  trong đó Cba ,,  là các hằng số cho 
trước. 

Bài 1 [Thi đội tuyển toán trường THPT Năng Khiếu] 
Cho [ ]1,0,, ∈cba . Tìm giá trị lớn nhất của: 

( ) cabcabcbacbaf −−−++=,,  



Ta sẽ chứng minh ( ) ( ) ( ){ }(*),,1,,,0max,, cbfcbfcbaf ≤ . Ta có chứng minh trực tiếp bằng phương pháp đại 
số như sau: ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 011,,1,,,,0,, 2 ≤−−−=−− bacccbfcbafcbfcbaf  , từ đó suy ra ( )*  
Hay bằng một cái nhìn giải tích, ta có thể suy ra nhanh chóng hơn với nhận xét hàm số đơn điệu theo biến a . 
Và từ đó trực tiếp suy ra ( )* . 
Hoàn toàn thực hiện những bất đẳng thức tương tự đổi với các biến cb, , ta sẽ suy ra tính chất sau: 

{ }( , , ) ax f(0,0,0);f(0,0,1);f(0,1,1);f(1,1,1)f a b c m≤ . Từ đây có thể dễ dàng kết luận giá trị lớn nhất của 
( )cbaf ,,  là 1. Dấu bằng xảy ra chẳng hạn như: 1,0 === cba . 

 

 
Đối với bài toán này, nếu ta áp dụng  ngay việc chứng minh ( ) ( ) ( ){ }zyCzyCzyxC ,,2,,,1max,, ≤  thì sẽ gặp 
khá nhiều khó khăn. Ở đây chúng ta sẽ áp dụng một mẹo nhỏ để làm cho công việc này tương đối đơn giản 
hơn: 

( )

xz

y

zy

x

yx

zzyxfC
11

1

11

1

11

1

,,
+

+
+

+
+

== . Đến đây các bạn cũng có thể đoán được chúng ta sẽ làm gì tiếp 

theo. Đặt 



∈=== 1,
2
1,,;1,1,1 cba

z
c

y
b

x
a  và ta cần tìm giá trị lớn nhất của: 

( )
ba

c
ac

b
cb

acbag
+

+
+

+
+

=,,  

Ta xẽ coi như cb,  là các hằng số, và a  là biến : 0
)(

2
)(

2),,('' 33 >
+

+
+

=
ab
c

ac
bcbag . Như vậy g  là hàm lồi 

theo biến a , tức là g  đạt giá trị lớn nhất khi a  chạm các biên.  
Từ đây ta suy ra được điều mong muốn: ( ) ≤cbag ,, ( ) ( ){ }.,,2,,,1max cbgcbg   
Hoàn toàn thực hiện những bất đẳng thức tương tự đổi với các biến cb, , ta sẽ suy ra tính chất sau: 

( )






≤ )1,1,1();

2
1,1,1();

2
1,

2
1,1();

2
1,

2
1,

2
1(max,, ggggcbag . Từ đây có thể dễ dàng suy ra giá trị lớn nhất của 

g  là 
12
19 , đạt được khi ( ) 






= 1,1,

2
1,, cba , hay giá trị lớn nhất của f  là 

12
19 , đạt được khi ( ) )1,1,2(,, =zyx . 

 
Như vậy qua hai ví dụ các bạn cũng đã có thể phần nào làm quen được với phương pháp này. Ở đây tôi sẽ 
nêu ra một phương pháp khác, chứng minh dựa vào định lý ABC .  
Trong các phần trên, ta thấy rằng ABC  chí áp dụng được khi các biến chạy hoàn toàn trong R  hoặc +R , 
vậy nên muốn áp dụng ABC , ta phải kéo dãn đoạn đã cho thành R  hoặc +R . 
 

Bài 2 [Nguyễn Anh Cường] 
Cho [ ], , 1,2x y z ∈ . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức sau: 

xy xz yzC
xz yz xy yz xy xz

= + +
+ + +

 

Bài 1 [Thi đội tuyển toán trường PTNK] 
Cho [ ]1,0,, ∈cba . Tìm giá trị lớn nhất của: 

( ) cabcabcbacbaf −−−++=,,  



 

Ta quay lại bài toán này, ta sẽ tìm cách kéo giãn đoạn [ ]1,0  thành +R . Nhận xét nếu nghịch đảo 
a

a 1
→ , ta 

thu được bộ số nằm trong đoạn [ ]+∞,1 . Vẫn chưa biến thành +R  được, ta lại tiếp tục trừ bộ số cho 1 

111
−→

aa
 và ta sẽ thu được bộ số nằm trong đoạn [ ]+∞,0 . Như vậy ta đã chuyển x

a
a =−→ 11  để kéo 

[ ] [ ]+∞→ ,01,0 .  
Từ những ý tưởng như trên, ta sẽ đi tới lời giải sau: 

Đặt 
z

c
y

b
x

a
+

=
+

=
+

=
1

1,
1

1,
1

1  trong đó +∈ Rzyx ,, . Biểu thức đã cho trở thành: 
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1
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xzzyyxzyx
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+
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=
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Đến đây bạn đọc cũng có thể dễ dàng thấy ( ) 1,, ≤zyxg , không cần áp dụng thêm định lý ABC  nữa, tuy 
nhiên biểu thức này chúng ta đã có thể áp dụng ABC  một cách dễ dàng để đưa về trường hợp hai biến. 
 
Có hai lợi thế khi chúng ta kéo dã một tập đóng thành tập +R  như thế này, thứ nhất là ta có thể áp dụng 
được định lý ABC như trong trường hợp ở trên, thứ hai là ta có thể đánh giá được dễ dàng hơn, vì ở đây ta 
sẽ đánh giá các biến với số 0 , và điều này lúc nào cũng dễ dàng hơn. Chẳng hạn trong biểu thức trên, đánh 

giá 0≥xyz  và 01
≥

+++++ zyxzxyzxy
. 

 

 
 
Một lần nữa ta sẽ sử dụng kỹ thuật kéo dãn các biến. Ta sẽ sử dụng ABC, trước tiên kéo dãn [ ] +→ R2,1  như 

sau: a
x

x =−
−

→ 2
1

1 . Như vậy, đặt 

Bài 2 [Olympic 30-4 – Thành phố Hồ Chí Minh] 
Cho [ ]2,1,, ∈zyx . Chứng minh rằng: 

( ) 10)111(),,( ≤++++=
zyx

zyxzyxg  
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b
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a
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2 . Ta cần chứng min bài toán sau: 
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Ở đó: ( ) )2)(1)(1()1)(2)(1()1)(1(2 +++++++++++= cbacbacbaM  
( ) )1)(2)(2()2)(1)(2()2)(2(1 +++++++++++= cbacbacbaN  

Thật đáng tiếc là bất đẳng thức: 0)2)(2)(2)(1)(1)(1(10 ≤++++++− cbacbaMN  không thể đánh giá bằng 
định lý ABC  được, do hệ số của 222 cba  cuối cùng thu được là âm (bạn đọc có thể nhẩm ra dễ dàng). Thế 
nhưng chúng ta không bỏ cuộc một cách dễ dàng, chúng ta sẽ nhờ ABC Upgrade để giải quyết trường hợp 
này. Cố định abc  và cba ++ , và ta sẽ thấy biểu thức thu được là đa thức bậc nhất theo .cabcab ++  Vậy 
nên ta đi đến kết luận bất đẳng thức đã cho đạt cực trị khi có hai biến bằng nhau. Như vậy ta chì cần chứng 
minh bất đẳng thức: 
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Như vậy là bài toán đã được chứng minh. 
 
Sau đây là một số bài tập cho các bạn áp dụng: 
 Bài 1[Tạp chí toán học và tuổi trẻ]: 
Cho [ ], , 1,2a b c ∈ . Tìm giá trị lớn nhất của: 

3 3 3

3
a b cA

abc
+ +

=  

Tạp chí Toán Học và Tuổi Trẻ. 
 
Bài 2: [Sưu tầm]  
Cho [ ]2,1,, ∈zyx . Chứng minh rằng: 
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F.Định lý ABC mở rộng 
Như vậy là chúng ta đã giải quyết được hai yếu điểm của ABC . Yếu điểm thứ ba dễ nhận ra là ABC  chỉ áp 
dụng được cho các bài toán ba biến, thế còn nhiều biến hơn thì thế nào???. Chúng ta sẽ cùng nhau giải quyết 
vấn đề này với định lý ABC mở rộng. 
Trước hết, chúng ta làm quen với một khái niệm mới nằm trong định lý ABC của chúng ta 
I. Khả ABC 

1) Định nghĩa 
Xét một biểu thức ba biến ( )cbaf ,, . 
Ta gọi ( )cbaf ,,  là một biểu thức khả ABC nếu như bất đẳng thức ( ) 0,, ≥cbaf  có thể được chứng minh 
dựa vào định lý ABC để đưa về hai trường hợp sau: 
 i) Hai biến bằng nhau. 
 ii) Một biến bằng 0. 

2) Phương pháp chứng minh khả ABC 
Để chứng minh một biểu thức ( )cbaf ,,  là khả ABC, ta sẽ chuyển biểu thức ( )cbaf ,,  thành biểu thức g  đối 
với các biến abcCcabcabBcbaA =++=++= ,,  .Biểu thức ( )cbaf ,,  là một biểu thức khả ABC nếu 
như ),,( CBAg  là một hàm lồi theo biến C. 
 
Ví dụ : 
Chứng minh biểu thức sau là khả ABC 

)()()(3),,( 333 accacbbcbaababccbacbaf +−+−+−+++=  
Giải: 
Đặt abcCcabcabBcbaA =++=++= ,, , ta có: 

CABACABCCABACBAgcbaf 943333),,(),,( 33 +−=+−++−==  
Xét ),,( CBAg  theo biến C . Ta có: 0,9 ''' == gg  do đó g là hàm lồi theo biến C. Vậy biểu thức ),,( cbaf  
là khả ABC. 
II. Định lý ABC mở rộng 
Xét một biểu thức đối xứng n biến ( )naaaf ,...,, 21 , trong đó f có cực tiểu và 3≥n . Ta sẽ coi 

( )naaaf ,...,, 21  như là một biểu thức ba biến ( )321 ,, aaag  với các số naaa ,...,, 54  được coi như là các hằng 
số.  
Khi đó nếu g  khả ABC thì bất đẳng thức ( ) 0,...,, 21 ≥naaaf  có thể đưa về xét hai trường hợp sau: 
 )i  m biến bằng nhau, n-m biến bằng nhau. 
 )ii 1 biến bằng 0. 
Bất đẳng thức được chứng minh là đúng đắn nếu nó được chứng minh tính đúng đắn trong hai trường hợp 
trên. 
 
Chứng minh: 
Ta giả sử f có cực tiểu như giả thiết đã nêu và cực tiểu xảy ra tại điểm ( )nxxx ,...,, 21 (*)   
Nếu 0...21 =nxxx  hay ix  chỉ có khả năng nhận một trong hai giá trị cố định thì cực tiểu này không âm theo 
giả thiết đã nêu trong định lý. 
Nếu ix  có khả năng nhận ba giá trị khác nhau và khác  0, ta giả sử ( )321 ,, xxx  là một bộ mà ba giá trị trong 
bộ khác 0 và khác nhau từng đôi một. Ta cố định các biến nxxx ,...,, 54  như là những hằng số và xét hàm 

( )nxxxxxf ,...,,,, 4321  như là hàm ( )321 ,, xxxg .  



Theo giả thiết thì g  là khả ABC, vậy nên nó đạt cực tiểu khi có hai số bằng nhau, hay một số bằng 0. Điều 
này cũng có nghĩa là tồn tại bộ ( )cba ,,  để ( ) ( )cbagxxxg ,,,, 321 >  hay 

( ) ( )nn xxcbafxxxxxf ,...,,,,,...,,,, 44321 ≥ .  
Điều này mâu thuẫn với giải thiết (*) 
Tóm lại thì định lý ABC đã được chứng minh. 
III. Ứng dụng ABC mở rộng 
 
Bài toán 1: 
Chứng minh bất đẳng thức sau đúng với các giá trị thực dương của dcba ,,,   

( ) ( ) (*)31
4

3 22224444

cdbdbcadacab
dcba

abcd
dcba

+++++
+++

+≥
+++  

Giải: 
Bất đẳng thức tương đương với: 

( )( ) ( )cdbdbcadacababcdcdbdbcadacabdcba +++++−++++++++ 43 4444  
( ) 012 2222 ≥+++− dcbaabcd  

Đặt:  
( )( ) ( )

)(12
43),,,(

2222

4444

dcbaabcd
cdbdbcadacababcdcdbdbcadacabdcbadcbaf

+++

−+++++−++++++++=
 

Nhận xét rằng nếu cố định biến d  thì f  là hàm đối xứng theo ba biến, và hơn nữa f  khả ABC. Như vậy 
theo định lý ta sẽ chỉ phải xét các trường hợp sau (ta sẽ xứ lý với (*)): 

0) =ai , bất đẳng thức là hiển nhiên 
  ydcxbaii ==== ,) , bất đẳng thức tương đương với: 

 

( )

( ) ( )
xyyx

yx
yx

yxyx

xyyx
yx

yx
yx

4
2

2
)(3

4
61

2
)(3

22

2

22

22

22

22

22

44

++
−

≥
−+

⇔

++
+

+≥
+

 

Áp dụng BDT xyyx 4)( 2 ≥+  và xyyx 222 ≥+  ta sẽ chứng minh được trường hợp này. 
ydxcbaiii ==== ,) , bất đẳng thức tương đương với: 
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Áp dụng bất đẳng thức 22 323 xxyx ≥+  và xyyxyx 423 22 ≥++  ta sẽ chứng minh được trường hợp nỳa 
Tóm lại theo định lý ta có đìêu phải chứng minh. 
 
 
Bài toán 2: 
Cho các số thực 0,...,, 21 ≥naaa  thỏa mãn naaa n =+++ ...21 . Chứng minh rằng: 
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Giải: 
Đặt ( ) VPaaaf n =,...,, 21 . 



Cố định naaa ,...,, 54  ta được hàm ba biến và khả ABC. Như vậy ta chỉ cần xét 2 trường hợp: 
0) 1 =ai . Bất đẳng thức hiển nhiên đúng 

)ii nymnmx =−+ )( . Chứng minh: 
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Ta đưa về bài toán: 
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Bất đẳng thức trên là đúng đắn do: ( ) xynxymnmymnmx 12)(222 −≥−≥−+ . 
Tóm lại bất đẳng thức được chứng minh hoàn toàn. 
 
IV. Bài tập 
Bài 1:  Chứng minh bất đẳng thức sau cho các số thực dương dcba ,,,  
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Bài 2:  
Cho các số thực dương naaa ,...,, 21  thoã: ∑
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=
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ji aa
1

1. Chứng minh rằng 
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Bài 3: 
Chứng minh rằng đối với  nxxx ,..,, 21  là các số thực thoã: 1... 22

2
2
1 =+++ nxxx  ta có bất đẳng thức sau: 

( )( ) 1
12

6... 321
33

2
3
1 ≤

+−
++++ ∑ xxx

nn
xxx n  

G. Kết luận 
Trong phần bài tập, chúng tôi đều cố gắng ghi rõ nguồn gốc của bài toán tôi lấy từ đâu. Tuy nhiên do sự hạn 
chế nên một số bài toán chúng tôi không rõ xuất xứ, tôi xin chân thành xin lỗi tác giả của bài toán và xin 
được đề tựa các bài toán là Sưu Tầm. 
 

 


