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BÊt ®¼ng thøc Nesbitt NguyÔn Anh TuyÕn

Th¸ng 3/1903, trªn t¹p chÝ Educational T imes, A.M.Nesbitt ®· ®­a ra bµi to¸n:
Cho a, b, c lµ c¸c sè thùc d­¬ng. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.

BÊt ®¼ng thøc trªn ®­îc gäi lµ bÊt ®¼ng thøc Nesbitt. §©y lµ bÊt ®¼ng thøc ®Ñp
vµ ®· thu hót ®­îc sù chó ý cña nhiÒu ng­êi. Trong bµi viÕt nµy, t«i xin nãi vÒ nh÷ng
øng dông, më réng vµ mét sè vÊn ®Ò liªn quan ®Õn nã.

1 BÊt ®¼ng thøc Nesbitt vµ øng dông

Nh­ ta ®· biÕt, bÊt ®¼ng thøc Nesbitt lµ mét bÊt ®¼ng thøc c¬ b¶n, cã nhiÒu øng dông
quan träng trong gi¶i to¸n. Sau ®©y, t«i xin giíi thiÖu mét sè vÝ dô ®Ó lµm râ h¬n vÒ
®iÒu ®ã.

VÝ dô 1.1. Cho a, b, c > 0 tho¶ m·n abc = 1. Chøng minh r»ng:

1

a2 (b + c)
+

1

b2 (c + a)
+

1

c2 (a + b)
≥ 3

2

Lêi gi¶i. Ta cã:

∑ 1

a2 (b + c)
=
∑ abc

a2 (b + c)
=
∑ bc

ab + ca
≥ 3

2

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c = 1.

VÝ dô 1.2. Cho a, b, c > 0 tho¶ m·n abc = 1. Chøng minh r»ng:

a

(b + c)
2 +

b

(c + a)
2 +

c

(a + b)
2 ≥ 9

4 (a + b + c)

Lêi gi¶i. Ta viÕt l¹i bÊt ®¼ng thøc:

(a + b + c)

(

a

(b + c)2 +
b

(c + a)2
+

c

(a + b)2

)

≥ 9

4

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy − Schwarz cã:

(a + b + c)

(

a

(b + c)2 +
b

(c + a)2
+

c

(a + b)2

)

≥
(

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

)2

≥ 9

4

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c = 1.
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VÝ dô 1.3. Cho a, b, c > 0 tho¶ m·n abc = 1. Chøng minh r»ng:

1

a (b + 1)
+

1

b (c + 1)
+

1

c (a + 1)
≥ 3

2

Lêi gi¶i. §Æt a = x/y, b = y/z, c = z/x, ta cã:

∑ 1

a (b + 1)
=
∑ yz

xy + zx
≥ 3

2

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c = 1.

VÝ dô 1.4 (§Ò thi Olympic 30 - 4). Cho a, b > 0 vµ x, y, z lµ c¸c sè d­¬ng tuú ý.
T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña:

x2

(ay + bz)(az + by)
+

y2

(az + bx)(ax + bz)
+

z2

(ax + by)(ay + bx)

Lêi gi¶i. Theo bÊt ®¼ng thøc AM − GM cã:

(ay + bz)(az + by) ≤ (ay + bz + az + by)2

4
=

(a + b)2(y + z)2

4
≤ (a + b)2(y2 + z2)

2

Suy ra,
x2

(ay + bz)(az + by)
≥ 2x2

(a + b)2(y2 + z2)

T­¬ng tù, ta cã:
y2

(az + bx)(ax + bz)
≥ 2y2

(a + b)2(z2 + x2)

z2

(ax + by)(ay + bx)
≥ 2z2

(a + b)2(x2 + y2)

Do ®ã,

∑ x2

(ay + bz)(az + by)
≥ 2

(a + b)2

(

x2

y2 + z2
+

y2

z2 + x2
+

z2

x2 + y2

)

≥ 3

(a + b)2

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x = y = z.

BÊt ®¼ng thøc Nesbitt kh«ng chØ øng dông trong c¸c bµi bÊt ®¼ng thøc §¹i sè mµ cßn
lµ mét c«ng cô quan träng trong c¸c bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc H×nh häc.

VÝ dô 1.5. Chøng minh r»ng:

ma

lb + hc
+

mb

lc + ha
+

mc

la + hb
≥ 3

2
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H­íng dÉn. Tr­íc hÕt ta chøng minh: ha ≤ la ≤ ma.
Tõ ®ã ta cã:

∑ ma

lb + hc
≥
∑ ma

mb + mc
≥ 3

2

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 4ABC ®Òu.

VÝ dô 1.6. Cho tam gi¸c ABC cã 3 ®­êng ph©n gi¸c AA1, BB1, CC1. Gäi kho¶ng c¸ch
tõ A1 dÕn AB, B1 dÕn BC , C1 dÕn CA lÇn l­ît lµ a1, b1, c1. Chøng minh r»ng:

a1

ha
+

b1

hb
+

c1

hc
≥ 3

2

Lêi gi¶i. Gäi H lµ ch©n ®­êng vu«ng gãc h¹ tõ A xuèng BC vµ K lµ ch©n ®­êng
vu«ng gãc h¹ tõ A1 xuèng AB.
Ta cã:

SABA1
=

1

2
ha.BA1 =

1

2
a1.AB

⇒ a1

ha
=

BA1

AB
=

CA1

CA
=

BA1 + CA1

AB + CA
=

a

b + c

T­¬ng tù, ta cã:
b1

hb
=

b

c + a
;
c1

hc
=

c

a + b

Do ®ã,
a1

ha

+
b1

hb

+
c1

hc

=
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 4ABC ®Òu.
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VÝ dô 1.7. Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp (O). §­êng ph©n gi¸c trong gãc A c¾t BC t¹i
A1, c¾t (O) t¹i A2. C¸c ®iÓm B1, B2; C1, C2 ®­îc ®inh nghÜa t­¬ng tù A1, A2. Chøng
minh r»ng:

A1A2

BA2 + CA2
+

B1B2

AB2 + CB2
+

C1C2

AC2 + BC2
≥ 3

4

Lêi gi¶i. V× ®­êng ph©n gi¸c trong gãc A c¾t (O) t¹i A2 nªn BA2 = CA2. Do ®ã:

A1A2

BA2 + CA2

=
A1A2

2CA2

DÔ dµng chøng minh ®­îc 4CA1A2 ∼ 4ACA2. Suy ra: A1A2

CA2

= CA2

AA2

.
Tø gi¸c ABA2C néi tiÕp, theo ®Þnh lÝ Ptoleme cã:

BC.AA2 = AB.CA2 + AC.BA2

⇔ BC.AA2 = CA2(AB + CA)

⇔ CA2

AA2

=
BC

AB + CA
=

a

b + c

Tãm l¹i,
A1A2

BA2 + CA2
=

a

2(b + c)

T­¬ng tù, ta cã:

B1B2

AB2 + CB2
=

b

2(c + a)
;

C1C2

AC2 + BC2
=

c

2(a + b)

Do ®ã,

A1A2

BA2 + CA2

+
B1B2

AB2 + CB2

+
C1C2

AC2 + BC2

=
1

2

(

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

)

≥ 3

4

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 4ABC ®Òu.

Seminar To¸n (08−11) THPT Chuyªn Th¸i B×nh Page 5



BÊt ®¼ng thøc Nesbitt NguyÔn Anh TuyÕn

NhËn xÐt. Trong c¸ch chøng minh trªn ta míi sö dông ®¼ng thøc Ptoleme. NÕu sö
dông bÊt ®¼ng thøc Ptoleme th× ta cã bµi to¸n tæng qu¸t h¬n:

VÝ dô 1.8. Cho lôc gi¸c ABCDEF cã AB = BC , CD = DE, EF = FA. Chøng
minh r»ng:

BC

BE
+

DE

AD
+

FA

CF
≥ 3

2

VÝ dô 1.9 (§Ò thi Olympic 30 - 4, 2003). Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp (O). C¸c ®­êng
trung tuyÕn AA1, BB1, CC1 lÇn l­ît c¾t (O) t¹i A2, B2, C2. Chøng minh r»ng:

AA1

AA2
+

BB1

BB2
+

CC1

CC2
≤ 9

4

H­íng dÉn. Ta dÔ dµng cã:

AA1.A1A2 = BA1.CA1 = a2/4

AA2
1 =

2b2 + 2c2 − a2

4
Suy ra,

AA1

AA2

=
2b2 + 2c2 − a2

2b2 + 2c2
= 1 − a2

2(b2 + c2)

T­¬ng tù, ta cã:

BB1

BB2
= 1 − b2

2(c2 + a2)
;
CC1

CC2
= 1 − c2

2(a2 + b2)

VËy,
AA1

AA2
+

BB1

BB2
+

CC1

CC2
= 3 − 1

2

(

∑ a2

b2 + c2

)

≤ 9

4

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 4ABC ®Òu.
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2 BÊt ®¼ng thøc Nesbitt vµ më réng

BÊt ®¼ng thøc Nesbitt cã rÊt nhiÒu øng dông quan träng trong gi¶i to¸n nªn viÖc më
réng nã lµ mét c«ng viÖc cÇn thiÕt. Trong môc nµy, t«i sÏ ®­a ra më réng bÊt ®¼ng thøc
Nesbitt theo hai h­íng lµ nh÷ng më réng trùc tiÕp vµ nh÷ng më réng cã thªm tham sè.

2.1 Nh÷ng më réng trùc tiÕp

§Çu tiªn, chóng ta sÏ nghÜ ngay ®Õn viÖc kÐo dµi bÊt ®¼ng thøc Nesbitt.

Më réng 1. Cho a1, a2, ..., an > 0; n ≥ 2. Chøng minh r»ng:

∑ a1

a2 + a3 + ... + an
≥ n

n − 1
(1)

Lêi gi¶i. Gi¶ sö a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an. Khi ®ã:

1

a2 + a3 + ... + an
≥ 1

a1 + a3 + ... + an
≥ ... ≥ 1

a1 + a2 + ... + an−1

Theo bÊt ®¼ng thøc Chebyshev cã:

∑ a1

a2 + a3 + ... + an
≥ 1

n
(a1 + a2 + ... + an)

(

∑ 1

a1 + a2 + ... + an−1

)

≥ 1

n
(a1 + a2 + ... + an)

(

n2

(a1 + a2 + ... + an)(n − 1)

)

=
n

n − 1

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a1 = a2 = ... = an.

NÕu g¾n thªm sè mò vµo Më réng 1. ta cã:

Më réng 2. Cho a1, a2, ..., an > 0; n ≥ 2 vµ k ≥ (n − 1)/n. Chøng minh r»ng:

∑

(

a1

a2 + a3 + ... + an

)k

≥ n

(n − 1)k
(2)

Ta xÐt tiÕp ®Õn mét më réng n÷a vÒ chiÒu dµi.

Më réng 3. Víi mäi xi ≥ 0, xi + xi+1 > 0, xn+i = xi (i = 1, 2, ..., n) th×:

n
∑

i=1

xi

xi+1 + xi+2
≥ n

2
(3)
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Chó ý. BÊt ®¼ng thøc trªn lµ bÊt ®¼ng thøc Shapiro ®­îc nhµ To¸n häc Shapiro ®­a
ra trªn t¹p chÝ American Mathematic Monthly n¨m 1954. BÊt ®¼ng thøc Shapiro nh×n
rÊt ®¬n gi¶n nh­ng viÖc chøng minh l¹i v« cïng khã v× nã kh«ng ®óng víi mäi sè tù
nhiªn n. Tuy nhiªn cuèi cïng th× nhµ To¸n häc Troesch ®· chøng minh ®­îc bÊt ®¼ng
thøc Shapiro víi kÕt qu¶ quan träng sau:
BÊt ®¼ng thøc Shapiro ®óng víi mäi n ch½n ≤ 12 vµ n lÎ ≤ 23. Víi mäi gi¸ trÞ kh¸c
cña n th× bÊt ®¼ng thøc sai.

Më réng bÊt ®¼ng thøc Nesbitt th­êng gÆp lµ g¾n víi sè mò. Ta xÐt mét vµi më réng:

Më réng 4. Cho a, b, c > 0 vµ n ≥ 1. Chøng minh r»ng:

an

b + c
+

bn

c + a
+

cn

a + b
≥ an−1 + bn−1 + cn−1

2
≥ 3

2

(

a + b + c

3

)n−1

(4)

HÖ qu¶ 1. Víi a, b, c > 0 tho¶ m·n abc = 1 vµ n ≥ 1 th×:

an

b + c
+

bn

c + a
+

cn

a + b
≥ 3

2

Ta cã thÓ g¾n thªm hÖ sè vµo Më réng 4. nh­ sau:

Më réng 5. Cho a, b, c > 0 vµ n ≥ 1. Chøng minh r»ng:

an

pb + qc
+

bn

pc + qa
+

cn

pa + qb
≥ an−1 + bn−1 + cn−1

p + q
≥ 3

p + q

(

a + b + c

3

)n−1

(5)

Chøng minh. Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy − Schwarz cã:

an

pb + qc
+

bn

pc + qa
+

cn

pa + qb

=
a2n−2

pban−2 + qcan−2
+

b2n−2

pcbn−2 + qabn−2
+

c2n−2

pacn−2 + qbcn−2

≥ (an−1 + bn−1 + cn−1)2

p(ban−2 + cbn−2 + acn−2) + q(can−2 + abn−2 + bcn−2)

Theo bÊt ®¼ng thøc ho¸n vÞ cã:

an−1 + bn−1 + cn−1 ≥ ban−2 + cbn−2 + acn−2

an−1 + bn−1 + cn−1 ≥ can−2 + abn−2 + bcn−2

Do ®ã,
an

pb + qc
+

bn

pc + qa
+

cn

pa + qb
≥ an−1 + bn−1 + cn−1

p + q
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ThËt dÔ dµng chøng minh ®­îc:

an−1 + bn−1 + cn−1

p + q
≥ 3

p + q

(

a + b + c

3

)n−1

Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.

NÕu n©ng sè mò mÉu sè cña Më réng 4. th× ta cã bµi to¸n t­¬ng ®èi tæng qu¸t sau:

Më réng 6. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

an

(b + c)m
+

bn

(c + a)m
+

cn

(a + b)m
≥ an−m + bn−m + cn−m

2m
(6)

Chøng minh. Ta cã: (b + c)m ≤ 2m−1(bm + cm), suy ra:

∑

cyc

an

(b + c)m
≥
∑

cyc

an

2m−1(bm + cm)

B©y giê, ta chØ cÇn chøng minh:

∑

cyc

an

2m−1(bm + cm)
≥ an−m + bn−m + cn−m

2m

ThËt vËy, ta cã:

∑

cyc

an

2m−1(bm + cm)
− an−m + bn−m + cn−m

2m

=
∑

cyc

an−m

(

am

bm + cm
− 1

2

)

=
∑

cyc

an−m

bm + cm
(2am − bm − cm)

=
∑

cyc

(am − bm)

(

an−m

bn−m + cn−m
− bn−m

cn−m + an−m

)

=
∑

cyc

am − bm

(bn−m + cn−m)(cn−m + an−m)

(

cn−m(an−m − bn−m) + a2(n−m) − b2(n−m)
)

≥ 0

Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.
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Më réng 7. Cho a, b, c > 0 vµ n lµ h»ng sè cho tr­íc. Chøng minh r»ng:
(

a

b + c

)n

+

(

b

c + a

)n

+

(

c

a + b

)n

≥
(

3

2n
; 2

)

(7)

H­íng dÉn. Bµi to¸n trªn dÔ dµng chøng minh ®­îc víi tr­êng hîp n ≤ 0 vµ n ≥ 1.
Cßn víi tr­êng hîp 0 < n < 1, ta sÏ chøng minh ®­îc b»ng ph­¬ng ph¸p dån biÕn.
H»ng sè tèt nhÊt cho bÊt ®¼ng thøc lµ ln 3

ln 2
− 1.

Chó ý. §©y lµ kÕt qu¶ ë [1].

HÖ qu¶ 2. Víi a, b, c > 0 vµ n ∈ N , n ≥ 2 th×:

n

√

a

b + c
+

n

√

b

c + a
+ n

√

c

a + b
>

n

n − 1
n

√
n − 1

BÊt ®¼ng thøc Nesbitt cã mét d¹ng më réng n÷a khi thªm hÖ sè ë tö sè.

Më réng 8. Cho m, n, p; x, y, z > 0. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña:

ma

b + c
+

nb

c + a
+

pc

a + b
(8)

Chøng minh. §Æt

x = b + c, y = c + a, z = a + b

⇒ a =
y + z − x

2
, b =

z + x − y

2
, c =

x + y − z

2
Suy ra,

ma

b + c
+

nb

c + a
+

pc

a + b

=
m(y + z − x)

2x
+

n(z + x− y)

2y
+

p(z + y − z)

2z

=
1

2

[(

my

x
+

nx

y

)

+
(my

x
+

my

x

)

+
(my

x
+

my

x

)

− (m + n + p)

]

≥
√

mn +
√

mp +
√

pn − m + n + p

2
VËy,

ma

b + c
+

nb

c + a
+

pc

a + b
≥

√
mn +

√
mp +

√
pn − m + n + p

2

B×nh luËn. Trong phÇn trªn, t¸c gi¶ ®· nªu lªn nh÷ng më réng cña bÊt ®¼ng thøc
Nesbitt mét c¸ch ®a chiÒu vµ ®· tæng hîp c¸c chiÒu ra mét vµi bµi to¸n m¹nh h¬n.
Nh­ng ®ã míi chØ lµ vÝ dô cho sù tæng hîp víi môc ®Ých th«i thóc sù s¸ng t¹o tõ b¹n
®äc. Hy väng r»ng c¸c b¹n sÏ tõ ®ã råi ®­a ra nh÷ng bÊt ®¼ng thøc m¹nh h¬n, øng
dông lín h¬n trong c¸c bµi to¸n.
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2.2 Nh÷ng më réng cã thªm tham sè

Bµi to¸n 2.2.1. Cho a, b, c; x, y, z > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
x2 +

b

c + a
y2 +

c

a + b
z2 ≥ xy + yz + zx − 1

2
(x2 + y2 + z2)

Chøng minh. Céng mçi vÕ cña bÊt ®¼ng thøc víi x2 + y2 + z2, ta cã:

a

b + c
x2 + x2 +

b

c + a
y2 + y2 +

c

a + b
z2 + z2 ≥ xy + yz + zx +

1

2
(x2 + y2 + z2)

Ta viÕt l¹i bÊt ®¼ng thøc:

(a + b + c)

(

x2

b + c
+

y2

c + a
+

z2

a + b

)

≥ xy + yz + zx +
1

2
(x2 + y2 + z2)

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy − Schwarz cã:

x2

b + c
+

y2

c + a
+

z2

a + b
≥ (x + y + z)2

2(a + b + c)

Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi b+c

x
= c+a

y
= a+b

z
.

Tõ bµi to¸n trªn, ta cã thÓ suy ra bµi to¸n sau:

Bµi to¸n 2.2.2. Cho u, v, w > 0 vµ a, b, c lµ ba c¹nh cña tam gi¸c cã diÖn tÝch S.
Chøng minh r»ng:

u

v + w
a2 +

v

w + u
b2 +

w

u + v
c2 ≥ 2

√
3S

H­íng dÉn. Ta chØ cÇn chøng minh:

ab + bc + ca − 1

2
(a2 + b2 + c2) ≥ 2

√
3S

§Æt x = b + c − a, y = c + a − b, z = a + b − c, ta cã:

ab + bc + ca − 1

2
(a2 + b2 + c2) = xy + yz + zx

S =
1

4

√

xyz(x + y + z)

Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c, u = v = w.
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Bµi to¸n 2.2.3. Cho a, b, c; x, y, z > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
(y + z) +

b

c + a
(z + x) +

c

a + b
(x + y) ≥

∑
√

(x + y)(x + z) − (x + y + z)

Chøng minh. Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy − Schwarz cã:

a

b + c
(y + z) +

b

c + a
(z + x) +

c

a + b
(x + y)

= (a + b + c)

(

y + z

b + c
+

z + x

c + a
+

x + y

a + b

)

− 2(x + y + z)

≥ 1

2

(√
y + z +

√
z + x +

√
x + y

)2 − 2(x + y + z)

=
∑

√

(x + y)(x + z) − (x + y + z)

BÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh xong.

NhËn xÐt. Ta cã thÓ chøng minh ®­îc:

∑
√

(x + y)(x + z) − (x + y + z) ≥
√

3(xy + yz + zx) ≥ 3

(

xy + yz + zx

x + y + z

)

Tõ ®ã, ta cã hai bµi to¸n hÖ qu¶ sau:

Bµi to¸n 2.2.4. Cho a, b, c; x, y, z > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
(y + z) +

b

c + a
(z + x) +

c

a + b
(x + y) ≥ 3

(

xy + yz + zx

x + y + z

)

Bµi to¸n 2.2.5. Cho a, b, c; x, y, z > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
(y + z) +

b

c + a
(z + x) +

c

a + b
(x + y) ≥

√

3(xy + yz + zx)

B×nh luËn. Trong phÇn trªn, t«i ®· ®­a ra mét vµi bµi to¸n cã g¾n thªm h»ng sè vµo
bÊt ®¼ng thøc Nesbitt. Nh÷ng bµi to¸n ®ã th­êng kh«ng ®­îc coi lµ më réng cña bÊt
®¼ng thøc Nesbitt. Tuy nhiªn theo quan ®iÓm cña t«i th× nã vÉn lµ mét d¹ng më réng
bëi v× khi lÊy mét gi¸ trÞ ®Æc biÖt thay cho nh÷ng h»ng sè ®ã th× ta sÏ thu ®­îc bÊt
®¼ng thøc Nesbitt. VÝ dô, ë Bµi to¸n 2.2.3 ta chän x = y = z th× nã sÏ trë thµnh:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2
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3 T¶n m¹n bÊt ®¼ng thøc Nesbitt

3.1 So s¸nh c¸c bÊt ®¼ng thøc d¹ng Nesbitt

Bµi to¸n 3.1.1. Cho a, b, c > 0 vµ m ≥ n ≥ 0. Chøng minh r»ng:

am

bm + cm
+

bm

cm + am
+

cm

am + bm
≥ an

bn + cn
+

bn

cn + an
+

cn

an + bn

Lêi gi¶i 1. §Æt

f(t) =
at

bt + ct
+

bt

ct + at
+

ct

at + bt

B©y giê, ta chØ viÖc chøng minh cho hµm sè f(t) ®¬n ®iÖu t¨ng theo t ≥ 0.
DÔ dµng ta cã:

f ′(t) =
∑

sym

atbt(at − bt)(ln a − ln b)
2ct + at + bt

(bt + ct)2(at + ct)2
≥ 0

Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.

Lêi gi¶i 2. Ta cã:

∑ am

bm + cm
≥
∑ an

bn + cn

⇔
∑ am

bm + cm
− an

bn + cn
≥ 0

⇔
∑ am(bn + cn) − an(bm + cm)

(bm + cm)(bn + cn)
≥ 0

⇔
∑ anbn(am−n − bm−n) + ancn(am−n − cm−n)

(bm + cm)(bn + cn)
≥ 0

⇔
∑

anbn(am−n − bm−n)

(

1

(bm + cm)(bn + cn)
− 1

(am + cm)(an + cn)

)

≥ 0 (*)

DÔ thÊy (*) lu«n ®óng. Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. §¼ng thøc x¶y ra khi
vµ chØ khi a = b = c.

Bµi to¸n 3.1.2. Cho a1, a2, ..., an > 0. Chøng minh r»ng:

a2
1

a2
2 + ... + a2

n

+ ... +
a2

n

a2
1 + ... + a2

n−1

≥ a1

a2 + ... + an

+ ... +
an

a1 + ... + an−1
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Lêi gi¶i. §Æt

f(t) =
n
∑

i=1

at
1

at
2 + at

3 + ... + at
n

S = at
1 + at

2 + ... + at
n

Ta sÏ chøng minh cho hµm sè f(t) ®¬n ®iÖu t¨ng theo t ≥ 0. Ta cã:

f ′(t) =
n
∑

1

at
1 ln a1(a

t
2 + at

3 + ... + at
n) − at

1(a
t
2 ln a2 + at

3 ln a3 + ... + at
n ln an)

(S − at
1)

2

f ′(t) =

n
∑

1

at
1a

t
2(ln a1 − ln a2) + at

1a
t
3(ln a1 − ln a3) + ... + at

1a
t
n(ln a1 − ln an)

(S − at
1)

2

Ta viÕt l¹i f ′(t) d­íi d¹ng:

f ′(t) =
n
∑

i,j=1

at
ia

t
j(ln ai − ln aj)

(S − at
i)

2

=
n
∑

i,j=1

at
ia

t
j(ln ai − ln aj)

(

1

(S − at
i)

2
− 1

(S − at
j)

2

)

=

n
∑

i,j=1

at
ia

t
j(ln ai − ln aj)(a

t
i − at

j)
2S − at

i − at
j

(S − at
i)

2 + (S − at
j)

2
≥ 0

Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi mçi sè ai hoÆc b»ng nhau hoÆc b»ng 0.

B×nh luËn. §Õn ®©y ch¾c h¼n c¸c b¹n ®ang ®Æt ra c©u hái liÖu r»ng ta cã thÓ kÕt hîp
hai bÊt ®¼ng thøc trªn ®Ó cã ®­îc mét bÊt ®¼ng thøc tæng qu¸t h¬n kh«ng? §©y lµ mét
ý nghÜ hÕt søc tù nhiªn. Vµ t«i hy väng c¸c b¹n sÏ suy nghÜ ®Ó t×m ra c©u tr¶ lêi. Chóc
c¸c b¹n thµnh c«ng!

3.2 LiÖu ®· chÆt?

§· bao giê b¹n ®Æt ra c©u hái con sè 3/2 ®· chÆt víi bÊt ®¼ng thøc Nesbitt ch­a? C©u
tr¶ lêi lµ 3/2 ch­a ph¶i lµ con sè thùc sù chÆt! T«i xin lÊy mét vµi vÝ dô.

Bµi to¸n 3.2.1. Cho a, b, c kh«ng ©m. T×m h»ng sè k tèt nhÊt ®Ó bÊt ®¼ng thøc sau
®óng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2
+

k.max {(a − b)2, (b − c)2, (c − a)2}
ab + bc + ca
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Lêi gi¶i. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö a ≥ b ≥ c, bÊt ®¼ng thøc trë thµnh:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2
+

k.(a − c)2

ab + bc + ca

Chon a = 4/3, b = 1, c = 0, ta cã: k ≤ 7/16.
Ta sÏ chøng minh cho ®©y lµ gi¸ trÞ cÇn t×m, nghÜa lµ:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2
+

7(a − c)2

16(ab + bc + ca)

⇔
∑

cyc

a(ab + ac + bc)

b + c
≥ 3(ab + bc + ca)

2
+

7(a − c)2

16

⇔ a2 + b2 + c2 + abc
∑

cyc

1

b + c
≥ 3(ab + bc + ca)

2
+

7(a − c)2

16

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy − Schwarz cã:

∑

cyc

1

b + c
≥ 9

2(a + b + c)

B©y giê, ta cÇn chøng minh:

a2 + b2 + c2 +
9abc

2(a + b + c)
≥ 3(ab + bc + ca)

2
+

7(a − c)2

16

§Æt a = c + x, b = c + y th× x ≥ y ≥ 0, thay vµo bÊt ®¼ng thøc trªn råi biÕn ®æi t­¬ng
®­¬ng, ta cã:

(11x2 − 32xy + 32y2)c + (x + y)(3x − 4y)2 ≥ 0

BÊt ®¼ng thøc trªn hiÓn nhiªn ®óng. Tõ ®©y ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
VËy, kmax = 7/16.

Bµi to¸n 3.2.2. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥
∑

cyc

2ab

(c + a)(c + b)

H­íng dÉn. BiÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng råi sö dông bÊt ®¼ng thøc Schur.

Bµi to¸n 3.2.3. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:
(

a

b + c

)2

+

(

b

c + a

)2

+

(

c

a + b

)2

≥ 3

4

(

a2 + b2 + c2

ab + bc + ca

)

Bµi to¸n 3.2.4. Cho a, b, c kh«ng ©m. Chøng minh r»ng:

a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2
≥ (a2 + b2 + c2)2

2(a2b2 + b2c2 + c2a2)
≥ (a + b + c)2

2(ab + bc + ca)
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3.3 Nh×n theo h­íng ng­îc l¹i

Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ cïng nh×n bÊt ®¼ng thøc Nesbitt theo h­íng ng­îc l¹i,
hay nãi c¸ch kh¸c lµ ®­a a

b+c
+ b

c+a
+ c

a+b
vµo thÕ yÕu.

Bµi to¸n 3.3.1. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≤ a2 + bc

(b + c)2
+

b2 + ac

(c + a)2
+

c2 + ab

(a + b)2

Lêi gi¶i. Ta cã:
a2 + bc

(b + c)2
− a

b + c
=

(a − b)(a − c)

(b + c)2

§Æt x = 1
(b+c)2

, y = 1
(a+c)2

, z = 1
(a+b)2

, ta cÇn chøng minh:

x(a − b)(a − c) + y(b − a)(b− c) + z(c − a)(c − b) ≥ 0

Gi¶ sö a ≥ b ≥ c, ta dÔ dµng suy ra x ≥ y ≥ z. Do ®ã, bÊt ®¼ng thøc trªn hiÓn nhiªn
®óng theo bÊt ®¼ng thøc Schur suy réng.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.

Chó ý. BÊt ®¼ng thøc Schur suy réng ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau:

§Þnh lý 3.1 (BÊt ®¼ng thøc Schur suy réng). Víi c¸c sè d­¬ng a, b, c, x, y, z sao cho
(a, b, c) vµ (x, y, z) ®Òu lµ c¸c bé ®¬n ®iÖu th×:

x(a − b)(a − c) + y(b − a)(b− c) + z(c − a)(c − b) ≥ 0

Bµi to¸n 3.3.2. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≤
√

a3 + abc

(b + c)3
+

√

b3 + abc

(c + a)3
+

√

c3 + abc

(a + b)3

Bµi to¸n 3.3.3. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≤ 3

2

(

a2 + b2 + c2

ab + bc + ca

)

Bµi to¸n 3.3.4. Cho m, n > 0; m < n; a, b, c > 0; a, b, c ∈ (m, n). Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≤ 3

2
+

(m − n)2

2m(m + n)

Bµi to¸n 3.3.5. Cho a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña tam gi¸c. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
< 2
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Lêi gi¶i. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö a ≥ b ≥ c > 0 th× a + b ≥ a + c ≥ b + c.
Suy ra: c

a+b
≤ c

b+c
, b

c+a
≤ b

b+c
, a

b+c
= a

b+c
.

Céng vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn, ta cã:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≤ a

b + c
+ 1 < 1 + 1 = 2

BÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh xong.

Bµi to¸n 3.3.6. Cho a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña tam gi¸c. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

ab + bc + ca

a2 + b2 + c2
≤ 5

2

Lêi gi¶i. Ta cã:

2a

b + c
+

2b

c + a
+

2c

a + b
− 3 =

(a − b)2

(a + c)(b + c)
+

(b− c)2

(b + a)(c + a)
+

(c − a)2

(b + c)(b + a)

2 − 2(ab + bc + ca)

a2 + b2 + c2
=

(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2

a2 + b2 + c2

Ta ph¶i chøng minh Sa(b − c)2 + Sb(c − a)2 + Sc(a − b)2 ≥ 0. Trong ®ã:

Sa = 1 − a2 + b2 + c2

(a + b)(a + c)
, Sb = 1 − a2 + b2 + c2

(b + a)(b + c)
, Sc = 1 − a2 + b2 + c2

(c + a)(c + b)

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö a ≥ b ≥ c th× Sa ≥ 0.
V× a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña tam gi¸c nªn:

Sb =
a(b + c − a) + c(b − c)

(b + a)(b + c)
≥ c(b − c)

(b + a)(b + c)

Sc =
a(b + c − a) + b(c − b)

(c + a)(c + b)
≥ b(c − b)

(c + a)(c + b)

a − c

a − b
≥ b

c
≥ a + b

a + c

Tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn suy ra:

Sa(b− c)2 + Sb(c − a)2 + Sc(a − b)2 ≥ Sb(c − a)2 + Sc(a − b)2

≥ (a − b)2

(

b2

c2
Sb + Sc

)

≥ (a − b)2

c2

(

b2c(b − c)

(b + a)(b + c)
+

c2b(c − b)

(c + a)(c + b)

)

=
(a − b)2(b− c)b

(b + a)(b + c)

(

b

c
− a + b

a + c

)

≥ 0.

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.

B×nh luËn. C¸c bÊt ®¼ng thøc trªn, khi ®­îc kÕt hîp víi bÊt ®¼ng thøc Nesbitt sÏ cho
chóng ta nh÷ng bµi to¸n míi mµ mét trong nh÷ng c¸ch chøng minh nã lµ ®­a bÊt ®¼ng
thøc Nesbitt vµo nh­ mét phÇn tö trung gian.
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3.4 So s¸nh a

b+c
+ b

c+a
+ c

a+b
vµ b+c

a
+ c+a

b
+ a+b

c

Nh­ chóng ta ®· biÕt a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b

≥ 3
2
; b+c

a
+ c+a

b
+ a+b

c
≥ 6. V× hai bÊt ®¼ng thøc

trªn cïng chiÒu nªn ta kh«ng dÔ dµng ®­a ra ngay ®­îc phÐp so s¸nh gi÷a chóng. Sau
®©y, t«i xin ®­a ra mét vµi vÝ dô ®Ó so s¸nh.

Bµi to¸n 3.4.1. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

b + c

a
+

c + a

b
+

a + b

c
≥ 4

(

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

)

Lêi gi¶i. Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy − Schwarz cã:

a

b
+

a

c
≥ 4a

b + c
;

b

a
+

b

c
≥ 4b

c + a
;

c

a
+

c

b
≥ 4c

a + b
.

Céng vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c.

Bµi to¸n 3.4.2. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

b + c

a
+

c + a

b
+

a + b

c
≥ a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

9

2

Bµi to¸n 3.4.3 (ViÖt Nam TST 2006). Cho a, b, c ∈ [1, 2]. Chøng minh r»ng:

(a + b + c)

(

1

a
+

1

b
+

1

c

)

≥ 6

(

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

)

Bµi to¸n 3.4.4. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

√

b + c

a
+

√

c + a

b
+

√

a + b

c
≥ 2

(

√

a

b + c
+

√

b

c + a
+

√

c

a + b

)

B×nh luËn. Sau mét sè vÝ dô ®­îc ®­a ra ®Ó so s¸nh a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b

vµ b+c
a

+ c+a
b

+ a+b
c
,

ta thÊy a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b

cã phÇn bÞ yÕu thÕ h¬n.

3.5 Nh÷ng bÊt ®¼ng thøc lång ghÐp

Cã rÊt nhiÒu bÊt ®¼ng thøc ®­îc t¹o thµnh nhê sù lång ghÐp gi÷a bÊt ®¼ng thøc Nesbitt
vµ mét biÓu thøc kh¸c. Trong ®ã, mét sè bµi to¸n khi chøng minh th× t¸ch ®éc lËp hai
phÇn. Nh­ng bªn c¹nh ®ã cã rÊt nhiÒu bµi to¸n ta ph¶i kÕt hîp c¶ hai phÇn cña vÕ tr¸i
l¹i råi chøng minh hîp lÝ míi cho kÕt qu¶ ta muèn.
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Bµi to¸n 3.5.1. Cho a, b, c kh«ng ©m vµ n > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

n2(ab + bc + ca)

a2 + b2 + c2
≥ 2n

Lêi gi¶i. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö a + b + c = 1; vµ ®Æt ab + bc + ca = q. BÊt
®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng víi:

3abc + 1 − 2q

q − abc
+

n2q

1 − 2q
≥ 2n

Ta cã:

V T ≥ 1 − 2q

q
+

n2q

1 − 2q
≥ 2n

BÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh xong.

Bµi to¸n 3.5.2. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:
(

a

b + αc
+

b

c + βa
+

c

a + γb

)(

1

3
+

αca + βab + γbc

(a + b + c)2

)

≥ 1

Lêi gi¶i. Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy − Schwarz cã:

(a + b + c)2

=

(

√

a

b + αc

√

a(b + αc) +

√

b

c + βa

√

b(c + βa) +

√

c

a + γb

√

c(a + γb)

)2

≤
(

a

b + αc
+

b

c + βa
+

c

a + γb

)

(ab + bc + ca + αca + βab + γbc)

Suy ra,

1 ≤
(

a

b + αc
+

b

c + βa
+

c

a + γb

)(

1

3
+

αca + βab + γbc

(a + b + c)2

)

BÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh xong.

Bµi to¸n 3.5.3. Cho a, b, c kh«ng ©m. T×m h»ng sè k d­¬ng lín nhÊt ®Ó bÊt ®¼ng thøc
sau ®óng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+ k

(a + b)(b + c)(c + a)

a2 + b2 + c2
≥ k +

3

2

Bµi to¸n 3.5.4. Cho a, b, c kh«ng ©m. T×m ®iÒu kiÖn cho c¸c sè d­¬ng k, l ®Ó bÊt ®¼ng
thøc sau ®óng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+ k

(a + b)(b + c)(c + a)

a2 + b2 + c2
+ l

a2 + b2 + c2

(a + b + c)2
≥ 3

2
+ k +

l

3
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BÊt ®¼ng thøc Nesbitt NguyÔn Anh TuyÕn

Bµi to¸n 3.5.5. Cho a, b, c kh«ng ©m. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

4(a + b)(b + c)(c + a)

a3 + b3 + c3
≥ 5

Lêi gi¶i. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö a + b + c = 1; vµ ®Æt ab + bc + ca = q,
abc = r. BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng víi:

1 − 2q + 3r

q − r
+

4(q − r)

1 − 3q − 3r
≥ 5

Theo bÊt ®¼ng thøc AM − GM cã:

1 − 2q + 3r

q − r
+

4(q − r)

1 − 3q − 3r
=

q

q − r
+

1 − 3q + 3r

q − r
+

4(q − r)

1 − 3q − 3r
≥ 5

BÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh xong.

Ta cã bµi to¸n tæng qu¸t.

Bµi to¸n 3.5.6. Cho a, b, c kh«ng ©m vµ n > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

n2(a + b)(b + c)(c + a)

a3 + b3 + c3
≥ 1 + 2n

Tõ nhËn xÐt (a + b + c)(ab + bc + ca) ≥ (a + b)(b + c)(c + a) + abc, ta cã bµi to¸n sau:

Bµi to¸n 3.5.7. Cho a, b, c kh«ng ©m. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

n2(a + b + c)(ab + bc + ca)

a3 + b3 + c3
≥ 1 + 2n

Bµi to¸n 3.5.8. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

abc

2(a3 + b3 + c3)
≥ 5

3

Bµi to¸n 3.5.9. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+

4abc

(a + b)(b + c)(c + a)
≥ 2

Bµi to¸n 3.5.10. Cho a, b, c kh«ng ©m. Chøng minh r»ng:

(

a

b + c

)3

+

(

a

b + c

)3

+

(

a

b + c

)3

+
5abc

(a + b)(b + c)(c + a)
≥ a2 + b2 + c2

ab + bc + ca
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Ta xÐt mét sè bµi to¸n cã c¨n thøc.

Bµi to¸n 3.5.11. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:
√

a

b + c
+

√

b

c + a
+

√

c

a + b
+ 3

√

3(ab + bc + ca)

a2 + b2 + c2
≥ 7

√
2

2

Lêi gi¶i. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö a ≥ b ≥ c, ta sÏ chøng minh ®­îc:
√

b

c + a
+

√

c

a + b
≥
√

b + c

a

L¹i cã: ab + bc + ca ≥ a(b + c) vµ a2 + b2 + c2 ≤ a2 + (b + c)2 nªn:

V T ≥
√

a

b + c
+

√

b + c

a
+ 3

√

3a(b + c)

a2 + (b + c)2
= x +

3
√

3√
x2 − 2

Trong ®ã, x =
√

a/(b + c) +
√

(b + c)/a ≥ 2.
B©y giê, ta cÇn chøng minh:

x +
3
√

3√
x2 − 2

≥ 7
√

2

2

NÕu x ≥ 7
√

2
2
, bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. NÕu x ≤ 7

√
2

2
, ta cã:

27

x2 − 2
−
(

7
√

2

2
− x

)2

=
(x− 2

√
2)2(19 + 6

√
2x − 2x2)

2(x2 − 2)
≥ 0(do x ≤ 7

√
2

2
)

BÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh xong.
§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi (a, b, c) ∼ (3 + 2

√
2, 1, 0).

Ta cã bµi to¸n tæng qu¸t h¬n.

Bµi to¸n 3.5.12. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:
√

a

b + c
+

√

b

c + a
+

√

c

a + b
+ k.

√

(ab + bc + ca)

a2 + b2 + c2
≥ min

x≥2

{

x +
k√

x2 − 2

}

Bµi to¸n 3.5.13. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+ 2

[

abc

(a + b)(b + c)(c + a)

]2/3

≥ 2

Bµi to¸n 3.5.14. Cho a, b, c ≥ 0 vµ k ≥ 4. Chøng minh r»ng:

√

a

b + c
+

√

b

c + a
+

√

c

a + b
+ k

√

(a + b)(b + c)(c + a)

(a + b + c)3
≥ 2

√
k

Seminar To¸n (08−11) THPT Chuyªn Th¸i B×nh Page 21



BÊt ®¼ng thøc Nesbitt NguyÔn Anh TuyÕn

4 Bµi tËp ¸p dông

§Ó kÕt thóc bµi viÕt, t«i xin nªu ra mét sè bµi tËp t­¬ng tù vµ ¸p dông.

Bµi tËp 4.1. Cho a, b, c, d > 0 tho¶ m·n abcd = 1. Chøng minh r»ng:

1

a(1 + b)
+

1

b(1 + c)
+

1

c(1 + d)
+

1

d(1 + a)
≥ 2

Bµi tËp 4.2. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a3b

1 + ab2
+

b3c

1 + bc2
+

c3a

1 + ca2
≥ abc(a + b + c)

1 + abc

Bµi tËp 4.3 (IMO 1995). Cho a, b, c > 0 tho¶ m·n abc = 1. Chøng minh r»ng:

1

a3(b + c)
+

1

b3(c + a)
+

1

c3(a + b)
≥ 3

2

Bµi tËp 4.4. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

1

b(b + a)
+

1

c(c + b)
+

1

a(a + c)
≥ 9

2(ab + bc + ca)

Bµi tËp 4.5. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

√

a

b + c
+

√

a

b + c
+

√

a

b + c
≥ 2

√

abc

(a + b)(b + c)(c + a)
+ 1

Bµi tËp 4.6. Cho a, b, c > 0 tho¶ m·n a2 + b2 + c2 = 3. Chøng minh r»ng:

a3 + abc

(b + c)2
+

b3 + abc

(c + a)2
+

c3 + abc

(a + b)2
≥ 3

2

Bµi tËp 4.7. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:

a

(bx + cy)3
+

b

(cx + ay)3
+

c

(ax + by)3
≥ 9

(x + y)3(ab + bc + ca)

Bµi tËp 4.8 (JBMO, 2003). Cho a, b, c > −1. Chøng minh r»ng:

1 + x2

1 + y + z2
+

1 + y2

1 + z + x2
+

1 + z2

1 + x + y2
≥ 2

Bµi tËp 4.9. Cho a, b, c, k kh«ng ©m. Chøng minh r»ng:
(

1 +
ka

b + c

)(

1 +
kb

c + d

)(

1 +
kc

d + a

)(

1 +
kd

a + b

)

≥ (k + 1)2
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