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Phương pháp chuyển qua giới hạn dãy số đôi khi khá hữu hiệu trong việc giải một số
dạng toán liên quan đến bất đẳng thức hàm. Bài viết đề cập đến phương pháp này thông
qua một số bài toán minh họa.

1. Một số dạng toán giải bất phương trình hàm.
Bài toán 1.1. Tìm tất cả các hàm f : R→ R+ thỏa mãn các điều kiện sau

f (x) ≥ 1 + x, ∀x, y ∈ R; (1)

f (x+ y) ≥ f (x) f (y) , ∀x, y ∈ R. (2)

Giải.
Trước hết, lưu ý rằng f (x) > 0, ∀x ∈ R. Trong (1), cho x = 0 ta có f (0) ≥ 1.

Trong (2), cho x = 0 ta có f (0) ≥ f 2 (0), suy ra f (0) ≤ 1. Do đó f (0) = 1.
Điều kiện (2) suy ra rằng f (x1 + x2 + ...+ xn) ≥ f (x1) f (x2) ...f (xn), với mỗi

xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n. Do đó f (x) = f
(

x
n

+ ...+ x
n

)
≥ fn

(
x
n

)
, với mỗi x ∈ R và n ∈ N∗. Kết

hợp với điều kiện (2), ta có f (x) ≥ fn
(

x
n

)
≥
(
1 + x

n

)n
. Từ bất đẳng thức này, cho n→∞,

ta có f (x) ≥ ex. Hơn nữa, ta có 1 = f (0) = f (x+ (−x)) ≥ f (x) f (−x) ≥ exe−x = 1.
Do đó f (x) = ex. Thử lại ta thấy hàm này thỏa mãn điều kiện bài toán.
Bài toán 1.2. Chứng minh rằng không tồn tại hàm f : R+ → R+ sao cho

f (x+ y) ≥ f (x) + y.f (f (x)) , ∀x, y ∈ R+. (3)

Giải.
Giả sử rằng tồn tại hàm f thỏa mãn điều kiện của bài toán.
Trong (3), cho x = 1 và thay y bởi x ta được f (1 + x) ≥ f (1) + x.f (f (1)). Điều

này suy ra rằng lim
x→+∞

f (x) = +∞, và do đó lim
x→+∞

f (f (x)) = +∞.

Mặt khác, trong (3), cho y = 1, ta được

f (x+ y) ≥ f (x) + y.f (f (x)) , ∀x, y ∈ R+. (4)

Điều này suy ra rằng lim
x→+∞

(f (x+ 1)− f (x)) = +∞. Do đó, tồn tại x0 ∈ R+ sao

cho
f (x0 + k)− f (x0 + k − 1) > 2, ∀k ≥ 1. (5)
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Bây giờ, chọn một giá trị xác định n ∈ N∗ sao cho n ≥ x0 + 1. Trong (5), cho k lần
lượt nhận các giá trị 1, 2, ..., n và sau đó cộng các bất đẳng thức thu được, ta có

f (x0 + n)− f (x0) > 2n, n ≥ x0 + 1. (6)

Hơn nữa, vì f (x0) > 0 nên với cách chọn n ≥ x0 + 1, ta có n > x0 + 1− f (x0). Do
đó, bởi (6), ta có

f (x0 + n) > 2n+ f (x0) > x0 + n+ 1. (7)

Thế thì, ta có

f (f (x0 + n)) ≥ f (x0 + n+ 1) + (f (x0 + n)− (x0 + n+ 1)) .f (f (x0 + n+ 1)) . (8)

Vì f (f (x0 + n+ 1)) > 0 nên, bởi (7), ta có

f (x0 + n+ 1) + (f (x0 + n)− (x0 + n+ 1)) .f (f (x0 + n+ 1)) > f (x0 + n+ 1) . (9)

Hơn nữa, bởi (4), ta có

f (x0 + n+ 1) ≥ f (x0 + n) + f (f (x0 + n)) . (10)

Ngoài ra, vì f (x0 + n) > 0 nên ta có

f (x0 + n) + f (f (x0 + n)) > f (f (x0 + n)) . (11)

Cuối cùng, từ các bất đẳng thức (8), (9), (10), (11), suy ra f (f (x0 + n)) >
f (f (x0 + n)), mâu thuẫn. Ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 1.3. Tìm tất cả các hàm số liên tục f : [0; 1]→ R thỏa mãn điều kiện

f (x) ≥ 2xf
(
x2
)
, ∀x ∈ [0, 1] . (12)

Giải.
Trong (12), thay lần lượt x = 0 và x = 1 ta được

f (0) ≥ 0, f (1) ≤ 0. (13)

Với 0 < x < 1
2
, áp dụng (13) n lần, ta được

f (x) ≥ 2xf
(
x2
)
≥ 22x3f

(
x4
)
≥ ... ≥ (2x)nx2n−n−1f

(
x2n)

, ∀n ∈ N∗. (14)

Vì x ∈
(

0;
1

2

)
và f liên tục nên

lim
n→+∞

(
(2x)nx2n−n−1f

(
x2n))

= f (0) = 0. (15)

Từ (14) và (15), ta có

f (x) ≥ 0, ∀x ∈
[
0;

1

2

)
. (16)
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Mặt khác, với x ∈ (0; 1), bởi (12), ta có f (
√
x) ≥ 2

√
xf (x). Suy ra

f (x) ≤ f (
√
x)

2
√
x
≤ ... ≤

f

x 1

2n


2nx

1−
1

2n

. (17)

Mà lim
n→+∞

f

x 1

2n


2nx

1−
1

2n

= 0, nên bởi (17), ta có

f (x) ≤ 0, ∀x ∈ (0; 1) . (18)

Từ (16) và (18), ta có

f (x) = 0, ∀x ∈
[
0;

1

2

)
. (19)

Với mỗi x ∈
[
1

2
; 1

)
, tồn tại n ∈ N∗ sao cho x2n

<
1

2
. Thế thì, khi đó f (x) ≥

2nx2n−1f
(
x2n)

= 0. Do đó

f (x) ≥ 0, ∀x ∈
[
1

2
; 1

)
. (20)

Bởi (18) và (20), ta có

f (x) = 0, ∀x ∈
[
1

2
; 1

)
. (21)

Bởi (19) và (21), suy ra f (x) = 0, ∀x ∈ [0; 1).
Hơn nữa, vì hàm f liên tục trên [0; 1] nên f (x) = 0, ∀x ∈ [0; 1].
Thử lại, ta thấy f (x) = 0, ∀x ∈ [0; 1] thỏa mãn điều kiện bài toán.
Bài toán 1.4. Xét bất phương trình hàm

f (x+ y) ≥ f (x) g (y) + f (y) g (x) , ∀x, y ∈ R, (22)

trong đó g (x) là một hàm giới nội, khả vi tại 0, g (0) = 1 và g′ (0) = k. Chứng minh rằng
f (x) ≡ 0 là hàm số duy nhất thỏa mãn bất phương trình đã cho, với điều kiện

lim
x→0

f (x)

x
= 0. (23)

Giải. Giả sử rằng f (x) là nghiệm của (22), với điều kiện (23).
Thế thì, với h > 0 đủ nhỏ, ta có f (x+ h) ≥ f (x) g (h)+ f (h) g (x) hay f (x+ h)−

f (x) ≥ (g (h)− 1) f (x) + f (h) g (x). Do đó

f (x+ h)− f (x)

h
≥ g (h)− g (0)

h
f (x) +

f (h)

h
g (x) .
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Mặt khác, ta có f (x) = f (x+ h− h) ≥ f (x+ h) g (−h) + f (−h) g (x+ h) hay
g (−h) (f (x)− f (x+ h)) ≥g (−h) f (x)− f (x) + f (−h) g (x+ h) .

Vì hàm g (x) khả vi tại 0 nên nó liên tục tại điểm đó. Do đó, với h > 0 đủ nhỏ, ta
có g (−h) > 0. Vậy, với h > 0 đủ nhỏ, ta có

f (x+ h)− f (x)

h
≤ (g (−h)− 1) f (x) + f (−h) g (x+ h)

−g (−h)

=
g (−h)− g (0)

−h.g (−h)
f (x) +

f (−h)
−h.g (−h)

g (x+ h) .

Vậy với h > 0 đủ nhỏ, từ các kết quả trên, ta có

g (h)− g (0)

h
f (x) +

f (h)

h
g (x) ≤ f (x+ h)− f (x)

h

≤ g (−h)− g (0)

−h.g (−h)
f (x) +

f (−h)
−h.g (−h)

g (x+ h) .

Tương tự, bất đẳng thức trên cũng đúng đối với chiều ngược lại, với h < 0 đủ nhỏ. Do
đó, bởi điều kiện (23), ta có

f ′ (x) = lim
h→0

f (x+ h)− f (x)

h

tồn tại và bằng g′ (0) f (x) = kf (x), với x ∈ R, vì g (x) là một hàm giới nội.
Từ đó, với x ∈ R, ta có(

f (x)

ekx

)′

=
f

′
(x)− kf (x)

ekx
=
kf (x)− kf (x)

ekx
= 0.

Do đó f (x) = Cekx (C là hằng số). Hơn nữa, từ điều kiện (2) suy ra rằng C = 0.
Vậy f (x) ≡ 0 là hàm số duy nhất thỏa mãn bất phương trình đã cho, với điều kiện

(23).

2. Một số dạng toán liên quan đến bất đẳng thức hàm.
Bài toán 2.1. Giả sử là hàm thỏa mãn điều kiện

f (2x) > x+ f (f (x)) , ∀x ∈ R+. (24)

Chứng minh rằng f (x) > x, ∀x ∈ R+.
Giải. Bởi (24), ta có

f (x) >
x

2
+ f

(
f
(x

2

))
>
x

2
, ∀x ∈ R+. (25)

Giả sử rằng
f (x) > anx, ∀x ∈ R+, (26)
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trong đó an là hằng số. Thế thì, bởi (24), (25), (26), ta có

f (x) >
x

2
+ f

(
f
(x

2

))
>
x

2
+ anf

(x
2

)
>

1 + an
2

2
x.

Xét dãy (an)∞n=1 xác định bởi

a1 =
1

2
, an+1 =

1 + an
2

2
, ∀n > 1.

Thế thì an+1 − an =
(1− an)2

2
> 0, nghĩa là (an)∞n=1 là một dãy tăng. Hơn nữa, dễ

thấy trằng an < 1, với mọi n > 1. Suy ra dãy là hội tụ và nếu ký hiệu a là giới hạn của nó

thì a =
1 + a2

2
, nghĩa là a = 1. Do đó, cho n→∞ thì từ bất đẳng thức f (x) >

1 + an
2

2
x,

ta có f (x) > x, ∀x ∈ R+. Ta có điều phải chứng minh.
Bài toán 2.2. Giả sử f : R→ R là hàm thỏa mãn các điều kiện

f 2 (x) ≤ 2x2f
(x

2

)
,∀x ∈ R; f (x) ≤ 1, x ∈ (−1, 1) .

Chứng minh rằng f (x) ≤ x2

2
, ∀x ∈ R.

Giải.
Dễ thấy rằng f (0) = 0. Do đó, ta chỉ cần chứng minh bất đẳng thức với x 6= 0. Đặt

g (x) =
2f (x)

x2
, với x 6= 0. Thế thì g2 (x) ≤ g

(x
2

)
và do đó g2n

(x) ≤ g
( x

2n

)
, với x 6= 0

và n ∈ N∗. Chú ý rằng, g (x) ≥ g2 (2x) ≥ 0. Do đó, ta có

g (x) ≤ 2n

√
g
( x

2n

)
= 2n

√√√√√√2f
( x

2n

)
( x

2n

)2 ≤
2n

√
22n+1

x2
,

vì
x

2n
∈ (−1, 1). Bây giờ cho n → ∞ và sử dụng kết quả lim

n→∞

n

2n
= 0, ta thu được

g (x) ≤ 1. Do đó f (x) ≤ x2

2
, ∀x ∈ R.

Bài toán 2.3. Giả sử F là tập tất cả các hàm số f : R+ → R+ thỏa mãn bất đẳng
thức

f (3x) ≥ f (f (2x)) + x, ∀x ∈ R+. (27)

Tìm số thực a lớn nhất sao cho với mọi hàm f ∈ F , ta luôn có

f (x) ≥ ax. (28)

Giải.
Dễ thấy rằng f (x) =

x

2
thỏa mãn (27), nên f (x) =

x

2
∈ F . Thay f (x) =

x

2
vào

(28), ta suy ra a ≤ 1

2
.
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Vì f (x) > 0, ∀x > 0, nên từ (27) ta có

f (x) = f

(
3x

3

)
≥ f

(
f

(
2x

3

))
+
x

3
>
x

3
, ∀x > 0. (29)

Ta xác định một dãy (an) như sau

a1 =
1

3
; an+1 =

2an
2 + 1

3
, ∀n ≥ 1. (30)

Dễ dàng kiểm tra rằng

0 < an <
1

2
, ∀n ≥ 1. (31)

Suy ra

an+1 − an =
2an

2 + 1

3
− an =

1

3
(an − 1) (2an − 1) > 0, ∀n ≥ 1.

Do đó, (an) là dãy số dương, tăng nghiêm ngặt và bị chặn bởi
1

2
.

Vậy dãy (an) hội tụ. Giả sử lim
n→∞

an = α. Thế thì, bởi (30) và (31), ta có α =
2α2 + 1

3

hay α =
1

2
.

Bây giờ ta cần chứng minh rằng, với mỗi n ≥ 1, ta luôn có

f (x) ≥ anx, ∀x > 0. (32)

Thật vậy, bởi (29) nên (32) đúng với n = 1. Giả sử (32) đúng với n = k ≥ 1, nghĩa
là

f (x) ≥ akx, ∀x > 0. (33)

Khi đó, bởi (27) và (33), ta có

f (x) ≥ f

(
f

(
2x

3

))
+
x

3
≥ ak.f

(
2x

3

)
+
x

3

≥ ak
2.

2x

3
+
x

3
=

2ak
2 + 1

3
.x ≥ ak+1x, ∀x > 0.

Vậy (32) đúng với n = k + 1. Do đó, (32) đúng với mọi n ≥ 1.

Từ các điều trên suy ra rằng, với mọi hàm f ∈ F , ta luôn có f (x) ≥ 1

2
x.

Tóm lại, giá trị của a cần tìm là a =
1

2
.

Bài toán 2.4. Tìm tất cả các hàm số f : [1,∞) → [1,∞) thỏa mãn các điều kiện
sau

f (x) ≤ 2 (1 + x) , ∀x ≥ 1; (34)

xf (x+ 1) = f 2 (x)− 1, ∀x ≥ 1. (35)
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Giải. Bởi các giả thiết (34) và (35), ta có

f (x) =
√
xf (x+ 1) + 1 ≤

√
2x (x+ 2) + 1 <

√
2 (x+ 1) , ∀x ≥ 1.

Bằng phương pháp quy nạp, ta chứng minh được rằng

f (x) < 2

1

2n (x+ 1) , ∀x ≥ 1, n ≥ 1. (36)

Vì 2

1

2n → 1 khi n→∞, nên từ (36) ta có

f (x) ≤ x+ 1, ∀x ≥ 1. (37)

Bây giờ, bởi (35), ta có
f 2 (x)− 1

x
= f (x+ 1) ≥ 1. Do đó

f (x) ≥
√
x+ 1 >

√
x, ∀x ≥ 1.

Bằng phương pháp quy nạp, ta chứng minh được rằng

f (x) > x
1−

1

2n , ∀x ≥ 1, n ≥ 1. (38)

Vì
1

2n
→ 0 khi n→∞, nên bởi (38) ta được

f (x) ≥ x, ∀x ≥ 1. (39)

Bây giờ, bởi (35) và (39), ta có

f (x) =
√
xf (x+ 1) + 1 ≥

√
x (x+ 1) + 1 > x+

1

2
, ∀x ≥ 1.

Bằng phương pháp quy nạp, ta chứng minh được rằng

f (x) > x+

(
1− 1

2n

)
, ∀x ≥ 1, n ≥ 1. (40)

Vì
1

2n
→ 0 khi n→∞, nên từ (40) ta được

f (x) ≥ x+ 1, ∀x ≥ 1. (41)

Bởi (37) và (41), ta suy ra f (x) = x+ 1, ∀x ≥ 1.
Thử lại, ta thấy hàm số f (x) = x+ 1, ∀x ≥ 1 thỏa mãn điều kiện bài toán.

Bài tập.
Bài 1. Gọi f : R→ R là hàm số thỏa mãn điều kiện

|f (x+ y)− f (x)− f (y)| ≤ 1, ∀x, y ∈ R.
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Chứng minh rằng tồn tại hàm số g : R→ R thỏa mãn các điều kiện sau

i) |f (x)− g (x)| ≤ 1, ∀x ∈ R;

ii) g (x+ y) = g (x) + g (y) , ∀x, y ∈ R.

Hướng dẫn giải. Hàm g (x) = lim
n→+∞

f (2nx)

2n
là hàm cần tìm.

Bài 2. Chứng minh rằng không tồn tại hàm số f : R→ R thỏa mãn điều kiện

f (x) + f (y)

2
≥ f

(
x+ y

2

)
+ |x− y| , ∀x, y ∈ R.

Hướng dẫn giải. Giả sử tồn tại hàm số f thỏa mãn điều kiện bài toán. Ta chứng
minh được bất đẳng thức

f (x) + f (y)

2
≥ f

(
x+ y

2

)
+ 2n |x− y| , ∀x, y ∈ R, n ≥ 0.

Vì 2n → +∞, khi n→ +∞, nên dẫn đến điều mâu thuẫn.
Bài 3. Cho hàm số f : R→ R+ thỏa mãn điều kiện

√
3f (x)−

√
3f (x)− 9

4
f

(
4x

3

)
≥ 1, ∀x ∈ R.

Tìm số thực k lớn nhất sao cho f (x) ≥ k, với mọi x ∈ R.
Hướng dẫn giải. Xét dãy số (un) xác định như sau

u1 =
4

9
, un+1 = −4

9
+

8

9

√
3un, ∀n ≥ 1.

Dãy số này tăng và bị chặn trên nên tồn tại giới hạn, giới hạn đó là
4

3
. Suy ra k =

4

3
.
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