Dïng ®¹o hµm ®Ó gi¶i ph­¬ng tr×nh

Ta biÕt r»ng mäi ph­¬ng tr×nh ®Òu cã thÓ ®­a vÒ d¹ng 
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, trong ®ã hµm sè 
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 thÓ hiÖn ®Çy ®ñ tÝnh chÊt cña nghiÖm ph­¬ng tr×nh nµy. Do ®ã, khi ta kh¶o s¸t ®­îc hµm sè 
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, ta cã thÓ cã ®­îc c¸i nh×n tæng qu¸t vÒ ph­¬ng tr×nh,  x¸c ®Þnh ®­îc r»ng ph­¬ng tr×nh ®ã cã bao nhiªu nghiÖm, thuéc nh÷ng miÒn nµo,…nh÷ng tÝnh chÊt nµy tÊt nhiªn kh«ng thÓ râ rµng nh­ viÖc t×m ®­îc nghiÖm cô thÓ cña ph­¬ng tr×nh nh­ng nã vÉn cã nhiÒu lîi Ých khi mµ viÖc t×m lêi gi¶i cho bµi to¸n ph­¬ng tr×nh ®ã kh«ng cßn tiÕn hµnh thuËn lîi b»ng c¸c c¸ch biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng, ®Æt Èn phô n÷a.
Vµ nh­ thÕ, c«ng cô ®¹o hµm trong tr­êng hîp nµy thùc sù thÓ hiÖn râ tÝnh hiÖu qu¶ cña nã; b»ng c¸ch dïng ®¹o hµm, ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®­îc chÝnh x¸c sè nghiÖm cña mét ph­¬ng tr×nh cho tr­íc; sau ®ã, ta tiÕn hµnh mét b­íc trong lËp luËn cho ®iÒu kiÖn ®ñ cña bµi to¸n mµ th«ng th­êng gäi lµ “nhÈm nghiÖm” ®Ó chØ ra r»ng ph­¬ng tr×nh chØ cã bao nhiªu nghiÖm ®ã th«i vµ hoµn tÊt lêi gi¶i.
1. Sö dông ®¹o hµm ®Ó gi¶i ph­¬ng tr×nh.

Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ t×m hiÓu mét sè øng dông trùc tiÕp cña ®¹o hµm vµo gi¶i ph­¬ng tr×nh vµ thÊy r»ng cã nhiÒu bµi to¸n th× ®©y lµ c¸ch duy nhÊt cã thÓ thùc hiÖn ®­îc.

Tr­íc hÕt, ta cã nh÷ng kÕt qu¶ quen thuéc sau:

(1) Trªn miÒn x¸c ®Þnh 
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 ®¬n ®iÖu vµ ph­¬ng tr×nh 
[image: image9.wmf]()0

fx

=

 cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm.
(2) NÕu hµm sè 
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 liªn tôc trªn 
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(3) Gi¶ sö 
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 cã ®¹o hµm ®Õn cÊp 
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 Khi ®ã, nÕu ph­¬ng tr×nh 
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 chØ cã tèi ®a 
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 nghiÖm. (hÖ qu¶ cña ®Þnh lÝ Rolle).

(4) NÕu hµm sè 
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 liªn tôc trªn ®o¹n 
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 vµ cã ®¹o hµm trªn kho¶ng 
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V× vËy, viÖc tr×nh bµy lêi gi¶i bµi to¸n theo ý nµy cã thÓ qua hai b­íc chÝnh lµ:

· Dïng ®¹o hµm chøng minh ph­¬ng tr×nh cã kh«ng qu¸ k nghiÖm.

· ChØ ra ®­îc ®Çy ®ñ k nghiÖm ®ã (hoÆc chøng minh ®Ò kh«ng yªu cÇu t×m nghiÖm mµ chØ dõng l¹i ë viÖc x¸c ®Þnh sè nghiÖm th× ta dïng ®Þnh lÝ hµm liªn tôc ®Ó chØ ra nh÷ng kho¶ng chøa nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh råi kÕt luËn).
VÝ dô 1: Gi¶i PT:
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Lêi gi¶i. Ta thÊy víi ph­¬ng tr×nh nµy, c¸ch ®Æt Èn phô hay biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng kh«ng cßn t¸c dông n÷a. 

Ta sÏ gi¶i bµi nµy rÊt dÔ dµng b»ng ®¹o hµm nh­ sau:
§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña ph­¬ng tr×nh lµ: 
[image: image28.wmf]1

x

>-

.

XÐt hµm sè: 
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Nh­ng do 
[image: image31.wmf]11

10010

1100

xx

xx

+>+>Þ>

++

, suy ra: 
[image: image32.wmf]'()0

fx

>

 tøc lµ hµm sè ®· cho ®ång biÕn hay ph­¬ng tr×nh ®· cho cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm.

H¬n n÷a, ta thÊy 
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VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 
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Ta xÐt thªm mét vÝ dô n÷a ®Ó thÊy t¸c dông cña c«ng cô nµy.

VÝ dô 2. Gi¶i ph­¬ng tr×nh: 
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Lêi gi¶i. §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh: 
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Suy ra ph­¬ng tr×nh ®· cho cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. Ta dÔ dµng nhÈm ®­îc nghiÖm ®ã lµ 
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VÝ dô 3. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh sau cã ®óng mét nghiÖm d­¬ng:
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Lêi gi¶i. XÐt hµm sè: 
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 lµ hµm ®ång biÕn hay ph­¬ng tr×nh ®· cho cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm.

H¬n n÷a: 
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nªn suy ra ph­¬ng tr×nh ®· cho cã Ýt nhÊt mét nghiÖm thuéc 
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Tõ hai ®iÒu nµy suy ra ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ®óng mét nghiÖm d­¬ng.
Ta cã ®pcm.

VÝ dô 4.  Gi¶i ph­¬ng tr×nh: 
[image: image47.wmf]41

x

x

=+

.
Lêi gi¶i. Râ rµng khi ®øng tr­íc nh÷ng ph­¬ng tr×nh ë d¹ng hçn hîp, võa cã hµm sè mò, võa cã hµm tuyÕn tÝnh thÕ nµy, ta còng kh«ng thÓ ¸p dông c¸c biÕn ®æi ®¹i sè th«ng th­êng. ViÖc sö dông c¸ch ®¹o hµm ®Ó kh¶o s¸t hµm sè lµ tÊt yÕu.
XÐt hµm sè 
[image: image48.wmf]()4(1)

x

fxx

=-+

. 

Ta cã: 
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H¬n n÷a, ta nhÈm ®­îc hai nghiÖm nµy lµ 
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VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 
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VÝ dô 5. Gi¶i ph­¬ng tr×nh: 
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Lêi gi¶i. Ph­¬ng tr×nh ®· cho cã d¹ng: 
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XÐt hµm sè: 
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 lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh trªn.

Ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ: 
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Râ rµng hµm sè nµy liªn tôc trªn 
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 nªn theo ®Þnh lÝ Lagrange th× tån t¹i 
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Ph­¬ng tr×nh nµy cã ®óng hai nghiÖm lµ 
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 lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho th× nã ph¶i thuéc 
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VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 
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2. Sö dông ®¹o hµm ®Ó gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh.
Nh÷ng øng dông cña ®¹o hµm trong viÖc gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh xoay quanh mét sè vÊn ®Ò chñ yÕu lµ:

· T×m ®­îc mét quan hÖ gi÷a c¸c biÕn trong mét ph­¬ng tr×nh nµo ®ã cña hÖ ®Ó thÕ vµo c¸c ph­¬ng tr×nh kh¸c råi gi¶i.
· Dïng tÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm sè ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n vÒ hÖ lÆp.

VÝ dô 6. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh:
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Lêi gi¶i. Ta thÊy bµi to¸n d¹ng nµy rÊt ®Æc tr­ng cho ph­¬ng ph¸p ®­îc nªu vµ c¸ch ra ®Ò nµy còng th­êng hay ®­îc sö dông trong c¸c ®Ò thi C§ - §H, thi HSG.
§iÒu quan träng lµ cÇn chøng minh ®­îc 
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§iÒu nµy còng kh«ng khã, tõ ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta thÊy:
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 lµ hµm nghÞch biÕn. Ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña thùc chÊt lµ: 
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Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta ®­îc: 
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VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 
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VÝ dô 7. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh:
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Lêi gi¶i. XÐt hµm sè: 
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Suy ra 
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Gi¶ sö 
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Ta thay l¹i vµo hÖ trªn, quy vÒ viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh:
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L¹i xÐt hµm sè: 
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H¬n n÷a, ta thÊy ph­¬ng tr×nh 
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Tõ ®ã suy ra hÖ ®· cho ®óng 1 nghiÖm lµ 
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Bµi tËp ¸p dông:
1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau:
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2. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau:
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3. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau: 
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4. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau:
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5. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau:
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6. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau:
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7. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh:
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2. Sö dông ®¹o hµm ®Ó gi¶i ph­¬ng tr×nh vµ bÊt ph­¬ng tr×nh
Lêi gi¶i
50. Gi¶i ph­¬ng tr×nh:
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Suy ra ph­¬ng tr×nh 
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Ta l¹i thÊy 
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VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 
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T­¬ng tù c©u (a), ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm lµ 
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XÐt hµm sè: 
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Suy ra hµm sè nµy ®ång biÕn vµ ph­¬ng tr×nh 
[image: image115.wmf]()0

fx

=

 cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. H¬n n÷a:  
[image: image116.wmf](

)

32

(1)(1)2(1)3ln(1)(1)10

f

-=-+×-++-+-+=


nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 
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XÐt hµm sè 
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Suy ra hµm sè nµy ®ång biÕn vµ ph­¬ng tr×nh 
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VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 
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51. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh:
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Ph­¬ng tr×nh ®· cho viÕt l¹i lµ: 
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Suy ra vÕ tr¸i lµ hµm sè ®ång biÕn theo biÕn x, vÕ ph¶i lµ hµm nghÞch biÕn theo biÕn x nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm.

Ta thay 
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