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Ph−¬ng tr×nh hµm trªn N 
 

“Toán học không phải là một quyển sách chỉ gói gọn giữa các tờ bìa mà người ta chỉ cần 
kiên nhẫn ñọc hết nội dung, toán học cũng không phải là một vùng mỏ quý mà ngời ta chỉ 
cần có thời gian ñể khai thác; toán học cũng không phải là một cánh ñồng sẽ bị bạc màu 
vì những vụ thu hoạch; toán học cũng không phải là lục ñịa hay ñại dương mà ta có thể 
vẽ chúng lại ñược. Toán học không có những giới hạn như không gian mà trong ñó nó 
cảm thấy quá chật chội cho những khát vọng của nó; khả năng của toán học là vô hạn như 
bầu trời ñầy các vì sao; ta không thể giới hạn toán học trong những quy tắc hay ñịnh 
nghĩa vì nó cũng giống như cuộc sống luôn luôn tiến hóa”. 

Sylvester 
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I. LÝ thuyÕt 
1. ¸nh x¹ 
A) §Þnh nghÜa 
Cho hai tËp hîp kh¸c rçng X vµ Y. NÕu víi mét phÇn tö x bÊt k× thuéc X quy t¾c f 
cho ta x¸c ®Þnh duy nhÊt mét phÇn tö y thuéc Y th× ta gäi f lµ mét ¸nh x¹ ®i tõ X 
vµo Y. KÝ hiÖu f : X Y→ . X lµ tËp x¸c ®Þnh ; Y lµ tËp gi¸ trÞ. 
B) §¬n ¸nh, toµn ¸nh, song ¸nh 
a) §¬n ¸nh 
¸nh x¹ f : X Y→  ®−îc gäi lµ ®¬n ¸nh nÕu nh− víi mäi x1, x2 ∈ X vµ x1 ≠ x2 th× 
f(x1) ≠ f(x2). 
Chó ý : muèn CM f lµ ®¬n ¸nh th× ta gi¶ sö f(a) = f(b) tõ ®ã ta suy ra a = b. 
ViÖc CM lµ f lµ ®¬n ¸nh lµ mét c«ng cô rÊt tèt trong viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh hµm. 
b) Toµn ¸nh 
¸nh x¹ f : X Y→  ®−îc gäi lµ toµn ¸nh nÕu nh− víi mäi phÇn tö y ∈ Y ®Òu tån 
t¹i phÇn tö x ∈ X tháa mCn f(x) = y. 
c) Song ¸nh 
¸nh x¹ f : X Y→  ®−îc gäi lµ song ¸nh nÕu nh− nã võa lµ ®¬n ¸nh võa lµ toµn 
¸nh. 
2. Hµm sè 
A) §Þnh nghÜa 
Cho X, Y ∈ R. Mét ¸nh x¹ f : X Y→  ®−îc gäi lµ mét hµm sè tõ tËp X ®Õn tËp 
Y kÝ hiÖu lµ f : X Y→  hay y = f(x). 
 
3. CÊp sè céng, cÊp sè nh©n 
Trong mét sè tr−êng hîp hµm sè cã thÓ coi lµ mét dCy sè khi gi¶i ph−¬ng tr×nh hµm 
trªn N th× viÖc ¸p dông trùc tiÕp cÊp céng vµ cÊp sè nh©n khiÕn lêi gi¶i trë lªn ng¾n 
gän. 
A) CÊp sè céng 
Cho dCy an : 1n na a d−= +  (d lµ h»ng sè) n ≥ 2 gäi lµ mét cÊp sè céng c«ng sai d. 

TÝnh chÊt: 1 1

2
k k

k

a a
a − ++=  víi mäi k ∈ [2; n – 1]. 

C«ng thøc tÝnh sè h¹ng tæng qu¸t cña cÊp sè céng 1 ( 1)na a n d= + − . 

B)CÊp sã nh©n 
Cho dCy an : 1n na a q−=  (q # 0, n ≥ 2) gäi lµ cÊp sè céng c«ng béi lµ q. 

C«ng thøc tÝnh sè h¹ng tæng qu¸t 1
1

n
na a q −= . 
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II. C¸c ph−¬ng ph¸p gi¶i 
Mét sè l−u ý khi gi¶i ph−¬ng tr×nh hµm 
♦ Sö dông c¸c phÐp thÕ cã thÓ ®Ó ®¬n gi¶n ph−¬ng tr×nh hµm. 
♦ Nªn sö dông tÝch chÊt ®¬n ¸nh nÕu cã cña hµm sè. 
♦ Thay cã gi¸ trÞ ®Æc biÖt c¸c ®iÓm cùc biªn ( nguyªn lý cùc h¹n ) t×m ra c¸c 
®iÓm bÊt ®éng. 
♦ Nguyªn lý quy n¹p lµ mét c«ng cô hiÖu qu¶ trong qu¸ tr×nh gi¶i ph−¬ng 
tr×nh hµm tuy nhiªn chóng ta ph¶i lùa chän ®óng “®iÓm r¬i”. 
 
Tr−íc khi tr×nh bµy ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh hµm ta xÐt mét bµi to¸n cæ sau 
Vespasien lµ Hoµng ®Õ La M8 thÕ kØ thø nhÊt tõ n¨m 69 ®Õn n¨m 79 theo d−¬ng 
lÞch. ThêiÊy cã Josephus lµ nhµ viÕt sö bÞ Vespasien truy n8 v× can téi chèng l¹i 
triÒu ®×nh. Tôc truyÒn r»ng Vespasein t×m ®−îc ham Èn n¸u cña 100 ng−êi chèng 
®èi vµ kª gäi hä ra hµng, nÕu kh«ng sÏ tµn s¸t tÊt c¶. §a sè muèn tù s¸t, quyÕt 
kh«ng ®Çu hµng, chØ cã mét ng−êi nãi nhá víi Josephus lµ v× hoµn c¶ng riªng muèn 
®Çu hµng ®Ó sèng. Josephus rÊt th«ng c¶m víi ng−êi nµy vµ ®Æt ra quy t¾c sau, 
®−îc tÊt c¶ mäi ng−êi nhÊt chÝ thi hµnh : 100 ng−êi ®øng thµnh vßng trßn ®¸nh sè 
tõ 1 ®Õn 100 theo chiÒu kim ®ång hå. Ng−êi thø nhÊt cÇm dao ®Õm 1 råi ®−a cho 
ng−êi thø 2, ng−êi thø 2 ®Õm 2 råi tù s¸t. Ng−êi thø 3 cÇm dao vµ l¹i ®Õm 1, råi 
®−a dao cho ng−êi thø 4, ng−ëi thø 4 ®Õm 2 råi tù s¸t … Cø nh− thÕ mµ tiÕp tôc 
vßng nµy qua vßng kh¸c. Cuèi cïng cßn mét ng−êi sèng. Hái Josephus ph¶i s¾p 
xÕp ng−êi muèn sèng ë vÞ trÝ nµo ? 
Bµi to¸n Josephus  
Gi¶ sö Josephus cã n – 1 b¹n ; n ng−êi nµy ®óng thµnh vßng trßn ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 
n theo chiªu kim ®ång hå vµ tù s¸t theo quy t¾c nh− trªn. Gäi f(n) lµ vÞ trÝ cña 
ng−êi sèng sãt duy nhÊt. T×m f(n). 
Albert Einstein ®8 nãi “Ph−¬ng tr×nh quan träng h¬n chÝnh trÞ, v× chÝnh trÞ cho 
hiÖn ®¹i cßn ph−¬ng tr×nh cho vÜnh cöu” Trªn con ®−êng ph¸t triÓn cña ph−¬ng 
tr×nh th× ph−¬ng tr×nh hµm ra ®êi vµ tõ khi ph¸t triÓn ®Õn giê ph−¬ng tr×nh hµm 
lu«n lµ mét lÜnh v−îc khã vµ th−êng xuyªn xuÊt hiÖn trong c¸c cuéc thi häc sinh 
giái tØnh, quèc gia vµ quèc tÕ trong c¸c bµi to¸n ph−¬ng tr×nh hµm th× Èn kh«ng 
ph¶i lµ mét ®¹i l−îng x¸c ®Þnh mµ lµ mét hµm sè. Gièng nh− bµi to¸n cña Josephus 
nã lµ mét bµi ph−¬ng tr×nh hµm theo t«i lµ cæ nhÊt nã lµ mét bµi to¸n rÊt hay b¹n 
hay thö gi¶i nã xem nh− bµi më ®Çu "V¹n sù khëi ®Çu nan". 
 

1. BÊt ®¼ng thøc vµ thø tù trªn N trong ph−¬ng tr×nh hµm 
A) LÝ thuyÕt 
Thø tù s¾p xÕp trªn N cã tÝnh chÊt rÊt ®¬n gi¶n nh−ng mang ®Æc tr−ng cña sè tù 
nhiªn còng nh− sè nguyªn lµ k < f(x) < k + 2 ta lu«n cã  f(x) = k + 1 (k lµ mét sè 
nguyªn). Víi viÖc kÕt hîp tÝnh chÊt trªn víi sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi bÊt ®¼ng 
thøc chóng ta cã thÓ kÑp hµm f trong mét kho¶ng gi¸ trÞ råi xÐt lo¹i ®i nh÷ng 
tr−êng hîp m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt cuèi cïng ®−a ta ®Õn hµm cÇn t×m. 
 
B) VÝ dô 
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VÝ dô 1) T×m tÊt c¶ c¸c hµm f: * *N N→  tháa mCn 
i) f(n + 19) ≤  f(n) + 19 
ii) f(n + 94) ≥  f(n) + 94 
Gi¶i 
Ta thÊy hai B§T trªn lµ hai bÊt ®¶ng thøc kh«ng chÆt chóng l¹i ng−îc nhau lªn ta 
sÏ t×m c¸ch CM chóng quy vÒ 2 B§T cã 2 vÕ gièng nhau nh−ng dÊu cña B§T thøc 
kh¸c nhau. 
Ta cã : f(n + 19k) ≤ f(n) + 19k ( k ∈ N* ) 
f(n + 19k) = f((n + 19k – 94) + 94) ≥ f(n + 19k – 94) + 94 
Ta chän k sao cho 19k – 94 ®¹t min trªn N* dÔ thÊy k = 5 th× 19k – 94 =1 
Tøc lµ f(n) + 95 ≥  f(n + 1) + 94 
¸p dông liªn tiÕp cã f(n + 94) ≤ 1 + f(n + 93) ≤....≤ 93 + f(n +1) ≤ 94 + f(n) 
Suy ra f(n) + 94 = 93 + f(n + 1) hay f(n + 1) = f(n) + 1 
VËy f(n) = a + n – 1 víi f(1) = a. 
NhËn xÐt : Víi bµi to¸n trªn tõ c¸c gi¶i ta hoµn toµn cã thÓ tæng qu¸t ®−îc viÖc nµy 
t«i dµnh cho c¸c b¹n l−u ý cµng tæng qu¸t cµng tèt nh−ng còng ph¶i gi¶i ®−îc. 
 
VÝ dô 2) T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f:  * *N N→  tháa mCn víi mäi a,b ∈ N* th× a, 
f(b), f(b + f(a) – 1) lµ ba c¹nh cña mét tam gi¸c. 
 IMO_2009 
Thay a = 1 cã 1, f(b), f(b + f(1) – 1) lµ 3 c¹nh cña mét tam gi¸c cã  
 f(b) + 1 > f(b + f(1) – 1) > f(b) – 1 suy ra f(b) = f(b + f(1) – 1). 
Ta sÏ CM f(1) = 1 
Thay a = a + k(f(1) – 1) ta ®−îc a + k(f(1) – 1), f(b), f(b + f(a + k(f(1) – 1) – 1) lµ 
ba c¹nh cña mét tam gi¸c. Mµ ta cã f(b) = f(b + f(1) -1) nªn 
f(b + f(a + k(f(1) – 1) – 1) = f(b + f(a + (k – 1)(f(1) – 1) – 1) = …. = f(b + f(a) – 1). 
⇒  a + k(f(1) – 1), f(b), f(b + f(a) – 1) ⇒  f(b) + f(b + f(a) – 1) > a + k(f(1) – 1) 
NÕu a,b cho lµ mét h»ng sè th× khi k → +∞  th× bÊt ®¼ng thøc trªn ®óng khi f(1) = 1. 
Thay b = 1 ta cã a, f(1), f(f(a)) lµ 3 c¹nh cña mét tam gi¸c ⇒  f(f(a)) = a. 
⇒  f lµ ®¬n ¸nh . 
§Æt f(2) = x. Cã f(x) = 2. 
Thay a =2; b = x ta cã 2, 2, f(x + f(2) – 1) lµ 3 c¹nh cña mét tam gi¸c. 
⇒  4 > f(x + f(2) – 1) > 0. 
NÕu f(x + f(2) – 1) = 1 = f(1) ⇒  x + f(2) – 1 = 1⇒  x < 2 (m©u thuÉn) 
NÕu f(x + f(2) – 1) = 2 = f(x) ⇒  x + f(2) – 1 = x ⇒  f(2) = 1 (m©u thuÉn) 
VËy f(x + f(2) – 1) = 3. 
Ta CM f(x + f(n) – 1) = n + 1. (*) 
Ta thÊy (*) ®óng víi n = 1,2. 
Gi¶ sö (*) ®óng víi n < k. Ta ®i CM (*) ®óng víi n = k.  
ThËt vËy: thay a = k; b = x ta cã k, 2, f(x + f(k) – 1) lµ 3 c¹nh cña mét tam gi¸c. 
⇒  k + 2 > f(x + f(k) – 1) >k – 2. 
NÕu f(x + f(k) – 1) = k – 1 = f(x + f(k – 2) – 1) (m©u thuÉn) 
NÕu f(x + f(k) – 1) = k = f(x + f(k – 1) – 1) (m©u thuÉn) ⇒  ®pcm. 
Ta cã f(x + f(n) – 1) = f(f(n + 1)) 
⇒  x + f(n) – 1 = f(n + 1) 
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⇒  f(n + 1) = n(x – 1) + 1 thay vµo n + 1 = f(f(n + 1)). 
⇒  f(n) = n. 
VËy f(n) = n. 
 
VÝ dô 3) T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f: * *N N→  tháa mCn  
 f(f(n)) < f(n + 1) víi mäi n ∈ N* 
 IMO 1997 
Chó ý: Mäi tËp hîp kh¸c rçng lµ tËp con cña N th× lu«n tån t¹i phÇn tö nhá nhÊt. 
Mäi tËp hîp h÷u h¹n lµ tËp con cña N th× lu«n tån t¹i phÇn tö lín nhÊt vµ nhá 
nhÊt. 
Gi¶i 
Gäi m = min{f(n), n ∈ N*} 
VËy lu«n tån t¹i x∈ N* sao cho f(x) = m. 
NÕu x > 1 th× m = f(x) > f(f(x – 1)) ≥ m m©u thuÉn. 
⇒  x = 1 ⇒  f(2) > f(1). 
T−¬ng tù chän m1 = min{f(n), n ∈ N* vµ n >1} 
⇒  m1 = 2 ⇒  f(3) > f(2) 
VËy ta cã f(1) < f(2) < ……...< f(n)<… 
V× f(1) ≥ 1 nªn f(n) ≥ n. 
Gi¶ sö tån t¹i mét sè k tháa mCn f(k) > k + 1. 
Cã f(f(k)) > f(k + 1) > f(f(n)) m©u thuÉn. 
V©y f(n) = n. 
NhËn xÐt: Bµi to¸n trªn ta ®C xÐt phÇn tö nhá nhÊt cña tËp gi¸ trÞ theo to¸n rêi r¹c 
th× ®©y ®−îc gäi lµ nguyªn lý cùc h¹n. Trong nhiÒu bµi to¸n ta ¸p dông nguyªn lý 
cùc h¹n sÏ rÊt cã lîi vµ nhiÒu khi nã cã thÓ gióp ta gi¶i hoµn toµn bµi to¸n ®ã gièng 
nh− vÝ dô 3. 
 
VÝ dô 4) T×m tÊt c¶ hµm f : * *N N→  tháa mCn víi mäi n ∈ N* cã 
 f(n) + f(n + 1) = f(n + 2).f(n + 3) – 1996. (1) 
  VMO_1996A 
Gi¶i 
Thay n b»ng n + 1 cã 
 f(n + 1) + f(n + 2) = f(n +3).f(n + 4) – 1996.  (2) 
Trõ tõng vÕ cña (1) cho (2) ta ®−îc 

  [ ]( ) ( 2) ( 3) ( 2) ( 4)f n f n f n f n f n− + = + + − +  (*) 

Ta CM f(n) ≤ f(n + 2) nh−ng tr−íc hÕt ta CM f(1) ≤ f(3). ThËt vËy nÕu f(1) > f(3). 
Tõ (*) quy n¹p cã f(2m + 1) > f(2m + 3) víi mäi m ∈ N. 

(1) (3) (5) ....f f f⇒ > > >  ®©y lµ dCy v« tËn c¸c sè tù nhiªn gi¶m dÇn tõ f(1) v« lÝ. 
T−¬ng tù cã f(2) ≤ f(4). VËy quy n¹p ta cã f(n) ≤ f(n + 2). 
(1) 1996 ( ) ( 1) ( 2) ( 3) 0f n f n f n f n⇔ + + + − + + = . 

1996 ( 2) ( 3) ( 2) ( 3) 0f n f n f n f n⇔ + + + + − + + ≥  
1997 ( ( 2) 1)( ( 3) 1) 0f n f n⇔ − + − + − ≥ (**) 

Ta thÊy nÕu f(n) < f(n+2) th× khi n→ +∞  th× ( ( 2) 1)( ( 3) 1)f n f n+ − + − → +∞  m©u 
thuÉn víi (**). 
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VËy chØ cã 3 TH sau x¶y ra 

TH1 NÕu 
(2 )

(2 1)

f n a

f n b

=
 + =

  

Khi ®ã (a – 1)(b – 1) = 1997 mµ 1997 lµ sè nguyªn tè cã  
2

1998

1998

2

a

b

a

b

 =
 =
 =
 =

  ⇒  f(2n) = 2, f(2n + 1) = 1998 hoÆc ng−îc l¹i. 

Thö l¹i ta thÊy tháa mCn. 
TH 2 NÕu f(2n) lµ h»ng sè f(2n + 1) kh«ng ph¶i lµ h»ng sè. 
NÕu f(2n) – 1 > 0 th× cã ( (2 ) 1)( (2 1) 1)n f n f n→ +∞ ⇒ − + − → +∞  m©u thuÉn víi 
(**) ⇒  f(2n) = 1. 
Tõ mét ta cã (2 ) (2 1) (2 2) (2 3) 1996f n f n f n f n+ + = + + − . 

(2 3) (2 1) 1997f n f n⇔ + = + + . 
VËy cã f(2n) = 1; f(2n + 1) = 1997n + f(1) víi f(1) tïy ý. 
TH3 f(2n) kh«ng ph¶i lµ h»ng sè f(2n + 1) lµ h»ng sè. T−¬ng tù TH2. 
NhËn xÐt: Bµi to¸n trªn ta ®½ sö dông tÝnh chÊt ®C nªu ë trong phÇn chó ý trªn. TÝnh 
chÊt nµy ®−îc ¸p dông rÊt nhiÒu tronh gi¶i ph−¬ng tr×nh hµm. 
 
VÝ dô 5) Cho hµm f : N N→  tháa mCn víi mäi m, n ∈ N th×  
 f(2) = 0, f(3) > 0 vµ f(9999) = 3333; f(m + n) – f(m) – f(n) = 0 hoÆc 1.(*) 
TÝnh f(1982). 
  IMO_1982 

0
(*) ( ) ( ) ( )

1
f m n f m f n


⇔ + = + + 


. 

Ta dÔ CM ®−îc f(1) = 0, f(3) = 1. B»ng quy n¹p ta CM f(3n) ≥ n. 
Ta thÊy nÕu f(3n) > n th× víi mäi m > n th× f(3m) > m. ThËt vËy cã 

0
(3( 1)) (3 ) (3) 1

1
f n f n f n


+ ≥ + + > +


. Mµ ta cã f(9999) = 3333⇒  víi mäi n ≤ 3333 

th× f(3n) = n. 

Ta cã (3 1)
1

n
f n

n


+ =  +

; 3 1 (9 3) (6 3) (3 1) 3 (3 1)n f n f n f n f n+ = + ≥ + + + ≥ + . 

⇒  f(3n + 1) = n. T−¬ng tù f(3n +2) = n. 

VËy cã ( )
3

n
f n

 =   
víi mäi n ≤ 3333 ⇒  f(1982) = 660. 

NhËn xÐt: MÊu chèt cña bµi to¸n n»m ë f(3n) ≥ n tuy nhiªu nÕu thiÕu ®i ®iÒu kiÖn 
f(2) = 0 vµ f(3) > 0 th× bµi to¸n trªn gi¶i ra sao ®©y? Ta xÐt bµi to¸n tæng qu¸t sau 
®©y. 
 
VÝ dô 6) Cho D = {1, 2, …, 2010}. Hµm sè f : D N→  tháa mCn víi mäi m,n ∈D 
mµ m + n ≤ 2010 th× 
 f(m) + f(n) ≤ f(m + n) ≤ f(m) + f(n) + 1. 
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Chøng minh r»ng tån t¹i sè thùc x sao cho víi mçi n ∈ D, th× f(n) = [nx]. 
(Víi [a] lµ sè nguyªn lín nhÊt kh«ng v−ît qu¸ a) 
Gi¶i 

Ta thÊy [ ] ( ) ( ) 1
( )

f n f n
f n nx x

n n

+= ⇔ ≤ < . 

§Æt 
( )

max ;
f n

a n D
n

 = ∈ 
 

; 
( ) 1

min ;
f n

b n D
n

+ = ∈ 
 

. 

Ta cm a < b th× tån t¹i v« sè thùc x tháa mCn. 
Gäi h,k lÇn l−ît lµ c¸c sè nhá nhÊt thuéc D tháa mCn 

( ) ( ) 1
; ( ); ( ) 1.

f h f k
c b ch f h bk f k

h k

+= = ⇒ = = +  

[ ]1; 1 ; ( )m h f m mc⇒∀ ∈ − <  vµ [ ]1; 1 ; ( ) 1n k f n nb∀ ∈ − + > . 

TH1 k = h th× f(h) = f(k) < f(k) + 1 ⇒  hc < kb ⇒  c < b. 
TH2 k > h ®Æt k = h + p víi p∈[1; k – 1]. 
Cã kb = f(k) + 1 = f(h + p) + 1 ≥ f(h) + f(p) + 1 > hc + pb 
⇒  hb > hc ⇒  b > c. 
TH3 k < h ®Æt h = k +p víi p∈[1; h – 1]. 
Cã hc = f(h) = f(k + p) ≤ f(k) + f(p) + 1 < kb + pc. 
⇒  kc < kb ⇒  c < b.⇒  ®pcm. 
Ta thÊy trong c¸ch CM trªn th× con sè 2010 kh«ng hÒ cã tÝnh chÊt g× trong bµi to¸n  
chØ lµ nã lµ mét sè > 1. Quay l¹i vÝ dô 5 tõ (*) ta cã  
 f(m) + f(n) ≤ f(m + n) ≤ f(m) + f(n) + 1. 

Khi ®ã [ ] 1 3334 1982 1982.3334
(9999) 9999 3333 1982

3 9999 3 9999
f x x x= = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <  

⇒  f(1982) = [1982x] = 660. 
NhËn xÐt: Hai ®iÒu kiÖn gi¶ thiÕt cho lµ thõa vµ cã thÓ CM ®−îc gi¶ thiÕt ®ã t−¬ng 
tù nh− trªn. Chóng ta hoµn toµn cã thÓ tæng qu¸t thªm b»ng c¸ch thay sè 2010 
thµnh n tïy ý > 1 bµi to¸n vÉn ®−îc gi¶i quyÕt. ë k× thi USAMO_1997 th× con sè 
2010 ®−îc thay bëi 1997. 
 
C) Bµi tËp 
Bµi 1. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn  

i. f(1) = 1. 
ii. ( ( )) ( 2) 1 ( 1) ( ( 1))f f n f n f n f f n+ + = + + . 

Bµi 2. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 
i. f(x + 22) = f(x). 
ii. f(x2y) = f(x)2f(y). 

  Austrian_2002 
Bµi 3. Cho f : * *N N→  tháa mCn 

i. f lµ hµm t¨ng. 
ii. f(mn) = f(m).f(n). 
iii. Víi m ≠  n vµ n mm n=  th× f(m) = n hoÆc f(n) = m. 

Bµi 4. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 
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i. f t¨ng thùc sù trªn N*. 
ii. f(mn) = f(m)f(n) víi (m,n) = 1. 
iii. f(2) = 2. 

Bµi 5. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 

          1002( ) 2003 ( ) 2004 2005f n f n n+ = +  víi ( ) ( (....( ( ))....)m

mlanf

f n f f f n=
144424443 . 

Bµi 6. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 
i. f t¨ng thùc sù trªn N*. 
ii. f(yf(x)) = x2f(xy). 

  Cono Sur Olympiad_1995 
Bµi 7. DCy sè nguyªn d−¬ng (sn) tháa mCn 0 m n m ns s s K+≤ − − ≤ ; m,n = 1, 2, 3… 

víi K lµ mét sè nguyªn d−¬ng. Víi N lµ sè nguyªn d−¬ng tïy ý, tån t¹i hay kh«ng 
c¸c sè thùc a1, a2, … aK sao cho  

 [ ] [ ]
1

, 1,
K

n k
k

s a n n N
=

= ∈∑ . 

  (Tæng qu¸t cña vÝ dô 6) 
Bµi 8. Không có gì hủy hoại những khả năng toán học bằng thói quen tiếp 
nhận những phương pháp giải có sẵn mà không hề tự hỏi vì sao cần giải 
ñúng như thế và làm thế nào ñể có thể tự nghĩ ra ñiều ñó. 
W.W. Sawyer 
HCy cho biÕt t¹i sao c¸c vÝ dô l¹i ®−îc gi¶i nh− thÕ cã c¸ch gi¶i nµo kh¸c kh«ng? 
ðừng quá lo lắng về những khó khăn bạn gặp phải trong Toán học. Tôi dám 
chắc tôi còn gặp nhiều khó khăn hơn bạn. 
ALBERT EINSTEIN 
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2.  Ph−¬ng tr×nh hµm sö dông tÝnh chÊt sè häc 
C¸c tÝnh chÊt sè häc nh− sù chia hÕt, ®ång d−, sè nguyªn tè, khai triÓn chÝnh t¾c…. 
cã thÓ ¸p dông trong viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh hµm. Ph−¬ng ph¸p nµy ®−îc chia thµnh 
2 phÇn nhá cã øng dông t−¬ng ®−¬ng nhau trong viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh hµm (theo 
ý kiÕn cña t«i). 
 PhÇn 1. C¸c tÝnh chÊt sè häc trong ph−¬ng tr×nh hµm 
VÒ lÝ thuyÕt cña phÇn nµy th× b¹n chØ cÇn nhí c¸c tÝnh chÊt sè häc vÒ ®ång d−, sù 
chia hÕt khai triÓn chÝnh t¾c, ®Þnh lý phÇn d− Trung Hoa, ..... 
A) VÝ dô 

VÝ dô 1. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 

 2 2( ) ( )f x y f y x+ +M  víi mäi x, y ∈ N* (*) 
Gi¶i 
Thay x = y =1 vµo (*) ta ®−îc f(1)2 + 1 M  f(1) + 1 ⇒  f(1) = 1. 
Thay y = 1 vµo (*) ta cã f(x)2 + 1 M  f(1) + x2 ⇒  f(x) ≥ x. 
Thay x = 1 vµo (*) ta cã f(1) + y M  f(y) + 1 ⇒  y ≥ f(y). 
VËy f(x) = x. 
 

VÝ dô 2.Gi¶ sö hµm sè f : * *N N→  tháa mCn  

 ( )2009( ) ( ) ( )m n f m f n+ +M  víi mäi m, n ∈ N*. 

CMR f(1), f(2), f(3), … lµ cÊp sè céng víi c«ng sai d−¬ng. 
  OLP30/4_2009 
Gi¶i  
Tr−íc tiªn ta ®i CM f lµ ®¬n ¸nh. 
Gi¶ sö f kh«ng ph¶i lµ ®¬n ¸nh ⇒  ∃ a, b ∈ N* tháa mCn a < b vµ f(a) = f(b). 
Cã (a + n)2009 M  (f(a) + f(n)) vµ (b + n)2009 M  (f(b) + f(n)) = f(a) + f(n) 
⇒  ( )2009 2009( ) , ( ) ( ) ( ) 2a n b n f a f n+ + = + ≥   

( ), 1a n b n⇒ + + ≠  ( , ) 1a n b a⇒ + − ≠  (thuËt to¸n ¬clÝt) 

Thay n = p – a víi p lµ sè nguyªn tè > b . cã ( , ) 1p b a− ≠  m©u thuÉn. 
VËy f lµ ®¬n ¸nh. 
Víi t tïy ý thuéc N* ta cã 2009( ) ( ( ) ( ))n t f n f t+ +M  vµ 2009( 1) ( ( ) ( 1))n t f n f t+ + + +M . 

Mµ ( ) ( )2009 2009, 1 1 ( ) , ( 1) 1n t n t n t n t+ + + = ⇒ + + + =  

( )( ) ( ), ( ) ( 1) 1f n f t f n f t⇒ + + + =  ⇒  ( )( ) ( ), ( 1) ( ) 1f n f t f t f t+ + − = . 

Ta CM f(t + 1) – f(t) = ± 1 (*) 
Gi¶ sö f(t + 1) – f(t) ≠  ± 1 mµ f lµ ®¬n ¸nh nªn f(t + 1) – f(t) ≠  0. 
Gäi p lµ −íc nguyªn tè cña f(t + 1) – f(t). 

Cã 2009( ) ( ( ) ( ))n t f n f t+ +M  thay n = pk – t (k ∈ N* tháa mCn pk > t). 
2009 ( ( ) ( ))k kp f p t f t⇒ − +M  ( ) ( )kf p t f t p⇒ − + M . 

( )( ) ( ), ( 1) ( )kf p t f t f t f t p⇒ − + + − =  m©u thuÉn. 

VËy f(t + 1) – f(t) = ± 1. 
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NÕu f(t + 1) = f(t) – 1 th× f lµ hµm gi¶m nghiªm ngÆt m©u thuÉn víi tËp gi¸ trÞ cña f 
lµ tËp sè nguyªn d−¬ng lu«n cã phÇn tö nhá nhÊt. 
⇒  f(t + 1) = f(t) + 1 ⇒  ®pcm. 
NhËn xÐt: NÕu tinh ý th× tõ gi¶ thiÕt ta thÊy f(n) = n tháa mCn ®Ò bµi tõ ®ã khiÕn ta 
nghÜa ®Õn viÖc CM ®¼ng thøc (*) mÊu chèt cña bµi to¸n. Trong bµi to¸n trªn ta sö 
dông thuËt to¸n ¥clit trong t×m −íc chung lín nhÊt. 
 
VÝ dô 3. Tån t¹i hay kh«ng mét song ¸nh f : * *N N→  tháa mCn 
 (1) (2) (3) ..... ( )f f f f n n+ + + + M  
Gi¶i 
Ta thÊy bµi to¸n trªn cho f lµ mét song ¸nh lµ bµi to¸n trë nªn khã kh¨n tuy nhiªn 
®Ò chØ hái cã tån t¹i hay kh«ng ta chØ cÇn chØ ra mét song ¸nh tháa mCn lµ ®−îc. 
Ta dùng hµm f nh− sau f(1) = 1, f(2) = 3, f(3) = 2 gi¶ sö ta x¸c ®Þnh ®−îc f(1), f(2) 
… f(k). Gäi n lµ sè nguyªn nhá nhÊt kh«ng thuéc c¸c sè trong dCy. Theo ®Þnh lý 
thÆng d− Trung Hoa lu«n tån t¹i m tháa mCn. 

( (1) (2) (3) ... ( ))(mod( 1))m f f f f k k≡ − + + + + +  

( (1) (2) (3) ... ( ) )(mod( 2))m f f f f k n k≡ − + + + + + +  
Khi ®ã f(k + 1) = m, f(k + 2) = n. 
 
TiÕp theo ta xÐt ®Õn khai triÓn chÝnh t¾c. 
Chó ý :  
§Þnh lÝ c¬ b¶n cña sè häc: Cho n lµ sè nguyªn d−¬ng lín h¬n 1. Khi ®ã n lu«n cã 
thÓ biÓu diÔn ®−îc mét c¸ch duy nhÊt (hiÓu theo nghÜa kh«ng tÝnh ®Õn viÖc s¾p xÕp 
thø tù c¸c nh©n tö) d−íi d¹ng sau 

 
1 2

1 2 ...... kqq q
kn p p p=  

 
VÝ dô 4. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : *N N→  tháa mCn 

i. f(mn) = f(m) + f(n). 
ii. f(30) = 0. 
iii. f(n) = 0 nÕu n ≡ 7 (mod 10). 

Gi¶i 
Cã f(30) = f(2) + f(5) + f(3) = 0. 
⇒  f(2) = f(3) = f(5) = 0. 
Víi x lµ mét sè nguyªn d−¬ng tïy ý cã 1 22 5p px k=  víi k kh«ng chia hÕt cho 2 vµ 5 
⇒  f(x) = f(k) vµ k cã tËn cïng lµ 1, 3, 7, 9. 
NÕu k ≡ 7 (mod 10) ⇒  f(k) = 0. 
NÕu k ≡ 1 (mod 10). Thay m = 7, n = k vµo (i) cã  f(7k) = f(7) + f(k) = f(k). 
Mµ 7k ≡ 7 (mod 10) ⇒  f(k) = 0. 
NÕu k ≡ 3 (mod 10). Thay m = 7, n = k vµo (i) cã f(7k) = f(7) + f(k) = f(k). 
Mµ 7k ≡ 1 (mod 10) ⇒  f(k) = 0.  
NÕu k ≡ 9 (mod 10). Thay m = 3, n = k vµo (i) cã f(3k) = f(3) + f(k) = f(k). 
Mµ 3k ≡ 7 (mod 10) ⇒  f(k) = 0. 
VËy f(n) = 0 víi mäi n∈N*. 
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VÝ dô 5. Cho sè k lÎ > 1. Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n ta x¸c ®Þnh f(n) lµ sè nguyªn 
kh«ng ©m lín nhÊt sao cho ( )1 2n f nk − M . X¸c ®Þnh c«ng thøc tÝnh f(n) theo k vµ n. 
 VMO_1991A 
Gi¶i 

Ta thÊy f(n) lµ sè mò cña 2 trong khai triÓn chÝnh t¾c cña 1nk − . 
Cã 4 2 2( 1)( 1)n n nk k k= + −  mµ 2nk  lµ sè chÝnh ph−¬ng lÎ ⇒  2 1nk +  kh«ng chia hÕt 
cho 4 chØ chia hÕt cho 2. (4 ) (2 ) 1f n f n⇒ = + . 

MÆt kh¸c ®Ó ý 1 21 ( 1)( ...... 1)n n nk k k k k− −− = − + + + + . 

NÕu n lÎ th× 1 2 ....... 1n nk k k− −+ + + +  kh«ng chia hÕt cho 2. 
⇒ f(n) = f(1) nÕu n lÎ. (1)  
    

XÐt hµm g(n) lµ sè nguyªn d−¬ng lín nhÊt sao cho 
( )1 2n g nk + M . 

Ta cã 2 11 1 ( ) (1 )(1 ( ) ( ) ...... ( ) )n n nk k k k k k −+ = − − = + + − + − + + − . 
T−¬ng tù cã nÕu n lÎ th× g(n) = g(1) 

Cã 4 2 2 1 2 11 ( 1)( 1)n n nk k k+ + +− = − +  ⇒  (4 2) (2 1) (2 1)f n f n g n+ = + + + . (2) 

VËy ta cã víi 2mn p=  (p lÎ) th× cã 

(1); 0
( )

( 1) (1) (1); 1

f m
f n

m f g m

=
=  − + + ≥

. 

Trong ®ã f(1) lµ sè mò cña 2 trong khai triÓn chÝnh t¾c cña k - 1.  
g(1) lµ sè mò cña 2 trong khai triÓn chÝnh t¾c cña k + 1. 
NhËn xÐt: Ta xÐt hµm g(n) v× nhËn thÊy ®−îc f(n) vµ g(n) cïng cã chung tÝnh chÊt 
(1) vµ viÖc ph¸t hiÖn ra tÝnh chÊt (2) võa cho ta ý t−ëng xÐt hµm g(n) võa lµ mÊu 
chèt cña bµi to¸n. 
 
VÝ dô 6. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : N N→  tháa mCn 
 f(f(n)) = 2n víi mäi n∈N. (*) 
Gi¶i 
Ta dÔ dµng nhËn thÊy f lµ ®¬n ¸nh. 
Thay n b»ng f(n) vµo (*) ®−îc f(f(f(n))) = 2f(n) ⇒  f(2n) = 2f(n). 

XÐt sè tù nhiªn m tïy ý ®Æt 2km p=  víi p lµ sè lÎ ( ) 2 ( )kf m f p⇒ = . 

§Æt ( ) 2hf m q=  víi q lµ sè lÎ cã 2 2 ( )h kq f p h k= ⇒ ≥ . 

Cã 
1(2 ) (2 ( )) 2 ( ) 2 ( ( )) 2 1h k h k kf q f f p f q f f p p k h+= ⇒ = = ⇒ ≥ − . 

( )

1 ( ) 2

k h f p q

k h f p q

= ⇒ =
⇒  = − ⇒ =

 

MÆt kh¸c ( ) ( ( )) ( ) ( ) 2f p q f f p f q f q p= ⇒ = ⇒ = . 
VËy f(p) = q hoÆc f(p) = 2q. 
NÕu f(p) = p ⇒  ( ( )) ( ) 2f f p f p p p= ⇒ =  m©u thuÉn. 
VËy ta thiÕt lËp hµm f nh− sau: Ph©n ho¹ch tËp sè tù nhiªn lÎ thµnh hai tËp hîp v« 
h¹n. 
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 { } { }1 2 1 2, ,...., ,.... ; , ,...., ....i iA a a a B b b b= = . 

 

(0) 0; 0

( ) ( ) ; 2

( ) 2 ; 2

k
i i i

k
i i i

f m

f m f a b m a

f b a m b

= =
= = =
 = =

. 

B) Bµi tËp 
Bµi 1. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 

 
2 2 2( ) ( ) ( )m n f m f n+ +M  víi mäi m, n ∈ N*. 

  IMO Shorlists 2004 
Bµi 2. Cho p lµ sè nguyªn tè lÎ. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : Z Z→  tháa mCn 
i) ( ) ( )f m f n=  nÕu m  ≡  n (mod p) 

ii) ( . ) ( ) ( )f m n f m f n=  
  USA TST  

Bµi 3. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : N N→  tháa mCn c¸c ®iÒu kiÖn 

i) 2 2 2 2( ) ( ) ( )f m n f m f n+ = +  víi mäi m, n thuéc N. 
ii) (1) 0f > . 

Bµi 4. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : Z Z→  tháa mCn 

 
3 3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( )f a b c f a f b f c+ + = + + . 

  TST_2005 

Bµi 5. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : N N→  tháa mCn 
 ( ( )) ( ( )) ( )f m f n f f m f n+ = +  
  IMO_1996 
Bµi 6. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 
i) f lµ toµn ¸nh. 
ii) ( ) ( )f n f m n m⇔M M  víi mäi n, m lµ sè nguyªn d−¬ng.  

Bµi 7. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : N N→  tháa mCn 
 ( ( ))f f n pn=  víi p lµ sè nguyªn tè lÎ cho tr−íc. 
Bài 8. Không có gì hủy hoại những khả năng toán học bằng thói quen tiếp 
nhận những phương pháp giải có sẵn mà không hề tự hỏi vì sao cần giải 
ñúng như thế và làm thế nào ñể có thể tự nghĩ ra ñiều ñó. 
W.W. Sawyer 
HCy cho biÕt t¹i sao c¸c vÝ dô l¹i ®−îc gi¶i nh− thÕ cã c¸ch gi¶i nµo kh¸c kh«ng? 
ðừng quá lo lắng về những khó khăn bạn gặp phải trong Toán học. Tôi dám 
chắc tôi còn gặp nhiều khó khăn hơn bạn. 
ALBERT EINSTEIN 
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 Phần 2. Số nguyên tố và hàm nhân tính 
Trước hết ta tìm hiểu về hàm nhân tính.Hàm số f:N*�N* ñược gọi là có tính chất nhân 
khi với mọi m,n thuộc N* có:f(mn)=f(m)f(n) 
Các hàm số nhân có t/c nhân ñặc biệt nên thuận lợi khi tính giá trị của nó tại ñiểm tuỳ 
ý.Như vậy ñể xác ñịnh giá trị của hàm số chỉ càn xác ñịnh tại các ñiểm nguyên tố 
 
VD1(Úc 2002): Tìm tất cả f:N*�N* t/m: 
+f(x+22t)=f(x) (x>1) 
+f(x2y)=f(x)2f(y) (x>1) 
Giải: 
Cho x=y=1,ta có:f(1)=f(1)3 =>f(1)=1.Với 1<x<23,tồn tại k ñể:22|x(kx-1).Khi ñó 
x+22t=kx2. 
=>f(x)=f(x+22t)=f(x2k)=f(x)2.f(k)=>f(x)f(k)=1 mà f(x);f(k) thuộc N* =>f(x)=f(k)=1 
Vậy f(x)=1 với mọi x thuộc N* 
 
VD2:Cho hàm f:N*�N* thoã mãn:f(mf(n))=nf(m) (1) với mọi m,n thuộc N*(f là 1 ñơn 
ánh).CMR:nếu p là số nguyên tố thì f(p) cũng là số nguyên tố.Chỉ ra 1 hàm số t/m ñề bài 
Giải: 
ðặt f(1)=a.Với m=1 ta có:f(f(n))=nf(1)=an. 
Cho n=1 thay vào (1) ta có:f(am)=f(m)hayf(an)=f(n) 
Do ñó f(f(an))=f(f(n)) nên a.an=an nên a=1.Vây f(1)=1 
Ta có f(f(n))=n với mọi n 
Sau ñó ta cm f là hàm nhân tính: 
f(f(m).f(n))=nf(f(m))=mn=f(f(mn)), mà f là ñơn ánh nên f(mn)=f(m).f(n) 
ðã cm ñược f là hàm nhân tính ta nghĩ ngay ñến việc xét giá trị hàm số tại các ñiểm 
nguyên tố. 
Gọi p là một số nguyên tố t/m:f(p)=mn,ta có: 
                             f(f(p))=f(m).f(n)) hay p=f(m)f(n) 
Suy ra khi f(m)=p và f(n)=1 hay ngược lại,mà f là ñơn ánh nên m=1 hay n=1, nghĩa là m 
hay n là số nguyên tố 
Suy ra p nguyên tố thì f(p) cũng nguyên tố 
Gọi f(p)= q là số nguyên tố,thì f(f(p))=f(q) thì f(q)=p 
Từ ñó ta thấy với p là số nguyên tố thì f(p)=q cũng là một số nguyên tố và f(q)=p.Từ ñó 
ta có cách xây dưng hàm số như sau:  
Gọi pi là số nguyên tố thứ i,nghĩa là p1 =2,p2 =3,… 

Chia cặp số nguyên tố thành các cặp (p2k-1, p2k)  với k=1;2;3;…. 
f(1)=1 
f(p2k-1)=p2k ;f(p2k)=p2k-1;k=1;2;3;…. 

Hàm f xác ñịnh như trên t/m ñầu bài 
VD3:Cho hàm số f:N*�N* t/m:f(mf(n))=n2f(m) với mọi m,n thuộc N*.CMR:f(2003) là 
số nguyên tố hoặc là bình phương số nguyên tố(f là một ñơn ánh) 
 Giải: 
Từ VD2,hơn nữa ñề lại cho 2003 là số nguyên tố nên ta dễ  dành ñoán ñược ta phải cm 
nếu p là một số nguyên tố thì f(p) là 1 số nguyên tố hoặc là bình phương 1 số nguyên tố.  
Với m=n=1 ta có:f(f(1))=f(1), vì f là ñơn ánh nên f(1)=1�f(f(n))=n2 với mọi n thuộc N* 
Sau ñó ta cm f là hàm nhân tính: 
Xét f(f(m).f(n))=n2f(f(m))=n2m 2=f(f(mn)) 
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Vì f là ñơn ánh nên f(mn)=f(m)f(n) 
Rồi ta xét giá trị của hàm số tại các ñiểm nguyên tố. 
Gọi p là một số nguyên tố.Nếu f(p) là hợp số thì f(p)=a.b với a≥b>1 
Mà p2=f(f(p))=f(ab)=f(a).f(b).Do ñó chỉ có thể có các trường hợp sao: 
+f(a)=p2 => f(b)=1 =>b=1(vô lý) 
+f(b)=p2 => f(a)=1 =>a=1(vô lý) 
+f(a)=f(b)=p.Mà f là ñơn ánh nên a=b =>f(p)=a2. 
Ta cần cm a là số nguyên tố  
Giả sử a=mn thì p=f(a)=f(mn)=f(m).f(n) 
Mà p là số nguyên tố nên: 
Hoặc là f(m)=1 => m=1 hay là f(n)=1 => n=1.Vậy a là số nguyên tố 
Vậy thì nếu p là số nguyên tố thi f(p) là số nguyên tố hoặc là bình phương 1 số nguyên tố. 
Mà 2003 là số nguyên tố =>ñpcm 
VD4:Tìm một hàm f:N*�N* t/m: f(mf(n))=n3f(m) với mọi m,n thuộc N*(f là một ñơn 
ánh) 
Giải:Từ VD3 và 2 ta có thể dự ñoán rằng nếu p là một số nguyên tố thì f(p)là số nguyên 
tố hay là lập phương của một số nguyên tố.Nếu cm ñược ñiều này thì ta dễ dàng giải 
quyết ñược bài toán. 
Cho m=1 và ñặt f(1)=a,ta có: f(f(n))=n3f(1)=an3 
Cho n=1 có f(am)=f(m)=> am=m=> a=1 
Từ ñó ta có f(1)=1 nên f(f(n))=n3 với mọi n thuộc N* 
Sau ñó ta cm f là hàm nhân tính 
Xét:        f(f(m).f(n))=n3f(f(m))=m3n3 =f(f(mn)) 
Mà f là ñơn ánh nên f(mn)=f(m).f(n) 
Sau ñó ta xét giá trị của hàm f tại các ñiểm nguyên tố. 
Gọi p là 1 số nguyên tố và giả sử f(p)=ab với a≥b≥1. 
Khi ñó p3=f(f(p))=f(ab)=f(a).f(b).Do ñó có các khả năng: 
+f(a)=p3 và f(b)=1 =>b=1, khi ñó a là số nguyên tố và f(p)=a =>f(p) là số nguyên tố        
+f(b)= p3 và f(a)=1 =>a=1, khi ñó b là số nguyên tố và f(p)=b =>f(p) là số nguyên tố        
+f(a)=p, f(b)=p2 .Từ ñó f(p)=f(f(a))=a3  và (f(p))2=f(p2)=f(f(b))=b3 

    =>ab=a3và a2b 2=b3 =>b=a2 =>f(p)=a3  

    Ta cần cm a là số nguyên tố = phản chứng như ở VD2 
Giả sử a=mn (m≥n>1) thì ta có: 
 p=f(a)=f(mn)=f(m).f(n) mà p là nguyên tố nên: 
       +f(n)=1=> n=1(vô lý) 
       +f(m)=1=>m=1(vô lý) 
 Ta ñã cm ñược nếu p là một số nguyên tố thì f(p)là số nguyên tố hay là lập phương của 
một số nguyên tố.Từ ñó ta có hàm f: 
 Ta chia tập hợp các số nguyên tố thành các cặp (p;q) và ñặt f(q)=p,f(p)=q3.Hiển nhiên 
lúc ñó hàm t/m ñề bài 
VD5:Tìm tất cả các hàm f:N*�N* t/m: 
  +f(2)=2 
  +f(mn)=f(m).f(n) với mọi m,n thuộc N* 
  +f(m)<f(n) với m<n 
Từ ñề bài ta thấy hàm f ñã ñược sắp thứ tự,hơn nữa ñã có giá trị f(2) và f(1) dễ dàng tính 
ñược.Nhờ tính chất nhân ta có thể tính ñược 1 vài giá trị ñầu của f và nhận thấy f(n)=n.Từ 
ñó ta thấy có thể dung p/p quy nạp. 
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Giải: 
 Ta sẽ cm f(n)=n bằng quy nạp: 
f(1)=f(1).f(1)=> 2 khả năng: 
    +f(1)=0=> f(2)=f(2).f(1)=2.0=0(loại) 
    =>f(1)=1 
f(4)=f(2).f(2)=2.2=4 
f(2)=2<f(3)<f(4)=4=> f(3)=3 
Giả sử f(k)=k với mọi k≤n.Ta sẽ cm f(n+1)=n+1. 
Nếu n chẵn =>n=2m=>n+2 chẵn=>f(n+2)=f(2).f(m+1)=2(m+1)=n+2 
f(n)=n<f(n+1)<f(n+2)=n+2=>f(n+1)=n+1 
Nếu n lẻ=>n+1 chẵn=> n+1=2p với 1≤p<n=> f(n+1)=f(2).f(p)=2p=n+1 
=>dpcm=>hàm f cần tìm :f(n)=n 
VD6: Tìm tất cả các hàm f:N*�N* t/m: 
  +f(2)=2 
  +f(mn)=f(m).f(n) với mọi m,n thuộc N*,(m,n)=1 
  +f(m)<f(n) với m<n 
 
Khác với VD5 ñk 2 cần có (m,n)=1,do ñó ta sẽ ko có ñược f(4)=4 1 cách dễ dang như ở 
VD5.ðiếm mấu chốt là cm f(3)=3,ta có: 
f(3)f(5)=f(15)<f(18)=f(2)f(9)<f(2).f(10)=f(4).f(5)=f(2).f(2).f(5)=4f(5)=>f(3)<4=>f(3)=3 
Từ ñó ta cũng cm = quy nạp như VD4 nhưng xét với các trường hơp n+1 là nguyên tố 
hay hợp số 
VD7: CMR ko có hàm f:N*�N* t/m: 
  +f(2)=3 
  +f(mn)=f(m).f(n) với mọi m,n thuộc N*,(m,n)=1 
  +f(m)<f(n) với m<n 
Giải:Ta sẽ cm = phản chứng: 
ðặt f(3)=a 
Ta có 23<32 =>27=f(2) 3=f(8)<f(9)=f(3)2=a2=>a>5 
Mà 27<32=>a3<f(2)5=243<343=>a<7 
=>a=6 

Mà 38<213 =>f(38)<f(213)=>a8<313=>68<313(vô lý) 
VD8:Cho hàm f:N*�N* t/m: 
+f(m+n+mn)=f(m)+f(n)+f(m)f(n)       (1) 
+f(f(n))=n với mọi thuộc N*                (2) 
Tìm Min f(2003) 
 
Giải: 
Trước hết ta tìm cách  biến ñổi ñk (1) ñể biến ñổi thành hàm nhân tính. 
Từ (1),ta có: 
f(m+n+mn)+1=(f(m)+1)(f(n)+1)      (*) 
Từ ñó ta nghĩ ñến việc ñặt g(n+1)=f(n)+1 
=>(*) �g(m+n+mn+1)=g(m+1)g(n+1) 
Từ (2),ta có g(g(n+1))=g(f(n)+1)=f(f(n))+1=n+1 với mọi n 
Mà m+1≥1;n+1≥1 nên ta có hàm g:N*�N* t/m: 
g(mn)=g(m).g(n);g(g(n))=n với mọi m;n thuộc N* 
Ta có: 
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f(2003)=g(2004)-1 
Từ VD1 thì p nguyên tố=>g(p) là số nguyên tố. 
Mà 2004=22.3.167 
=>g(2004)=g(2)2g(3)g(167) 
f(2003)min �g(2004) min 
=>Ta có thể xét g(p) với p nguyên tố như sau: 
g(p)=p với p≠167;p≠5 và g(167)=5;g(5)=167 
Khi ñó ; g(2004)=4.3.5=60 
=>min f(2003)=59. 
Tương tự VD8 ta có VD sau ñây: 
VD9: Cho hàm f:N*�N* t/m: 
  f(mn)=f(m)f(n)-f(m)-f(n)+2 với mọi m;n thuộc N*             (1) 
  f(2004)=2004                                                                       (2)     
Tìm Max f(3) 
Giải: 
Trước hết ta xét m=n=1.Từ (1),ta có: 
f(1)=f(1)2-2f(1)+2 
=>f(1)2-3f(1)+2=0 =>f(1)=1 hoặc =2 
Nếu f(1)=1=>Từ (1)=>f(n)=f(n)-1-f(n)+2 =>f(n)=n với mọi n trái với ñiều kiện (2) 
Nếu f(1)=2 
Tương tự như trên ta xét hàm g(n)=f(n)-1=>f(n)=g(n)+1 và g(2004)=2003 
Từ (1),ta có: g(mn)+1=(g(m)+1)(g(n)+1)-g(m)-1-g(n)-1+2 
=>g(mn)=g(m).g(n) 
=>g là hàm nhân tính.Ta có: 
            2003=g(2004)=g(2)2g(3)g(167) 
Mà g(2)=f(1)-1=2-2=1,do 2003 là số nguyên tố nên g(3)=1 hoặc g(3)=2003. 
=>g(2003)≤2003 
Bây giờ ta chỉ cần chỉ ra 1 hàm g t/m g(mn)=g(m).g(n) và g(3)=g(2004)=2003 là tìm 
ñược max f(3)(tức là chỉ ñ/k dấu =) 
Xét hàm g(n) như sau:g(1)=1;g(3)=2003;g(p)=1 nếu p là số nguyên tố khác 3 
Với n thuộc N* và n=p1

k1p2
k2…pm

km thì:g(n)=g(p1)
k1g(p2)

k2…g(pm)km 
Thì ham g t/m các ñk trên 
Vậy Max f(3)=2004  
 
 
                                                          Bài tập áp dụng 
1.Tìm f:N*�N* t/m: 
+f(xf(y))= yf(x) với mọi x;y 
+f(p)=p với p là số nguyên tố 
(ñáp số:f(x)=x với x thuộc N*) 
2.Cho hàm f:N*�N* t/m:f(m2f(n))=nf(m)2 
Tìm Min f(1998). 
(ñáp số:120 
f(1)=1 và nếu p nguyên tố thì f(p) nguyên tố 
f(q)=p �f(p)=q (p;q nguyên tố) 
3.Cho hàm f:N*�N* t/m: f(mf(n))=n5f(m).CMR:nếu p là số nguyên tố thì f(p) nguyên tố 
hoặc là luỹ thừa bậc 5 của 1 số nguyên tố(giải tương tự VD3) 
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4.Cho f:N*�N* t/m:f(m2f(n))=mnf(m) với mọi m;n thuộc N*.CMR nếu f(2003)=a2 thì a 
là số nguyên tố. 
(Hướng dẫn:CM f là ñơn ánh và f(1)=1;f(f(n))=n với mọi n(tương tự VD1) 
Thay n bởi f(n), ta có:f(m2f(f(n)))=mf(n)f(m) =>f(m2n)=mf(m)f(n) 
=>f(m2)=mf(m) và f(m2n2)=f(m2)f(n2) 
Giả sử f(2003)=a2 với a là hợp số =>a=mn với m≥n>1 
Khi ñó f(f(2003))=f(a2)=f(m2n2) =>2003=f(m2)f(n2) 
Mà 2003 là hợp số nên ñiều này ko thể xảy ra 
Vậy a là số nguyên tố.) 
5. 
    Cho hàm f:N*�N* t/m: 
+f(xy)=f(x)f(y) 
+f(x)≤x 
+f(f(1995))=95. 
Tìm Minf(133). 
(Hướng dẫn: 
Ta có:95=f(f(1995))=f(f(3)f(5)f(7)f(19))=f(f(3)).f(f(5)).f(f(7)).f(f(19)) 
f(f(k))≤f(k)(vì f(k)≤k) mà f(k)≤k và f(f(k))|95 nên ta có f(133)≥19 

=> min f(133)=19) 
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3. CÊp sè céng, cÊp sè nh©n trong ph−¬ng tr×nh hµm 
A) LÝ thuyÕt 
ë phÇn lÝ thuyÕt t«i ®C giíi thiÖu vÒ hai dCy sè ®Æc biÖt lµ cÊp sè céng vµ cÊp sè 
nh©n b©y giê t«i xin giíi thiÖu thªm  mét dCy ®Æc biÖt n÷a ®−îc øng dông nhiÒu 
trong ph−¬ng tr×nh hµm vµ nhÊt lµ trong phÇn nµy lµ dCy sè aphin. 
§Þnh NghÜa: DCy sè aphin lµ dCy sè cã d¹ng 1n na aα β−= +  víi α, β lµ c¸c h»ng sè 

cho tr−íc. Trong phÇn nµy ta chØ xÐt víi α, β lµ c¸c sè nguyªn. 
NÕu α = 1 th× cã 1n na a β+ = +  lµ cÊp sè céng. 

NÕu α ≠  1. §Æt 
1n nb a

β
α

= +
−

 Tõ ®ã ta CM ®−îc 1n nb bα −=  ⇒  CT tÝnh cña na . 

B) VÝ dô 
VÝ dô 1. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 
 f(f(n) + m) = n + f(m + b) víi mäi m, n ∈ N*; b lµ h»ng sè nguyªn d−¬ng 
Gi¶i 
C¸ch 1. Ta dÔ dµng CM ®−îc f lµ ®¬n ¸nh. 
Cã ( ( ) (1)) ( (1) ) 1 ( ) ( ( 1) )f f n f n f f b n f b b f f n b+ = + + = + + + = + +  

( ) (1) ( 1) ( 1) ( ) (1)f n f f n b f n f n f b⇒ + = + + ⇒ + = + − . 

§Æt (1) ( 1) ( ) ( ) (1) ( 1)a f b f n f n a f n f n a= − ⇒ + = + ⇒ = + − . 

Thay ( ) (1) ( 1)f n f n a= + −  vµ gi¶ thiÕt cã  

( (1) ( 1) ) (1) ( 1)f f n a m n f m b a+ − + = + + + − . 

(1) ( (1) 1) (1)f f na a m a n f ma ab a⇒ + + − + − = + + + − . 
2 2( 1) (1) 0n a f a a ab⇒ − + − − =  §ång nhÊt hÖ sè ta cã  

2

2

1
1

(1) 0

a
a

f a a ab

 =
⇒ = ±

− − =
 

NÕu a = 1 th× 
( ) (1) 1

( )
(1) 1

f n f n
f n n b

f b

= + −
⇒ = + = +

 

 

NÕu a = -1 th× 
( ) (1) 1

( )
(1) 1

f n f n
f n n b

f b

= − +
⇒ = − + = −

 m©u thuÉn nÕu n > b th× f(n) < 

0. 
VËy f(n) = n + b. 
C¸ch 2. Víi ý t−ëng nh− c¸ch 1 ta còng ®i chøng minh f lµ mét cÊp sè céng. 
DÔ dµng chøng minh ®−îc f lµ ®¬n ¸nh. 
Cã ( ( ) ( )) ( ( ) ) (2 )f f m f n n f f m b n m f b+ = + + = + + . 

⇒   NÕu cã p + q = m + n th× ( ) ( ) ( ) ( )f n f m f p f q+ = + . 
( ) ( ) ( ) ( )f n f p f q f m⇒ − = − . 
( ) ( 1) ( 1) ( 2) ... (3) (2) (2) (1)f n f n f n f n f f f f d⇒ − − = − − − = = − = − = . 

VËy ( ) ( 1) ( ) (1) ( 1)f n f n d f n f n d= − + ⇒ = + − phÇn cßn l¹i mêi b¹n ®äc gi¶i 
tiÕp . 
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NhËn xÐt: Tuy cã nhiÒu c¸ch lµ nh−ng ë bµi to¸n trªn ta ®Ò quy vÒ chøng minh f lµ 
mét cÊp sè céng víi sù hç trî ®¾c lùc cña ¸nh x¹. Tuy nhiªn víi 2 c¸ch lµ trªn theo 
t«i th× c¸ch 1 hay h¬n nh−ng b¹n hCy xem xÐt hai bµi to¸n sau c¸ch 1 kh«ng cßn 
hiÖu qu¶ mµ cßn rÊt phøc t¹p nÕu ta lµ theo c¸ch 2 th× l¹i rÊt ®¬n gi¶n kh«ng ph¶i 
tÝnh to¸n cång kÒnh. 
 
VÝ dô 2. Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i hµm f : * *N N→  tháa mCn 
 ( ( )) (2004 )f mf n n f m= +  
Gi¶i 
DÔ dµng chøng minh ®−îc f lµ ®¬n ¸nh. 
Cã 2( ( ) ( )) (2004 ( )) (2004 ).f f m f n n f f m n m f= + = + + . 
VËy nÕu n + m  = p + q th× cã f(n)f(m) = f(p)f(q). 

( ) ( ) ( ) ( 1) (3) (2)
.....

( ) ( ) ( 1) ( 2) (2) (1)

f n f q f n f n f f
k

f p f m f n f n f f

−
⇒ = ⇒ = = = = =

− −  

1( ) ( 1) ( ) (1)nf n kf n f n k f−⇒ = − ⇒ = ⇒  lµ sè nguyªn d−¬ng. Thay 
1( ) (1)nf n k f−= vµo gi¶ thiÕt cã 

11 2004 1 (1) 1 2004 1( (1)) (1)
nn m mk f mf mk f n k k f n k

−− − − −= + ⇒ = +  

Thay n = 1 cã 
(1) 1 2004 1(1) 1 1mf mk f k k− −= + ⇒ = Thay f(n) = f(1) dÉn tíi m©u 

thuÉn. VËy kh«ng tån t¹i hµm f tháa mCn. 

VÝ dô 3. Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i hµm sè f : Z Z→  sao cho 
 f(m + f(n)) = f(m) - n víi mäi m, n ∈ Z. 
  10th Nordic Mathemtical Contest 
Gi¶i 
DÔ dµng chøng minh ®−îc f lµ ®¬n ¸nh. 
Thay n = 0 ta cã ( (0) ( ) (0) (0) 0f m f f m m f m f+ = ⇒ + = ⇒ =  
Thay m = 0 cã ( ( ))f f n n= −    
Cã ( ( ) ( )) ( ( ))f f m f n f f m n m n+ = − = − −  
VËy víi m + n = p + q ta cã  
 ( ) ( ) ( ) ( )f m f n f p f q+ = +  

( 1) ( ) ( ) ( 1) ... (3) (2) (2) (1) (1) (0) (1)f n f n f n f n f f f f f f f d⇒ + − = − − = = − = − = − = =  
Ta cã ( )f n nd=  thay vµo gi¶ thiÕt cã 

2 2( )f m nd md n md nd md n nd n+ = − ⇒ + = − ⇒ = −  m©u thuÉn. 
 
NhËn xÐt: ba bµi to¸n trªn ta ®C sö dông tÝnh chÊt ®¬n ¸nh sau ®ã suy ra f lµ mét 
cÊp sè céng hoÆc cÊp sè nh©n tõ ®ã t×m ra c«ng thøc t×m hµm  f. Ta xÐt tiÕp vÝ dô 
sau sö dông tíi dCy sè aphin tuy nhiªn khi sö dông dCy aphin th× b¹n hCy dùa vµo 
c¸ch CM ®C nªu trªn ®Ó t×m ra hµm kh«ng nªn sö dông trùc tiÕp. 
 

VÝ dô 4. Cho hµm  f(x,y) : 
2N N→  tháa mCn  

i) (0, ) 1f y y= + . 
ii) ( 1,0) ( ,1)f x f x+ = . 
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iii) ( 1, 1) ( , ( 1, )f x y f x f x y+ + = + . 
T×m f(4,x) ? 
Gi¶i 

Cã (1, ) (0 1, 1 1) (0, (1, 1)) (1, 1) 1f x f x f f x f x= + − + = − = − + . 

(1, ) (1, 1) 1 (1, ) (1,0)f x f x f x f x⇒ = − + ⇒ = + . 

Mµ (1,0) (0 1,0) (0,1) 2f f f= + = =  (1, ) 2f x x⇒ = +  . 
Lµm t−¬ng tù 

(2, ) (1, (2, 1) (2, 1) 2 (2, ) (2,0) 2f x f f x f x f x f x= − = − + ⇒ = +  

Mµ (2,0) (1 1,0) (1,1) 3 (2, ) 2 3f f f f x x= + = = ⇒ = +  
(3, ) (2, (3, 1)) 2 (3, 1) 3f x f f x f x= − = − +  

§Æt g(x) = f(3,x) + 3 cã ( ) 2 ( 1) ( ) 2 (0)xg x g x g x g= − ⇒ = . 

Cã g(0) = f(3,0) + 3 = f(2,1) + 3 = 8 
3 3( ) 2 (3, ) 2 3x xg x f x+ +⇒ = ⇒ = − . 

(4, 1) 3(4, ) (3, (4, 1)) 2 3.f xf x f f x − += − = − §Õn ®©y th× kh«ng cã cÊp sè nµo gióp 
ta ®−îc ta ®i xÐt mét vµi gi¸ trÞ ®Çu cña f(4,x). 

Cã 
22 24 2 2(4,0) (3,1) 2 3 2 3 (4,1) 2 3f f f= = − = − ⇒ = − . Dù ®o¸n  

 

2..22(4, ) 2 3f x = −  víi sè mò chøa n + 3 ch÷ sè 2. 
Cßn phÇn quy n¹p dµnh cho b¹n ®äc. 
NhËn xÐt: Bµi to¸n trªn ®C sö dông tíi c¶ 3 dCy sè ®Æc biÖt ®Ó t×m ra ®−îc f(4,x) 
b¹n hCy t×m thö f(5,x) = ?. 
PhÇn nµy trong ph−¬ng tr×nh hµm th−êng lµ phÇn hç trî cho viÖc t×m hµm sè nªn 
phÇn nµy kh«ng cã bµi tËp riªng.
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4. HÖ ®Õm c¬ sè trong ph−¬ng tr×nh hµm 
A) LÝ thuyÕt 
PhÇn nµy lµ phÇn khã nhÊt trong ph−¬ng tr×nh hµm, tuy nhiªn phÇn nµy th× chØ cÇn 
dïng ®Õn Ph−¬ng ph¸p quy n¹p c«ng ph¸ lµ xong nh−ng viÖc dù ®o¸n hµm gÆp v« 
cïng khã kh¨n ®©y còng chÝnh lµ mÊu chèt cña c¸c bµi to¸n d¹ng nµy. 
B) VÝ dô 
VÝ dô 1. T×m hµm f : N N→  lµ hµm sè tháa mCn  

i) f(1) = 1; f(3) = 3. 
ii) f(2n) = 2f(n) 
iii) (4 1) 2 (2 1) ( )f n f n f n+ = + − . 
iv) (4 3) 3 (2 1) 2 ( )f n f n f n+ = + − . 

Gi¶i 
Víi sè k tïy ý thuéc N bÊt k× chØ cã thÓ cã mét trong bèn d¹ng: k = 4n = 2.2n; 
k = 4n + 1; k = 4n + 2 = 2(2n+1); k = 4n +3 nªn tõ c«ng thøc ®Çu bµi cã thÓ thÊy 
r»ng hµm sè ®C cho ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch duy nhÊt. 
Ta sÏ sö dông c¬ sè 2 ®Ó t×m biÓu diÔn cña f. 
Ta cã 2 2(1 ) (1) 1 1f f= = = . 

2 2

2 2

2 2

2

2 2

2 2

2

(10 ) (2) (1) 1 01

(11 ) (3) 3 11

(100 ) (4) (2.2) (2) 1 001

(101 ) (5) (4.1 1) 2 (3) (1) 2.3 1 5

(110 ) (6) (2.3) (3) 3 011

(111 ) (7) (4.1 3) 3 (3) 2 (1) 3.3 2 7 111

(1000 ) (8)

f f f

f f

f f f f

f f f f f

f f f f

f f f f f

f f

= = = =
= = =

= = = = =
= = + = − = − =
= = = = =
= = + = − = − = =

= 2

2 2

2 2

(4) (2) 1 0001

(1001 ) (9) (4.2 1) 2 (5) (2) 2.5 1 1001

(1010 ) (10) (5) 0101

f f

f f f f f

f f f

= = = =
= = + = − = − =
= = =

 

Qui luËt: BiÓu diÔn cña f(n) trong c¬ sè 2 chÝnh lµ biÓu diÔn cña n b»ng viÕt ng−îc 

l¹i, tøc lµ 1 2 2 1 1 22 2
( ... ) ....k k k kf a a a a a a a a− − = . 

Chøng minh: Gi¶ sö tÝnh chÊt ®óng cho mäi sè cã sè c¸c ch÷ sè trong hÖ c¬ sè 2 
<k. Ta chøng minh nã ®óng víi sè cã k ch÷ sè trong hÖ ®Õm c¬ sè 2. 
LÊy mét sè n cã sè c¸c ch÷ sè trong hÖ c¬ sè 2 lµ k. 

TH1. n lµ sè ch½n. §Æt n = 2m = 1 2 2
1 ... . 0ka a − 1 2 2 2

1 ... km a a a −⇒ = . 

Cã 2 3 2 1 2 3 2 12 2
( ) (2 ) ( ) ... 1 0 ... 1k k k kf n f m f m a a a a a a a a− − − −= = = = . 

TH2. n lµ sè lÎ. 
NÕu n = 4m + 1 = 1 2 3 2

1 ... 10ka a a −  1 2 3 1 2 32 2
1 ... 2 1 1 ... 1k km a a a m a a a− −⇒ = ⇒ + = . 

Cã ( ) (4 1) 2 (2 1) ( ) (2 1) ( (2 1) ( ))f n f m f m f m f m f m f m= + = + − = + + + −  

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 12 2 2 2
( ) 1 ... 1 (1 ... 1 ... 1 ) 01 ...k k k kf n a a a a a a a a a a a a− − − −= + − = . 

NÕu n = 4m +3 = 1 2 3 2
1 ... 11ka a a −  1 2 3 1 2 32 2

1 ... 2 1 1 ... 1k km a a a m a a a− −⇒ = ⇒ + = . 
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Cã ( ) (4 3) 3 (2 1) 2 ( ) (2 1) 2( (2 1) ( ))f n f m f m f m f m f m f m= + = + − = + + + −  

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 12 2 2 2
( ) 1 ... 1 2(1 ... 1 1 ... ) 11 ... 1k k k kf n a a a a a a a a a a a a− − − −⇒ = + − = . 

VËy nÕu 1 2 3 1 2 12 2
.... ( ) ...k k kn a a a a f n a a a a−= ⇒ = . 

NhËn xÐt: bµi to¸n trªn sÏ rÊt khã nÕu chóng kh«ng nhËn ra ®−îc Quy luËt cña nã 
nh−ng khi nhËn ra quy luËt råi th× bµi to¸n trë nªn ®¬n gi¶n. B©y giê ta trë l¹ bµi 
to¸n cña Josephus ®C nªu ë ®Çu. 
 
VÝ dô 2. Vespasien lµ Hoµng ®Õ La MC thÕ kØ thø nhÊt tõ n¨m 69 ®Õn n¨m 79 theo 
d−¬ng lÞch. ThêiÊy cã Josephus lµ nhµ viÕt sö bÞ Vespasien truy nC v× can téi chèng 
l¹i triÒu ®×nh. Tôc truyÒn r»ng Vespasein t×m ®−îc ham Èn n¸u cña 100 ng−êi 
chèng ®èi vµ kª gäi hä ra hµng, nÕu kh«ng sÏ tµn s¸t tÊt c¶. §a sè muèn tù s¸t, 
quyÕt kh«ng ®Çu hµng, chØ cã mét ng−êi nãi nhá víi Josephus lµ v× hoµn c¶ng riªng 
muèn ®Çu hµng ®Ó sèng. Josephus rÊt th«ng c¶m víi ng−êi nµy vµ ®Æt ra quy t¾c 
sau, ®−îc tÊt c¶ mäi ng−êi nhÊt chÝ thi hµnh : 100 ng−êi ®øng thµnh vßng trßn ®¸nh 
sè tõ 1 ®Õn 100 theo chiÒu kim ®ång hå. Ng−êi thø nhÊt cÇm dao ®Õm 1 råi ®−a cho 
ng−êi thø 2, ng−êi thø 2 ®Õm 2 råi tù s¸t. Ng−êi thø 3 cÇm dao vµ l¹i ®Õm 1, råi ®−a 
dao cho ng−êi thø 4, ng−ëi thø 4 ®Õm 2 råi tù s¸t … Cø nh− thÕ mµ tiÕp tôc vßng 
nµy qua vßng kh¸c. Cuèi cïng cßn mét ng−êi sèng. Hái Josephus ph¶i s¾p xÕp 
ng−êi muèn sèng ë vÞ trÝ nµo ? 
Bµi to¸n Josephus  
Gi¶ sö Josephus cã n – 1 b¹n ; n ng−êi nµy ®óng thµnh vßng trßn ®¸nh sè tõ 1 ®Õn n 
theo chiªu kim ®ång hå vµ tù s¸t theo quy t¾c nh− trªn. Gäi f(n) lµ vÞ trÝ cña ng−êi 
sèng sãt duy nhÊt. T×m f(n). 
Gi¶i 
NÕu n = 2k. Sau vßng thø nhÊt cßn l¹i c¸c sè 1, 3, 5, 7, ...., 2k - 1 sèng sãt vµ ng−êi 
nµy ®−îc ®¸nh sè míi lµ 1, 2, ... k lµm liªn tiÕp cã (2 ) 2 ( ) 1f k f k= − . 
NÕu n = 2k + 1. Sau vßng ®Çu tiªn th× ng−êi mang sè 3, 5, ... 2k + 1 vµ k ng−êi nµy 
th× mang sè tõ 1 tíi k lµm liªn tiÕp cã (2 1) 2 ( ) 1f k f k+ = + . 
Ta thÊy nÕu cã mét ng−êi th× téi g× mµ tù s¸t ⇒  f(1) = 1. Cßn cã 2 ng−êi th× ®îi 
ng−êi kia chÕt th× chuån lu«n ⇒  f(2) = 1. 
Bµi to¸n nµy nÕu b¹n tÝnh mét sè gi¸ trÞ ®Çu th× sÏ t×m ra ®−îc quy luËt sau 

1 2 1 1 2 12 2
1 ... ( ) ... 1k k k kn a a a f n a a a− − − −= ⇒ =  ViÖc cßn l¹i chØ lµ quy n¹p t«i dµnh cho 

b¹n ®äc. T«i gi¶i bµi to¸n nµy theo c¸ch kh¸c . 
§Æt ( ) ( ) 2 1g n f n n= − −  cã  

(2 ) (2 ) 4 2 2( ( ) 2 1) 2 ( )g k f k k f k k g k= − − = − − = . 
(2 1) (2 1) 4 2 1 2 ( ) 4 2 2 ( )g k f k k f k k g k+ = + − − − = − − = . 

(2 ) (2 1) 2 ( )g k g k g k⇒ = + = . Ta thÊy nÕu 1 22 2 ... 2kii in = + + + . 

NÕu 1i  > 0 th× cã 1( ) 2 ( )ig n g m=   víi 3 2 12 11 2 2 ... 2k ki i i ii im −− −−= + + + + . 

NÕu 1i  = 0 th× cã ( ) ( )g n g m=  víi 32 1 112 2 ... 2ki iim − −−= + + + . 

Lµm liªn tiÕp cã 
1( ) 2 kig n += − . Tõ ®ã ta còng cã ®−îc hµm f nh− trªn. 
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NhËn xÐt: C¸ch trªn dùa vµo mét ý t−¬ng sö dông mét chót cÊp sè nh©n mÆc dï 
hµm g kh«ng gièng cÊp sè nh©n l¾m. Ta còng cã thÓ CM hµm g b»ng quy n¹p. NÕu 

häc vÒ log th× ta cã c«ng thøc t×m hµm f nh− sau 
[ ]2log( ) 1 2( 2 )nf n n= + − . 

Ng−êi sèng sãt sau vô th¶m s¸t ®ã lµ ng−êi thø 73 «ng nµy thËt may m¾n. 
 
VÝ dô 3. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn c¸c ®iÒu kiÖn 

i) f(1) = 1. 
ii) f(2n) = f(n). 
iii) f(2n +1) = f(2n) + 1. 

Gi¶i 
B¶ng tÝnh vµi gi¸ trÞ ®Çu cña hµm f 

n 1 2 3 4 5 6 7 ........................ 

f(n) 1 1 2 1 2 2 3 ........................ 

Ta thÊy f(n) lµ tæng cña c¸c ch÷ sè cña n trong hÖ ®Õm nhÞ ph©n. ViÖc cßn l¹i chØ lµ 
quy n¹p chó ý ta xÐt tÝnh ch½n lÎ cña n. 
 
VÝ dô 4. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 

i) f(1) = 1. 
ii) f(2n +1)=f(2n) + 1. 
iii) f(2n) = 3f(n). 

Gi¶i 
Ta còng tÝnh vµi gi¸ trÞ cña hµm f  ta thÊy nÕu 1 2 1 22 3

... ( ) ...k kn a a a f n a a a= ⇒ =  

Gi¶ sö ®pcm ®óng víi mäi k < 2n. 

§Æt 1 2 1 1 2 1 1 2 12 2 2
2 1 ... 1 2 ... 0 ; ...k k k k k kn a a a a n a a a a n a a a a− − −+ = ⇒ = = . 

1
1 2 1 3

1 1

1 2 1 3

(2 ) 3 ( ) 3. 3 3 ... 0

(2 1) (2 ) 1 ... 1

k k
i i

i i k k
i i

k k

f n f n a a a a a a

f n f n a a a a

+
−

= =

−

= = = =

+ = + =

∑ ∑
 

Tõ gi¶ thiÕt ta thÊy f tån t¹i lµ duy nhÊt. 
NhËn xÐt: C¸c bµi to¸n trªn qu¸ ®¬n gi¶n nÕu ta ®C x¸c ®Þnh ®−îc chÝnh x¸c hµm f 
cßn kh«ng th× ?????? 
 
C) Bµi tËp 
Bµi 1. Hµm sè f : N N→  ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau 

i) f(0) = 0; f(1) = 1. 
ii) Víi n ≥ 2 th× f(n) lµ sè nhá nhÊt trong c¸c sè tù nhiªn kh«ng t¹o 
thµnh víi bÊt k× hai sè f(i) , f(j) (i < j  < n) nµo mét cÊp sè céng. 

 CMR f(n) cã thÓ x¸c ®Þnh nh− sau: Gi¶ sö trong hÖ c¬ sè 2, th× 1 1 0 2
...k kn a a a a−=  

 1 2 1 0 3
( ) ...k kf n a a a a a−= . 

Bµi 2. Cho hµm sè f : * *N N→  tháa mCn 
i) f(4n) = f(2n) + f(n) 
ii) f(4n + 2) = f(4n) + 1 
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iii) f(2n + 1) = f(2n) + 1. 
CMR víi mçi sè nguyªn d−¬ng m, sè c¸c sè nguyªn d−¬ng n sao cho 0 ≤ n < 2 m  

vµ 1(4 ) (3 ) (2 )mf n f n f += = . 
  IMO shortlist_2000 
Bµi 3. Hµm sè f : *N N→  tháa mCn 

i) f(1) = 2; f(2) = 1. 
ii) f(3n) = 3f(n) 
iii) f(3n + 1) = f(3n) + 2 
iv) f(3n + 2) = f(3n) + 1 

T×m c¸c sè n ≤ 2006 tháa mCn f(n) = 2n. 
 

 ðNH 


