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PH N II: L NG GIÁC NG D NG GI I TOÁN GI I TÍCHẦ ƯỢ Ứ Ụ Ả Ả
-------------------------------------------

CH NG 1 : PH NG TRÌNH HÀM L NG GIÁCƯƠ ƯƠ ƯỢ

I. M T S  KI N TH C C  S :Ộ Ố Ế Ứ Ơ Ở

a. Đ c tr ng hàm c a hàm l ng giác:ặ ư ủ ượ

-Hàm ( ) sinf x x=   có tính ch tấ

( ) ( ) ( )33 3 4 ,f x f x f x x= − ∀ ∈ ¡

Quy c:ướ ( ) ( ) 33f x f x=   

-Hàm ( ) sf x co x=   có tính ch tấ

( ) ( )22 2 1,f x f x x= − ∀ ∈ ¡

và ( ) ( ) ( ) ( )2 ; ,f x y f x y f x f y x y+ + − = ∀ ∈ ¡

-C p hàm  ặ ( ) ( )sin , cosf x x g x x= = có tính ch tấ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. ; ,

; ,

f x y f x g x f y g x x y

g x y g x g y f x f y x y

+ = + ∀ ∈


+ = − ∀ ∈

¡

¡

-Hàm ( )f x tgx= có tính ch tấ

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 .

f x f y
f x y

f x f y

+
+ =

−

V iớ
( )2 1

, , ( )
2

k
x y x y k

π+
+ ≠ ∈ ¢ , ;

2 2
x k y k

π ππ π≠ + ≠ +

-Hàm ( ) cotf x gx=  có tính ch tấ

( ) ( ) ( )
( ) ( )

. 1f x f y
f x y

f x f y

−
+ =

+

V iớ , , , ( )x y x y k kπ+ ≠ ∈ ¢ , ;x k y kπ π≠ ≠

b. Đ c tr ng hàm c a hàm l ng giác ng c:ặ ư ủ ượ ượ

-Hàm ( ) arcsinf x x=   có tính ch tấ

( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 ; , 1;1f x f y f x y y x x y+ = − + − ∀ ∈ −

-Hàm  ( ) arccosg x x=  có tính ch tấ

( ) ( ) ( ) [ ]2 21 . 1 ; , 1;1g x g y g xy x y x y+ = − − − ∀ ∈ −

-Hàm  ( )h x arctgx=  có tính ch tấ

( ) ( ) ; , , 1
1

x y
h x h y h x y xy

xy

 ++ = ∀ ≠ − 
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-Hàm ( ) cotp x arc g=   có tính ch tấ

( ) ( ) 1
; , , 0

xy
p x p y p x y x y

x y

 −+ = ∀ + ≠ + 
c.Ph ng trình hàm Cauchy:ươ

Ph ng trình này cũng nh   cách ch ng minh nó s  đ c s  d ng r t nhi u trong ph nươ ư ứ ẽ ượ ử ụ ấ ề ầ  

này.

*Phát bi u:ể

N u hàm f(x) liên t c trên t p s  th c và th a:ế ụ ậ ố ự ỏ  

( ) ( ) ( ) ( ); , 1f x y f x f y x y+ = + ∀ ∈ ¡

thì ( )f x ax=  , v i ớ a ∈ ¡   tùy ý.

*Ch ng minh:ứ

T  (1) suy raừ ( ) ( ) ( )0 0,f f x f x= − = −

Và v iớ y x=  thì ( ) ( ) ( )2 2 , 2f x f x x= ∀ ∈ ¡

Gi  s  v i k nguyên d ng,ả ử ớ ươ ( ) ( ) ,f kx kf x x= ∀ ∈ ¡

Khi đó: ( )( ) ( )1 , ,f k x f kx x x k+ = + ∀ ∈ ∀ ∈ ¥¡

T  đó theo nguyên lí quy n p, ta có:ừ ạ

( ) ( ) ( ), 3f nx nf x x= ∀ ∈ ¡

Ta k t h p tính ch tế ợ ấ ( ) ( )f x f x− = −  thu đ c:ượ

( ) ( ) , ,f mx mf x m x= ∀ ∈ ∀ ∈¢ ¡

T  (2) ta có:ừ

( ) 2

2
2 2 ... 2

2 2 2
n

n

x x x
f x f f f     = = = =          

T  đó suy ra:ừ

( ) ( )1
, , 4

2 2n n

x
f f x n x  = ∀ ∈ ∀ ∈  

¢ ¡

K t h p (3) và (4)ế ợ

( ). 1 , ,
2 2n n

m m
f f m n +  = ∀ ∈ ∈  

¢ ¥

S  d ng gi  thi t liên t c c a hàm f(x) ử ụ ả ế ụ ủ ⇒ ( ) ( ), , 1f x ax x a f= ∀ ∈ =¡

Th  l i, ta th y hàm f(x) =ax th a (1). Suy ra đpcm.ử ạ ấ ỏ

Ti p đ n ta s  xét các bài tóan liên quan đ n ph ng pháp này.ế ế ẽ ế ươ
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II.Các bài toán ch n l c:ọ ọ

Bài 1:  Xác đ nh ị ,α β đ  hàm s  ể ố ( ) 1
f x

xα β
=

+ có tính ch t ấ ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c là đ  dài cácộ  

c nh c a m t tam giác ng v i m i tam giác ABC cho tr c.ạ ủ ộ ứ ớ ọ ướ

L i gi iờ ả : 

Không m t tính t ng quát, ta luôn luôn gi  thi t ấ ổ ả ế a b c≥ ≥

Nh n xét r ng, phép ngh ch đ o ậ ằ ị ả ( ) 1
g x

x
=  không có tính ch t ấ ( ) ( ) ( ), ,g a g b g c Là đ  dàiộ  

các c nh c a m t tam giác ng v i m i tam giác ABC. Th t v y, xét tam giác cân v iạ ủ ộ ứ ớ ọ ậ ậ ớ

2, 1a b c= = = thì ta có

1 1 1

a b c
+ =

Đ  ể ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c  là đ  dài các c nh c a m t tam giác, tr c h t ph i cóộ ạ ủ ộ ướ ế ả

( ) ( ) ( )0, 0, 0,f a f b f c ABC> > > ∀V

Suy ra

0, 0, 0,a b c ABCα β α β α β+ > + > + > ∀V (3)

T  (3) ta thu đ c ừ ượ 0α ≥ .Th t v y,n u ậ ậ ế 0,α β<  tùy ý cho tr c thì ta ch n tam giác ABCướ ọ  

có đ  dài c nh a đ  l n, theo tính ch t v  d u c a nh  th c b c nh t s  nh n đ cộ ạ ủ ớ ấ ề ấ ủ ị ứ ậ ấ ẽ ậ ượ  

0aα β+ <

T ng t , cũng t  (3) ta suy ra ươ ự ừ 0β ≥ .Th t v y, n uậ ậ ế 0β < ta ch n tam giác ABCọ

Có đ  dài c nh a đ  nh  thì theo tính ch t v  d u c a nh  th c b c nh t s  nh n đ cộ ạ ủ ỏ ấ ề ấ ủ ị ứ ậ ấ ẽ ậ ượ  

0aα β+ <

Tr ng h p khi đ ng th i x y ra ườ ợ ồ ờ ả 0, 0α β= =  ( )f x không xác đ nh. V iị ớ 0, 0α β= > ta thu 

đ c hàm h ng d ng nên ượ ằ ươ ( ) ( ) ( ) 0f a f b f c= = > và ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c là đ  dài cácộ  

c nh c a m t tam giác đ u.ạ ủ ộ ề

Xét tr ng h p ườ ợ 0, 0α β> > . Khi đó

( ) ( ) ( )f a f b f c≤ ≤

V y ta c n xác đ nh các s  d ng ậ ầ ị ố ươ ,α β sao cho luôn có

( ) ( ) ( ) , ,f a f b f c ABC a b c+ > ∀ ≥ ≥V

Hay
1 1 1

, ,ABC a b c
a b cα β α β α β

+ > ∀ ≥ ≥
+ + +

V (4)

Xét các tam giác ABC cân đ ng d ng v i tam giác c nh 3,3,1, t cồ ạ ớ ạ ứ 3 ,a b d c d= = =

v iớ 0d > tùy ý. Khi đó,(4) có d ngạ

1 1 1
, 0

3 3
d

d d dα β α β α β
+ > ∀ >

+ + +

Hay
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2 1 3
, 0

3 2

d
d d d

d d

α β α β β α
α β α β

+> ⇔ < + ⇔ > ∀ >
+ +

Đi u này không x y ra khi d đ  l n.ề ả ủ ớ

V y v i ậ ớ 0, 0α β= > thì hàm số ( ) 1
f x

xα β
=

+ có tính ch t ấ ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c là đ  dài cácộ  

c nh c a m t tam giác ng v i m i tam giác ABC cho tr c.ạ ủ ộ ứ ớ ọ ướ

Bài 2:  Xác đ nh các hàmị ( )f x liên t c trong ụ [ ] ( )0, , 0 0fπ = và có đ o hàm trong  ạ ( )0,π sao 

cho ( ) ( )( ), ,f A f B f C  t o thành s  đo các góc c a m t tam giác ng v i m i tamạ ố ủ ộ ứ ớ ọ  

giác ABC cho tr c.ướ

L i gi iờ ả : 

Ta c n xác đ nh các hàm sầ ị ố ( )f x  liên t c trong ụ [ ]0,π  có đ o hàm trongạ ( )0,π sao cho

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

0, 0,

0 0

f x x

f

f A f B f C

π

π

> ∀ ∈


=
 + + =

Theo gi  thi t thìả ế ( )0 0f = nên ( )f π π= ( )C A Bπ= − +

Suy ra 

( ) ( ) [ ]( ) , , , 0,f A f B f A B A B A Bπ π π+ + − − = ∀ + ∈

Hay

( ) ( ) ( ) [ ], , , 0,f x f y f x y x y x yπ π π+ + − − = ∀ + ∈

L y đ o hàm trong ấ ạ ( )0,π theo bi n x, ta thu đ cế ượ

( ) ( ) [ ]' ' 0, , , 0,f x f x y x y x yπ π− − − = ∀ + ∈ (5)

T  (5) suy ra là hàm h ng trongừ ằ ( )0,π  và vì v yậ ( )f x px q= + .   Do ( )0 0f =  nên 0q = và 

vì v yậ ( )f x px= . Do ( )f π π=  nên 1p =  và ta thu đ cượ ( )f x x=

V y hàm s  ậ ố ( )f x x=  là hàm s  liên t c trongố ụ [ ] ( )0, , 0 0fπ =  và có đ o hàm trongạ ( )0,π

th a mãnỏ ( ) ( )( ), ,f A f B f C t o thành s  đo các góc c a m t tam giác ng v i m i tam giácạ ố ủ ộ ứ ớ ọ  

ABC cho tr c.ướ

Bài 3: Xác đ nh các hàm sị ố ( )f x liên t c trong ụ [ ]0,π sao cho 

( ) ( )0 0, 0f f x= >  ( ), 0,x π∀ ∈ và ( ) ( )( ), ,f A f B f C  t o thành s  đo các góc c aạ ố ủ  

m t tam giác ng v i m i tam giác ABC cho tr c.ộ ứ ớ ọ ướ

L i gi iờ ả : 

Ta phát bi u bài toán đã cho d i d ngể ướ ạ

Xác đ nh các hàm sị ố ( )f x liên t c trongụ [ ] ( ) ( )0, , 0 0, 0f f xπ = > ( ), 0,x π∀ ∈ và
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( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,f x f y f x y x y x yπ π π π+ + − − = ∀ ∈ + ≤ (6)

Do ( )0 0f =  nên v iớ 0y =  , ta thu đ cượ

( ) ( ) ( ) [ ]0 , 0,f x f f x xπ π π+ + − = ∀ ∈

Đ tặ ( ) ( )f x x g x= +  thì ( )0 0g = ( )g x là hàm liên t c trongụ [ ]0,π

Ta có

( ) ( ) ( ) ( )6 x g x x g xπ π π⇔ + + − + − =

( ) ( ) [ ]0, 0,g x g x xπ π⇔ + − = ∀ ∈

Hay ( ) ( ) [ ], 0,g x g x xπ π− = − ∀ ∈ (7)

Thế ( ) ( )f x x g x= + vào (6) và s  d ng (7), ta thu đ cử ụ ượ

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ], , 0, ,x g x y g y x y g x y x y x yπ π π π π+ + + + − + + − + = ∀ ∈ + ≤

Hay

( ) ( ) ( ) [ ]0, , 0, ,g x g y g x y x y x yπ π+ − + = ∀ ∈ + ≤

T c làứ

( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,g x y g x g y x y x yπ π+ = + ∀ ∈ + ≤ (8)

Do ( )g x liên t c trongụ [ ]0,π nên (8) là ph ng trình hàm Cauchy vàươ ( )g x xα=  v iớ

α  là h ng sằ ố ( ) ( ), 1f x xα= + . Đ  ể ( ) ( )0, 0,f x x π> ∀ ∈ ta c n cóầ 1 0α+ > và để

( ) ( ) ( )f A f B f C π+ + = ta c n cóầ 1 1α+ = .suy ra 0α =  ( )f x x≡

Bài 4: Xác đ nh các hàm s  ị ố ( )f x liên t c trongụ [ ]0,π sao cho ( ) ( )0, 0,f x x π> ∀ ∈ và 

( ) ( )( ), ,f A f B f C t o thành s  đo các góc c a m t tam giác ng v i m i tam giácạ ố ủ ộ ứ ớ ọ  

ABC cho tr c.ướ

L i gi iờ ả :  

Ta th y có hai hàm s  hi n nhiên th a mãn bài toán, đó làấ ố ể ỏ ( )f x x= và ( )
3

f x
π=

Ta phát biêu bài toán đã cho d i d ngướ ạ

Xác đ nh các hàm s  ị ố ( )f x liên t c trongụ [ ]0,π sao cho ( ) 0f x > và

( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,f x f y f x y x y x yπ π π π+ + − − = ∀ ∈ + ≤ (9)

Cho 0y = , ta thu đ cượ

( ) ( ) ( ) [ ]0 , 0,f x f f x xπ π π+ + − = ∀ ∈

Hay

( ) ( ) ( ) [ ]0 , 0,f x f f x xπ π π− = − − ∀ ∈
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Th  vào (9), ta thu đ cế ượ

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 , , 0, ,f x f y f f x y x y x yπ π π π+ + − − + = ∀ ∈ + ≤  
T c làứ

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 , , 0, ,f x y f f x f y x y x yπ π+ + = + ∀ ∈ + ≤ (10)

Đ tặ ( ) ( ) ( )0f x f g x= + .Khi đó ( )g x liên t c trongụ [ ]0,π và có d ngạ

( ) ( ) ( ) [ ], , 0, ,g x y g x g y x y x yπ π+ = + ∀ ∈ + ≤ (11)

Do ( )g x liên t c trong ụ [ ]0,π nên (11)là ph ng trình hàm Cauchy vàươ ( )g x xα=  và 

( )f x xα β= + .Ta c n xác đ nhầ ị ,α β để ( ) 0f x > v i m iớ ọ ( )0,x π∈ và để

( ) ( ) ( )f A f B f C π+ + =

T c là ứ

( )
( )

( )0, 0, 0, 0,

3 3

x x x x

A B C

α β π α β π
α β π απ β π

+ > ∀ ∈ + > ∀ ∈ ⇔ 
+ + + = + = 

Suy ra ( ) ( )(1 )
0, 0,

3
f x x x

α πα π−= + > ∀ ∈
(12)

Cho 0x →   và x π→ , t  (12) ta thu đ cừ ượ

1
1

2
α− ≤ ≤

V i ớ
1

1
2

α− < <  thì hi n nhiên (12) th a mãn.ể ỏ

Xét 
1

2
α = − thì ( ) 1

2 2
f x x

π= − + th a mãn đi u ki n bài ra.ỏ ề ệ

Th t v y, v iậ ậ ớ 0 x π< <  thì ( ) ( ) 0f x f π> =

Xét 1α = thì ( )f x x= hi n nhiên th a mãn đi u ki n bài ra.ể ỏ ề ệ

V y, các hàm c n tìm đ u có d ngậ ầ ề ạ

( ) ( )1 1
, 1

3 2
f x x

α π
α α

−
= + − ≤ ≤

Nh n xétậ

    Sau đây, ta s  xét m t s  bài toán s  d ng ki n th c l ng giác đ n gi n đ  gi i các bàiẽ ộ ố ử ụ ế ứ ượ ơ ả ể ả  

toán liên quan đ n ph ng trình hàm.ế ươ

   Các hàm này th ng s  d ng 3 th  thu t:ườ ử ụ ủ ậ

-Ch n các giá tr  phù h p v i đ i sọ ị ợ ớ ố ố

-Đ i bi n s  (đ t bi n m i)ổ ế ố ặ ế ớ

-Đ i hàm s ( đ t hàm s  m i)ổ ố ặ ố ớ
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Bài 4: Tìm hàm f: →¡ ¡ th a mãn ỏ

        
( )

( ) ( ) ( )

0 1999, 2000
2

2 osy, x,y

f f

f x y f x y f x c

π  = =   
 + + − = ∀ ∈ ¡

Nh n xétậ : Ta c n đ nh h ng s  thay x, y nh  th  nào sao cho đ n gi n nh t, h n n aầ ị ướ ẽ ư ế ơ ả ấ ơ ữ  

ph i s  d ng đ cả ử ụ ượ

( )0 1999

2000
2

f

f
π

=

   =   

Ta xét cách th  sauế

L i gi iờ ả : 

Thay ,
2 2

x t y
π π= − = ta thu đ cượ

( ) ( ) 2 os 0
2 2

f t f t f t c
π ππ  + − = − =  

(1)

T ng t , v iươ ự ớ ,
2 2

x y t
π π= = −  r i sau đóồ 0,x y t π= = − ta đ cượ

( ) ( ) 2 os t- 2.2000sin
2 2

f t f x t f c t
π π   + − = =      

(2)

( ) ( ) ( ) ( )2 0 os t- 2.1999 ostf t f t f c cπ π π− + − = = − (3)

Nhân (3) v i(-1) r i c ng (1) v i(2)ớ ồ ộ ớ

( )2f t 2.2000sin 2.1999 ostt c= +

( )f x 1999 osx+2000sinx, xc⇒ = ∀

Th  l i th y đúng.ử ạ ấ

Bài 5: Tìm t t c  các hàm s  ấ ả ố ( )f x liên t c trên ụ ¡ và

( ) ( ) ( ) s inxsiny, x,yf x f y f x y− + = ∀ ∈ ¡ (*)

L i gi iờ ả : 

   V i d ng này ta ch  c n xem xét quá trình sauớ ạ ỉ ầ

-Tìm ( )0f

- ng v i giá trỨ ớ ị ( )0f tìm đ c dùng phép th  thích h p tìm thêm m t s  giá tr .ượ ế ợ ộ ố ị

-Tìm ( )f x

Th t v yậ ậ

V iớ 0x y= = ,ta thu đ c:ượ ( ) ( )2 0 0 0f f− =
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Suy ra
( )
( )
0 0

0 1

f

f

=


=

-N u ế ( )0 0f = thì v iớ 0y = ta có ( ) 0f x− =

T  đóừ ( ) 0,f x x≡ ∀

Nh ng n u thay ư ế
2

x y
π= =  ta th y mâu thu n.ấ ẫ

-N u ế ( )0 1f =  thay y x= −  ta có

( ) ( ) 2 21 sin os xf x f x x c− = − =

Thay x=
2

π
 ta có  0

2 2
f f

π π   − =      

0
2

0
2

f

f

π

π

   =   ⇒
  − =   

+N u ế 0
2

f
π  =  

, thay
2

y
π= vào

Ta có s inx=cos x+
2 2

f x
π π   + = −      

( ) osx, xf x c⇔ = ∀

+N u ế 0
2

f
π − =  

 thay
2

y
π= − vào ta đ cượ

s inx=cos x-
2 2

f x
π π   − = −      

( ) osx, xf x c⇔ = ∀

V yậ ( ) cosf x x= .Th  l i th y đúng.ử ạ ấ

Nh n xétậ  : Hóa ra đi u ki n liên t c đ  cho là th a. Không bi t hàm ý c a tác gi  là gì khiề ệ ụ ề ừ ế ủ ả  

cho thêm gi  thi t nh ng rõ ràng bài toán có th  gi i b ng phép th  đ n gi n.ả ế ư ể ả ằ ế ơ ả

Bài 6: Tìm hàm ( )f x ác đ nh và liên t c trong ị ụ [ ]1,1− và th a mãn ỏ

( ) ( ) [ ]22 1 2 , 1.1f x xf x x− = ∀ ∈ −

Nh n xétậ : 

Tho t nhìn chúng ta liên t ng ạ ưở 2 22 1 2 os x-1x c− → .

 Đây là đi u đã đ  c p  bài “Dãy s ..”ề ề ậ ở ố

L i gi iờ ả : 

   Ta s  s  d ng thu t chuy n n ẽ ử ụ ậ ể ẩ x=cost

Ta đ cượ ( ) ( )f cos2t 2 ost.f costc=

V y  ậ
( ) ( ) { }cos 2 cos

, ,
sin 2 sin

f t f t
t n n

t t
π π= ∉ = ∈¢ ¢
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Xét hàm ( ) ( )cos

sin

f t
f t

t
=

Nh  v yư ậ ( )f t xác đ nh và liên t c v iị ụ ớ t π∉ ¢

Rõ ràng ( ) ( )2f t f t= , t  đóừ ( ) ( )2 ,mf t f t m= ∀ ∈ ¢ (1)

M t khácặ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ,f t f t f t f t n mπ π= + ⇒ = + ∀ ∈ ¢ (2)

( ) ( ) ( )1 11 2 2 2 1
2

m m

m

n
f f f n f

ππ+ +  = = + = +  

T p các đi mậ ể 1 , ,
2m

n
m n

π + ∈ 
 

¢ là trù m t trong Rậ ,v yậ ( )f x là h ng s  trên m i kho ngằ ố ỗ ả

( )( ), 1n nπ π+

D  th yễ ấ ( ) ( ) [ ], 1.1f x f x x− = − ∀ ∈ −

V yậ ( ) ( ) ( )ost

sin

f c
f t f t

t
π

−
+ = =

−
T  đó các h ng s  trên m i kho ng m  là nh  nhau.ừ ằ ố ỗ ả ở ư

L i cóạ ( ) ( ) ( ) 0f t f t f t− = − ⇒ =  có th  tr  ra nh ng đi m c aể ừ ữ ể ủ n¢  

( ) ( )0, 1,1f x x⇒ = ∀ ∈ −

Mà ( )f x liên t c v yụ ậ ( ) [ ]0, 1,1f x x= ∀ ∈ −

Sau đây ta s  đ n các bài toán s  d ng đ c tr ng hàm đã đ c đ  c p  ph n ki n th cẽ ế ử ụ ặ ư ượ ề ậ ở ầ ế ứ  

c  s .ơ ở

Đây là d ng bài hay và khó, th ng xu t hi n trong các bài thi h c sinh gi i d i d ng cácạ ườ ấ ệ ọ ỏ ướ ạ  

bài khó.

Bài 7: Tìm các hàm ( )f x  xác đ nh và liên t c trongị ụ [ ]1,1− và th a mãn đi u ki n ỏ ề ệ

( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 , , 1,1f x y y x f x f y x y− + − = + ∀ ∈ −

L i gi iờ ả : 

Đ tặ sin , sinx u y v= = v iớ , ,
2 2

u v
π π ∈ −  

.Khi đó, cos 0,cos 0u v≥ ≥ và

( )2 21 1 sin , , ,
2 2

x y y x u v u v
π π − + − = + ∀ ∈ −  

Ph ng trình hàm đã cho có th  viêt d i d ngươ ể ướ ạ

( ) ( ) ( )( )sin sin sin , , ,
2 2

f u f v f u v u v
π π + = + ∀ ∈ −  
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Đ tặ ( ) ( )sinf u g u= ta đ cượ

( ) ( ) ( ) , , ,
2 2

g u v g u g v u v
π π + = + ∀ ∈ −  

Do v y, ậ ( ) ,g u au a const= =  và ( ) arcsinf x a x= . Th  l i, ta th y hàm sử ạ ấ ố 

( ) arcsinf x a x=  th a mãn bài raỏ

Nh n xét ậ : 

Bài toán đã s  d ng m t phép bi n đ i c  b nử ụ ộ ế ổ ơ ả

( )
2

sin osv+sinvcosu=sin u+v

sin 1 sin sin osu

uc

v u vc




− =
Vi c phát hi n phép bi n đ i này xem nh  m u ch t bài toán .ệ ệ ế ổ ư ấ ố

Chú ý: chúng ta đã s  d ng ph ng trình hàm Cauchy  cách gi i trên .ử ụ ươ ở ả

V i cùng t  t ng t ng t  ta xét bài toán ớ ư ưở ươ ự

Bài 8: Tìm các hàm s  ố ( )f x xác đ nh và liên t c trênị ụ [ ]1,1− và th a mãn đi u ki n ỏ ề ệ

( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1 , , 1,1f xy y x f x f y x y− − − = + ∀ ∈ −

L i gi iờ ả : 

Đ tặ [ ]cos , cos , , 0,x u y v u v π= = ∀ ∈ .Khi đósin 0,sin 0u v≥ ≥

( ) [ ]2 21 1 cos , , 0,xy y x u v u v π− − − = + ∀ ∈

Ph ng trình hàm đã cho có th  vi t d i d ngươ ể ế ướ ạ

( ) ( ) ( )( ) [ ]cos cos cos , , 0,f u f v f u v u v π+ = + ∀ ∈

Đ t ặ ( ) ( )cosf u g u= ta đ cượ

( ) ( ) ( ) [ ], , 0,g u v g u g v u v π+ = + ∀ ∈

Do v y, ậ ( ) ,g u au a const= = ( ) arccosf x a x=

Th  l i, ta th y hàm s  này th a mãn bài toán .ử ạ ấ ố ỏ

Bài 9:  Tìm các hàm ( )f x xác đ nh và liên t c trênị ụ ¡ và th a mãn các đi u ki n ỏ ề ệ

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 0

2 , ,

0 1, : 1

f x y f x y f x f y x y

f x f x

+ + − = ∀ ∈


= ∃ ∈ <

¡

¡
(1)

L i gi iờ ả : 

Vì ( )0 1f = và ( )f x liên t c trên ụ ¡ nên 0ε∃ > sao cho ( ) ( )0, ,f x x ε ε> ∀ ∈ − (2)

Khi đó theo (2) v iớ 0n ∈ ¥ đ  l n thìủ ớ
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