Phuong trinh Pell va mot s6 ap dung

Tran Van Trung
Truong THPT Chuyén Lé Quy Don, Ninh Thuan

Phuong trinh Pell duge trinh bay trong nhieu tai lieu khdac nhau . Bai viét nay toi
két hop lai va gidi thiéu hét sic co dong pht hop thoi luong hoc va trinh do cia cdc hoc
sinh chuyén todn va hudng dan dp dung qua cdc bai gidi cia mot s6 dé thi hoc sinh gidi
co ung dung phuong trinh Pell.Cac dinh ly chi gidi thiéu, ching minh xem ¢ cac tai lieu

[2], [3].

1 Phuong trinh Pell loai 1

Phuong trinh Pell loai I 1a phuong trinh Diophante c¢6 dang
P —dyt =1 (1)
trong d6 d 1a sd nguyén duong.

Dinh 1y 1.
1) Néu d 1a s6 chinh phuong thi (I) khong ¢6 nghiém nguyéen duong.

2) Néu d 1a s6 nguyén am, thi (I) khong ¢6 nghiém nguyéen duong.

3) Phuong trinh Pell loai I ¢6 nghiém nguyéen duong khi va chi khi d 1a s6 nguyén duong
va khong phai 1a s6 chinh phuong.

Dinh 1y 2. Gia st (a,b) 1a nghiém nho6 nhat ctia phuong trinh 22 — dy? = 1 nghia 1a b 1a
s6 nguyen bé nhat dé 1 + db? 1a s6 chinh phuong. Xét day (x,) va (y,) cho bdi hé thiic
truy hoi sau:

ro =121 = a; Tpyo = 2021 —xy,n =0,1,... (1)
Yo =0;y1 = b Ynso = 2aYpi1 — Yn,n=0,1,... (2)
Khi d6 (x,,y,) 1a tat cd cdc nghiem ctia phuong trinh Pell 22 — dy? = 1.

Dinh Iy 3. Cho phuong trinh Pell 2% — dy? = 1. Goi 1 la chu k¥ ctia biéu dién lién phan
so clia d,”* la gian phan thit k ctia V.
e Néu r chin thi tat ca cic nghiém ciia phuong trinh Pell 13

T = Pkr—1,Y = Qkr—1

e Néu r 1é thi tat ci cic nghiém clia phuong trinh Pell 13

T = Potr—1,Y = Gopr_1> te N
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Luu y:
Néu r la s6 chén thi (p,_1.¢,—1)la nghiem nhé nhat.
Néu r 1a 6 16 thi (pe,—1.g2,—1) 1& nghiém nhé nhat.
Thuong khi thyc hanh ta st dung dinh 1.3 dé tim nghiém nhé nhéat va dimg dinh ly 1.2
dé viét cong thitc truy hoi nghiem.

Vi du 4. Giai phuong trinh nghiém nguyén:
-7yt =1

Loi giai. Ta c6 /7 = [2; 1,1,1, 4}. Chu ky r = 4 1 s6 chan. Vay ta c¢6 nghiém nho
nhat la (8;3).
Vay tat ca cac nghiem nguyén duong ctia (1) duge xac dinh theo cong thiic:

o =121 =8 xpio = 16241 — T,
Yo = 0591 = 3iYnt2 = 16Yn41 — Yn

2 Phuong trinh Pell loai 11

Phuong trinh Pell loai IT c6 dang:
2? —dy® = -1 (I11)

¢ day d 1a s6 nguyen duong. Ciing giong nhu khi xét phuong trinh Pell loai I, 6 day ta
chi quan tam dén viéc tim nghiém nguyén duong clia phuong trinh nay.

Dinh ly 4. Phuong trinh Pell loai II khong ¢6 nghiém nguyén duong khi
d =m?* m € Z (ttic khi d 1a s6 chinh phuong).

Dinh ly 5. Phuong trinh Pell loai IT khong c6 nghiém khi d c6 wéc nguyén t6 p = 4k + 3.
Dinh 1y 6. Néu d 1a s6 nguyeén t6, thi phuong trinh Pell loai II

2? —dy® = -1 (I11)
¢6 nghiém nguyén duong khi va chi khi d khong c6 dang 4k + 3.

Dinh 1y 7. (Diéu kieén dé phuong trinh Pell loai II ¢6 nghiem).
Goi (a,b) 1a nghiém nhé nhat ctia phuong trinh Pell lien két v6i phuong trinh Pell loai I1.
Khi d6 phuong trinh Pell loai 11

22 —dy? = —1 (1)

¢6 nghiém khi va chi khi hé sau :

¢6 nghiém nguyén duong.

124



Dinh ly 8. (Cong thitc nghiém ctia phuong trinh Pell loalii).
Xét phuong trinh Pell loai I1I:

22— dy? = —1 (1)
Cung v6i n6 ,xét phuong trinh Pell loai I lién két véi no:
v? —dy® =1 (2)
Gia st (a,b) nghiem nguyén bé nhat ctia (2). Xét he phuong trinh:

2 +dy? =a, (3)
2xy = b. (4)

Gia thiét rang he (3) — (4) ¢6 nghiém va (u,v) la nghiém duy nhét ctia né. Xét hai day
s6 nguyen duong {z,},{y,} sau day:

{xo =u;x; = ud + 3duv?; Tpp0 = 20001 — Tp,n =0,1,2, ...

Yo = VY1 = dv3 + 3u2v; Yn+2 = 20Yp+1 — Yn,n =0,1,2, ...

Khi d6 (x,,y,) 1a tat cd cdc nghieém nguyen duong ctia phuong trinh Pell loai I1.

Sau day ta dua ra mot dinh 1y sit dung ly thuyét lien phan s6 dé gidi phuong trinh
pell loai II:

Dinh 1y 9. Phuong trinh 2? — dy? = —1 c6 nghiém khi va chi khi chu ky r cfia biéu dién
lien phan s ctia vV/d 1a 6 16, Trong trudng hop &y céc nghiém ctia né 1a z = D@tr—r—1),Y =
q(2tr—r—1) voit=1,2,3...

Vi du 7. Xét phuong trinh 2% — 34y? = —1.
Ta ¢6 V34 = [5;1,4,1,10]. Chu ky n = 4 1a s6 chan. Vay phuong trinh vo nghiém.

Vi du 8. Gii phuong trinh: 2272y = —1.

Loi giai. Phuong trinh Pell lien két 2272y? = 1.
Ta 6 v2 = [1;2]. C6 chu ky r = 1. C6 nghiém nhé nhét (3;2).
Xét hé phuong trinh:
u? + 20?2 =3
{ 2uv = 2

Dé dang thay (u,v) = (1;1) 1a nghiém duong bé nhat ciia no.
Theo 1y thuyét xay dung nghiém, thi phuong trinh Pell loai IT 2272y? = —1 ¢6 nghiém la:

ro =121 =720 =621 — 2,
Yo = L;y1 = 5 Ynt2 = 6Ynt1 — Un
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3 Phuong trinh Pell véi tham sb6 n

Xét phuong trinh: 22 — dy? = n, & day d 1a sd nguyén duong va khong phai 1a s6
chinh phuong, con n 1a s6 nguyén. Phuong trinh nay goi 14 phuong trinh Pell véi tham s6
n.

Di nhién, néu n = 1 hodac n = —1 thi tuong ng ta c6 phuong trinh Pell loai I va loai II.

Dinh 1y 10. Xét phuong trinh Pell v6i tham s6 n

? —dy? =n (1)

Phuong trinh (1) hodc vo6 nghiém ho#c c6 vo s6 nghiém.

Vay dé tim ra cong thiic vét tat ca cAc nghieém clia phuong trinh Pell ¢6 tham s6 n
ta can c6 cac két qua sau:

Dinh 1y 11. Xét phuong trinh Pell v6i tham s6 n

? —dy* =n (1)

Goi (z0,90) 1a nghiém nguyén duong nhé nhét cta (1).Ta co:

2
Yo Smax{an; Z& }

Dinh 1y 12. Xét phuong trinh Pell v6i tham s6 n:
v —dy* =n (1)

Gia st (1) ¢6 nghiem va (g, 81);(az, B2);. - - ;(Qm, Bm) 12 tat cd cdc nghiem clia (1) thoa

mén bat ding thic
2
6;2 < max {an; Za }

Xét m day sau day. Day thi i:{x, ;;yn.}, v6i i = 1, m duge xac dinh nhu sau:

Xo,; = 4, Yo = 51
Tnt1i = Tni@ + dyp b

Ynt1i = Tnib + Ynia
§ day (a,b) 1a nghiém bé nhat ctia phuong trinh Pell loai I tng véi (1):

v —dy* =1 (2

~—~—

Khi d6 cac day nghiem {x,,;, yn.;} sé vét can hét nghiém phuong trinh Pell véi tham s6 n.

Vi du 4. Giai phuong trinh Pell: 22 — 5y? = —4
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Loi gidi. Xét phuong trinh Pell v6i tham s6 n = —4 sau day.
2 — 5% = —4 (1)
Phuong trinh Pell loai I lien két v6i né c¢6 dang
2? —5y° =1 (2)

Phuong trinh (2) ¢6 nghiém nguyén duong nhé nhat 1a (a,b) = (9, 4). Khi do:

—na? 4.9 4.81
max 4 nb?; L max —4.4%; 4 = 481
d 5 5

S6 nguyén duong § 16n nhat thoa man 52 < 221 1a § = 8. Xét phuong trinh (1):
x? — 5y = —4

Neuy=1l=a=1Ly=2=0=4y=3:4,7;8

thi (1) khong dan dén z nguyen; y = 5 = x = 11.

Nhu thé bang cach thit truc tiép noéi trén, ta thay c6 3 nghiem (1,1);(4,2); (11,5) cta
phuong trinh (1) ma thoa diéu kién:

2
(% < max {nb2; Za }

Theo dinh ly 3.3, phuong trinh Pell tng vé6i n = —4:
22— 5yt = —4
c6 3 day nghiém:
o1 = Liyor = Lixpy11 = 9201 + 200515 Ynt11 = 42n1 + Yna
o2 = 4 Y02 = 2;Tn41,2 = 9%p 2 + 20Un 2, Ynt12 = 4Tp 2 + Yo
To3 = 11,903 = 5;Tpt1,3 = 92y, 3 + 20Yn 35 Ynt1,3 = 42n 3 + Yn 3

Ba day nay viét hét tat ca cac nghiém ctia phuong trinh (1).

4 Mot so6 bai toan trong cac deé thi hoc sinh gioi
Bai toan 1: (CANADA). Cho hai day s6 {z,} va{y,}xac dinh nhu sau :
ro=0;21 = Lixpy1 =42, — Tn
Yo=Ly1 = 2 Ynt1 = 4Yn — Yn—1

Chitng minh ring, v6i moi s6 nguyen duong n ta c¢6 y2 = 32 + 1.
Loi gidi. Xét phuong trinh Pell loai I: X? — 3Y2 = 1 phuong trinh nay c6 nghiém nhd nhat
1a (2;1) nén tat cd cac nghiem cta phuong trinh 1a (X,,;Y;,) sao cho:
Xo=1X1 =2, X1 =4X,, — X, 1
Yb = O,Yi = 1;Yn+1 = 4Yn - Yn—l
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Do d6 X,, = yn; Y, = x,hay (z,;y,) 1a nghiém cta phuong trinh Pell loai I trén.
Vay y2 = 322 + 1.
Bai toan 2: (VMO 1999) Cho hai day s6 {x,} va {y,} xac dinh nhu sau:

o =121 =410 = 3Tp11 — T

Yo=Ly1 = 2, Ynt2 = 3Ynt1 — Un

Gia stt a, b 1a cic s6 nguyén duong thod man a? — 5b% + 4 = 0, chiing minh ring ton tai
s6 tu nhien k dé z; = a,y, = b.

Loi giai. Xét phuong trinh Pell 2%"5y% = —4 (1). Nhu ta da biét (vi du 3.4), ba day
s6 sau day vét hét tat ca cac nghiém ctia phuong trinh (1)

Toq = Liyo1 = Lixpr11 = 92,1 + 20Yn15 Ynt1,1 = 4201 + Yna
To2 =4 Y02 = 2:Tpy12 = 9Tn2 + 20U 2; Yns1,2 = 4Tn 2 + Yo
o3 = 11903 = 5, Tnt13 = 903 + 20Yn 35 Ynt1,3 = 4%n 3 + 3

Ta chting minh (x,,;y,) cling vét hét tat cadc nghiem nguyén duong ctia (1).
V6i moi s6 ty nhién n thi n = 3m +r véir = 0; 1; 2.
Ta Chﬁng minh(mn, yn) = (xm,r—I—l; ym,r—‘rl)- Ta co:

(zo;90) = (wo15901) = (1;1),
(z1;11) = (2025 Yo2) = (4;2),
(2:y2) = (203;Y0,3) = (11;5).

Phuong trinh dac trung cta day {z,}va{y,} la

+
X2—3X—|—1:OcéhainghiémX:3 \/5

2
Nén:
_\/_ 3m—+r \/_ 3m-+r
xn:xgmH:a(?, : 5) +5<3+2 5) _
:a<3_2‘/5>r(9—4\/S)m+ﬁ<3+2ﬁ>r<9+4\/5)m

Dit Uy, = Z3mer Ta c6 day {u,} c6 phuong trinh dic trung c¢6 2 nghiem la 9 +4+/5 neén :
Upt1 = 18Uy, — Up—1-

Suy ra: T3(m+1)+r = 18$3m+r — T3(m—1)+r (*)

TU.’OIlg ry: Ys(m+1)+r = 18y3m+r — Y3(m—1)+r (**)

Viéc con lai la ta ching minh {z,,,%; Y, i} cing thod man (*) va (**) v6ii = 1;2;3. Ta

co:

Tm+1,i — 9$m,z’
Ym,i = —20 (a)
T+t = I + 20Yms Tini — o1
Ym+1i = 4T + 4y i Ym—1,4 = 20 b

Ymi = 4Tm_1,; + Wm-1; (€
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Thé (a), (b) vao (¢) suy ra: Tpy1; = 18T — Tm—1i VA Ymi1i = 18Ymi — Ym—1.-

Vay {x,}; {yn} vét hét tat ca cac nghiem cta (1).

Do dé6 luon ton tai k dé x, = a;y, = b.

Bai toan 3: (VMO 2012) Xét cic s6 tu nhién 1& a,b ma a 1a udc s6 ciia b? +2 va b 1a udc

s6 clia a? 4+ 2. Chitng minh ring a va b 1a cic s6 hang ctia day s6 tu nhién (v,) xac dinh

béi:vy = vy =1 vav, = 40,1 — Vp_9,n > 2.

Loi giai. Gia st (a,b) 1a cgp s6 tu nhien 16 ma a 1a u6c s6 clia b + 2 va b 1a ude sb clia

a® + 2. Tru6e hét ta ching minh (a,b) = 1.

That vay, dat d = (a,b) thi do d wéc ciia a va a 1a wée cia b + 2 nén d uée ctua b* + 2

suy ra d la wéc cia 2. Ma a,b 1é nén d 1é, suy ra d = 1.

Xét s6 N = a? + b? + 2 thi do a? + 2 chia hét cho b nén N chia hét cho b.

Tuong tuw, N chia hét cho a. Vi (a,b) = 1 nén tit day suy ra N chia hét cho ab. Vay ton

tai s6 nguyéen duong k sao cho a? + b* + 2 = kab (1).

Tiép theo, ta chiing minh k = 4. That vay, dat A = {a+b|(a,b) € N*? a®+b*+2 = kab}.

Theo gid stt 6 trén thi A # () . Do tinh sap thit ty tét ciia N, A ¢6 phan tit nhé nhat. Gia

st ag, by 1 cip s6 théa man dieu kien (1) v6i ag + by nho nhét.

Khong mat tinh tdng quat, cé the gia sit ag > by. Xét phuong trinh a? — kbga + b2 +2 = 0

c¢6 nghiém ay. Theo dinh ly Viet thi phuong trinh trén con c¢6 1 nghiém ntta la a; =
b +2

k’bo — ag = °

. Theo cong thiic nghiém thi r6 rang a; nguyén duong. Nhu vay (aq, by)
Qo

ciing 14 mot nghiém ctia (1). Do tinh nh6 nhat ctia ag + by, ta c6 ag + by < ay + by, tiic 1a
ag < kby — ag suyra@ < —.
by — 2
. 2 2 ao bo 2
Ta c6: af + b5 + 2 = kagby. Suy ra — + — + — =k (2).
bo ap  agby

Do?§gvaa()ZbozlnéntfrdaytacékS§+1+2. Neén k < 6.
0
Mit khéc, ap dung bat dang thitc AM-GM, a2 + b2 > 2agby. Nén k > 2.
Néu k 7£ 4 thi (ao,bo) 7é (1, 1), do doé aobo Z 2.
Lai ding (2) dé danh gi4, ta c6 k < g +1+4+2 suyrak <4.
Vay céc gia tri k£ = 5,6 bi loai.
Néu k = 3 thi do ad + b2 + 2 = 3agby, nén suy ra a3 + b3 + 2 chia hét cho 3, suy ra mot
trong hai s ag, by chia hét cho 3, s6 con lai khong chia hét cho 3.
Néu by = 1 thi ag chia hét cho 3, khi d6 vé trai khong chia hét cho 9 con vé phai chia hét
cho 9, mau thuan.Vay by > 1. T d6 suy ra agby > 6.
Lai st dung (2) dé danh gid, ta c6 k < & +1+ 2 = k < 3.Ma k nguyeén suy ra k < 2,
mau thuan. Nhu vay ta da chiing minh dudc néu a, b 1a cac s6 tu nhién 1& théa man diéu
kién dé bai thi:

a® +b* + 2 = 4ab (3)
Dat an phy z = a — 2b. Phuong trinh (3) tré thanh : 22 — 3b* = —2 (4).
Giai phuong trinh Pell (4) v6i tham s6 n = —2 ta sé chiing minh duge hoan toan bai
toan.
Bai toan 4: (IMO Short List) Chiing minh ring ton vo s6 cic s6 nguyén duong n sao
cho p = nr, trong d6 p, r lan lugt 1a nita chu vi va ban kinh dudng tron noi tiép mot tam
giac véi do dai céc cac canh la céc s6 nguyén.
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Loi gidi. Goi a,b,c va S lan lugt 1a do dai cac canh va dién tich tam gidc thod man diéu

kien bai todn. Ta c6: p = nr < pt = n?p*r? & p? = n25?

spt=n’plp—a)p—b)p—c) e (a+b+c)’ =n*(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db)

S @+y+2)’=nlryz ()véiz=a+b—cy=b+c—a;z=c+a—0b.

Néu In € N* sao cho ton tai cac sd nguyén duong (g, Yo, 20) thod méan (1) thi (2z0, 2yo, 220)
ciing la nghiém ctia (1) va cac do dai a = x4+ yo; ¥ = Yo + 20; ¢ = To + 2o s€ xac dinh mot
tam gidc thod man yéu cau bai toan.

Vay ta chi can ching minh ton tai vo han n sao cho phuong trinh (1) ¢6 nghiém nguyén
duong (z,y, z). Néu chonz = k(z + y) v6i k € N* thi (1) tré thanh

(k+ 1%z +y)" = n’kzy  (2).
Chon n = 3k + 3. Khi d6 (2) tré thanh:
(k+1)(z +y)* = Ykzy

He s6 (k+ 1) 6 vé trai gay kho khan cho viée giai phuong trinh. Vi phuong trinh van con
nhiéu an nén ta tiép tuc chon y = k + 1 thi dugc:

(z+k+1)° =%z 2> - (11lk+2z+ (k+1)*=0 (3)
Bay gio ta chi can chitng minh ton tai vo s6 s6 nguyén duong k sao cho phuong trinh (3)
¢6 nghiém nguyén duong.
Diéu nay tuong duong véi ton tai vo s6 s6 nguyén duong k sao cho biét thitc clia phuong
trinh (3) 14 s6 chinh phuong. Ta co:
A= (11k +2)* — 4(k 4+ 1)* = 9(13k* + 4k).

Nhu vay ta can chiing minh ton tai vo sd s6 nguyén duong k sao cho 13k? +4k 13 s6 chinh
phuong. Néi cach khac, ta can chiing minh phuong trinh sau vo s6 nghiém nguyén duong:

13k* +4k =y*  (4)
Nhan hai vé ctia (4) véi 13 ta duge
132k + 134k = 13y & (13k+2)> — 132 = 4
Tiép tuc dat k = 2s;y = 2t thi ta dude phuong trinh:
(13s+ 1) — 132 =1
Néu dat u = 13s + 1 thi ta duge phuong trinh :
w13t =1 (5)

Phuong trinh (5) 1a phuong trinh Pell loai 1, do d6 né c6 vo s6 nghiem. Van deé 6 day la
o - ) NI . u—1
sau khi tim dugc nghiém u, t, ta tinh s bang cong thiic s = I3

Do d6, dé hoan tat phép chiing minh, ta can chiing minh phuong trinh (5) c6 vo s6 nghiem
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(u,t) v6i u = 1(mod13). Nghiem nhé nhat cia (5) 1d u = 649,¢ = 180
T dé ta c¢6 day nghiém (u,,t,) duge xac dinh béi: u; = 649;¢; = 180
u; = 649; ¢, = 180,
Upr1 = 649u,, + 2340¢,,,
ther = 180w, + 469%,.

Vi 649 = —1(mod13) va 2340 = 0(mod13), Nén ta ¢6 u,1 = —u,(mod13).
T d6 ta suy ra u, = 1(mod13) véi moi n chén.
Bai toan dudgc gidi quyét hoan toan.

5 Bai tap ciing cb

rt+y=z+u

Bai 1. (IMO Shorthist) Xét hé phuong trinh { Tim gié tri 16n

2xy = zu
£ N N % xr . . . ~ 5 ~
nhat cia hing s6 thuc m sao cho m< — v6i moi nghiém nguyén duong (x,y,z,u) cia hé
Y

ma x > y.

Bai 2. Chitng minh rang néu 522 + 4 hodc 522 — 4 1a s6 chinh phuong khi va chi khi x &
s6 hang ctia day Fibonacci.

Bai 3. (Bulgaria 1999). Chitng minh ring phuong trinh

22 4y 4 22+ 12 = 1999

Cé6 vo s6 nghiém ngyen duong.
Bai 4. (IMO Shorthist) Chting minh rang ton tai hai day s6 nguyen duong tang (a,), (b,)
sao cho a,(a, + 1) 1a ude ctia b,” + 1 véi moi n > 1.
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