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Mé& dau

"Di bién ing van bién" dé la 16i Bac H6 din cu Huynh Thic
Khang trudéc khi Bac 1én dudng sang Phap nam 1946, giao lai trong
trach Quyén Chu Tich nuéc cho cu Huynh Thic Khang. "Bat bién" &
day 1a doc lap dan toc, trén co sé d6 ma tim ra nhitng déi sach mém déo
thich hop v6i tinh hinh trong hoan canh dat nuéc dang ngan can treo
soi téc. Cau néi trén cling 14 "cam nang" cho ching ta khi giai mot loat
bai toan rdi rac, tit Hinh hoc dén S6 hoc, ma diéu quan trong nhat 13

tim cho ra moét "bat bién".

Vay bat bién la gi? D6 1a nhing dic diem c6 tinh cb6 dinh ctia mot
déi tuong trong sudt qua trinh bién déi, chuyén hoa. Néu ta xac dinh
dugce bat bién ta sé phan biet dugc méi quan hé clia cac vat thé trudc
va sau qué trinh bién déi, dé tir d6 giai dap dudc nhiéu van dé mot cach
doc dao va bat ngd. Ta c6 thé phan tich trang thai clia hé théng dé xAc
dinh vi tri can dat dugc tit nhing vi tri khac. Mot trong nhiing cong cu
rat manh cho viéc phan tich hé théng 13 tinh bat bién ctia mot sé dai
lugng trong hé théng. Nhitng dai luong nay khong thay doi dudi nhiing
thao tac khac nhau trong hé théng. Hon nita, tinh bat bién c6 thé dung
dé chi ra rang tit mot cau hinh khong thé dat t6i mot cAu hinh khac.
Trong cac ky thi hoc sinh gidi, bat bién cling thudng xuyén xuat hién
mot cach doc dao trong cac bai toan to hop, s6 hoc, dai s6, hinh hoc,
... Tuy bai toan phtc tap, nhung da an chia nhiing dai lugng bat bién,
chiang han nhu tinh chin, 18 hodc tong, tich cac bién khong thay doi.

Msic du bat bién duge st dung rong rai trong giai toan so cap, cho
dén nay, theo chd ching toi dugc biét, chua c6 mot tai lieu nao viét mot
cach c6 he théng vé van dé nay. Vi thé, ching to6i ¢6 ging suu tam ti rat
nhiéu tai lieu khac nhau, chon loc nhitng bai toan ma cong cu chii yéu sit
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dung 1a phuong phap bat bién dé lam thanh luan van nay. Trong ching
muc c6 the, ching to6i khong chi néu 16i giai ctia cac bai toan nhu nhitng
tai lieu khac, ma con c¢d gang phan tich, phat hién bat bién méi va 10i
giai ctia bai toan duwa vao dé. Diéu nay cé thé cé ich cho hoc sinh khi
tim hiéu vé phuong phap dé. Ching toi ciing c6 ging trinh bay thong
qua nhitng bai tap thudc nhiéu loai khac nhau nhu hinh hoc, t6 hop, s6
hoc, nham lam ndi bat tinh phdé dung ctia phuong phap bat bién trong
gidi toan so cap.
Ludn vdan gom 8 chuong:

Chuong 1. Nguyén 1y vé bat bién. Trong chuong I nay ching toi
tap trung trinh bay vé nguyén ly bat bién day la co sé dé giai nhiing
bai toan 6 2 chuong sau. N6 dugc chia thanh 2 muc trong dé muc 1.1
gidi thieu vé phuong phap bat bién, muc 1.2 trinh bay khai niém vé bat
bién.

Chuong 2. Mot s6 bat bién trong bang s6. Trong chuong niy, ching
toi chon loc gidi thieu mot s6 bai toan thuoc dang d6 va chia thanh 2
dang toan; trong d6 muc 2.1 chiing toi trinh bay mot s6 bai toan ma bat
bién dya trén tinh chia hét, muc 2.2 trinh bay mot sé bai toan ma bat
bién clia n6 1a mot dai lugng ndo dé.

Chuong 3. Mot s6 loai bai toan khac. Ngoai nhitng bai toan trén
bang 6 vuoéng ma da trinh bay 6 chuong II, 6 chuong nay ching téi trinh
bay mot s6 dang bai toan khac nhau ma phuong phap giai ciing 13 sit
dung bat bién ndo dé.

Luan vin nay da dugc hoan thanh dudi sy chi bao va huéng dan tan
tinh cia GS.TSKH. Ha Huy Khoai - Vién Toan hoc Ha Noi. T6i xin
dugce bay t6 long biét on sau sic dén GS.TSKH. Ha Huy Khoai.

T6i cling xin gui 10i cAm on dén cac thay, co6 dang cong tac tai Khoa
Toan, Phong quan 1y khoa hoc Truong Dai Hoc Khoa Hoc cling nhu cac
thay, co tham gia giang day Khéa Cao hoc 2009 - 2011 da tao diéu kién
t6t cho to6i trong sudt qua trinh hoc tap va hoan thanh luan vin.

Do thoi gian ¢6 han va sy hiéu biét ciia ban than nén luan vin nay
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méi chi ditng lai é viéc tim hicu, tap hop tai liu, sip xép va trinh bay
két qua theo ting cht dé dit ra. Du da rat c¢d ging, nhung chic chin
noi dung trinh bay trong luan van khong tranh khoi thiéu s6t nhat dinh
va tac gid rat mong nhan dudc gép ¥ clia cac thay co gido va cac ban.

Thair Nguyén, ngay 16 thang 05 nam 2011

Tac gia

Nguyén Trung Thanh
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Chuong 1
NGUYEN Li BAT BIEN

1.1. Giéi thiéu vé phuong phap dai lugng bat bién

Vi du 1.1.1. Cho a,b,c € R. Ta zét tong S = a+ b+ c. Néu ta doi

ché a cho b,b cho c va ¢ cho a thi tong S luon chi la mot so.

Vi du 1.1.2. Ta xét bai toan xuat phat tit cau chuyén co tich: Nguoi
nong dan trong dudc mot cay khé than cé 99 qud chua chin mau zanh
va 1000 qud da chin mau vang. Mot con Qua dén dn moi ngay hai qud
khé va ndi vdi nguoi nong dan: “An mot qud trd cuc vang, may tii ba
gang dem di ma dung”. Qua dén dn hai qud khé bat ki khong phan biét
qud zanh va qud vang. Néu Qua dn mot qud vang va mot qud zanh thi
cay khé lai sinh ra mot qud zanh. Néu Qua dn hai qud vang thi cdy khé
lai sinh ra mot qud vang. Néu Qua dn hai qud zanh thi cday khé lai sinh
cling qud vang. Hoi co thé zdy ra truong hop qud khé cudi cing con lai
trén cay la mau vang khong?

Dé thuan tien cho viéc giai bai toan ta ki hieu: Qua khé xanh 1a X;
qué khé vang 1a V; qua &n qua 1a (+) va cay khé sinh qua la (). Khi d6
bai toan c6 thé viét lai ngdn gon: V+V =V, X+ X =V, V + X = X.
Tt cach viét trén ta thiy ring sé luong qua xanh hoac khong thay doi
ho#ic 1a gidm di hai qua sau mdi 1an &n (m6i lan Qua &n hai qua). Vi
trén cay, so6 nhitng qud mau xanh 13 18, con s6 nhitng qua mau vang 13
chdn, nén qud cudi cling trén cay sé 14 mau xanh, khong phu thudc vao

cach dn qua cua Qua.

Tinh bat bién trong bai toan trén 1a gi? D6 1a s6 nhitng qua xanh du
Qua c6 dn qua nhu thé ndo di nita thi né khong thay déi hoic néu né
thay doi thi thay doi mot cach c6 dinh 1a gidm di hai qua. Nhu vay, tinh
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chin 1& ctia s6 cac qua xanh 14 mot bat bién. Chinh diéu bat bién déi
v6i qua xanh va gid thiét clia bai toan dua ta dén 16i gidi. Nhu vay viéc
tim ra bat bién trong nhitng dai luwgng da cho ctia bai toan 1a rat quan
trong.

Nhitng bai toan ¢6 dang nhu mot quy trinh hay thuat toan thuong ton
tai mot trang thai khdi dau va mot day nhing buée di hop lé (bude bién
doi). Két luan ctia nhiing bai toédn loai nay thudng phai tra 18i nhing
cau hoi sau day:

1. C6 thé dat t6i mot trang thai cudi cing da cho khong?
2. Tim tat c trang thai cudi ciing c6 thé dat t6i?
3. C6 ton tai gidi han tién t61 mot trang thai cudi cung khong?

4. Tim tat ca chu ki c¢6 thé c6 trong day trang thai?

1.2. Khai niém vé bat bién

Xét nhitng bai toAn mang cau tric mot hé thong ma trén dé ta phai
xtt Iy nhitng thao tac khac nhau & ting mic do. Van dé dat ra: C6 thé
x4c dinh dugc mot vi tri ndo day ti nhing vi tri da biét? Mot cong cu
rat manh dé gidi quyét nhitng bai toan nhu vay 1a xét mot s6 tinh chat
trong hé thdng ma né khong thay déi trong ting budc thyc hién thao
tac. Tinh chat khong thay doi nhu trén thuong dugc xem nhu 1 bat
bién. Theo mot s6 tai lieu tham khdo ching toi dua ra dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.2.1. Gid st ta cé6 mot hé thong (F) cic dai lugng va cdc
phép bién doi theo thi tu. Tinh chat P dudc goi la mot bat bién sau s
budc trong hé thong (F) néu cit s budc bién doi ta déu nhan lai duoc tinh
chat P.

Vi du 1.2.1. Xét day s6 (ay), (b)), (c,) va (d,) dude zdc dinh nhu dudi
day: ag, by, co,dy € Z, ani1 = ayp — by, byi1 = by, —cpyen +1 = ¢, —
dy,dpi1 = dyp — ap,n > 0.

(i) Hay chi ra khong ton tai s6 nguyén ban dau ag, by, co, dy dé sao cho

lanby, — cudy| , |ancn — budy|, |and, — bycy| la s6 nguyén té khi n > 4
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(i1) Ching minh rdng aspiabaoa, baoi2Ca02, Cao12da012, dao12aoo12 déu chia
hét cho 4°%

Loi gidi.

Kiém tra truc tiép

(

ay = 2(&0 — 2by 4+ 3¢cp — 2d0)
by = 2(b0 — 2¢o + 3dy — 2a0)

Cqy = 2(60 — 2dy + 3ag — 2b0)

dy = 2(d0 — 2ag + 3by — 260)
\

Nhu vay, ct sau 4 buéc bién déi ta déu nhan dudc nhing
s6 nguyén chia hét cho 2. Tu day suy ra cic sd nguyén
lanby, — cpdy| s |anc, — budy| s |and, — bpey,| déu 1a cac s nguyén chia
hét cho 4 khi n > 4. Vi ct sau 4 buéc nhan dudc sé chia

2503

hét cho 2 nén a2012,62012,62012,d2012 déu chia hét cho . Do Vay

A 1z 503
a2012b2012, D2012C2012, C2012d2012, d2012a2012 deu chia het cho 4°7°.

Vi du 1.2.2. Xét day s6 (a,), (b,), (¢,) va (d,) dude zdc dinh nhu dudi
day:

)
agp, by, co, dy € Z

an+1:an_bn+cn
<bn—i—l:bn_cn‘l’dn

c, +1=c¢,—d,+a,

dpi1=d, —ap,+b,,n >0
\

Chz’mg minh T&ng asp12 — ap, b2012 — bo, C2012 — Co, d2012 — do déu la nhﬁng
s6 nguyén chia hét cho 4.
Loi gidi.
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Kiém tra truc tiép

(

ayg = 21&0 — 20b0 + 2060 - 20d0
by = 21by — 20c¢y + 20dy — 20ay

Cqy — 2100 — 20d0 + 20&0 - 20b0

dy = 21dy — 20ag + 20by — 20¢
\

Nhu vay, cii sau 4 buéc bién doi ta déu nhan duge nhitng s6 nguyén thoa
man tinh Chét P: Thaa = a:k(modél) Tu dﬁy Suy ra asp12 — ao,b2012 -
b(), C2012 — O, d2012 — d() déu la IlhfIIlg Sé) nguyén chia hét cho 4.

Vi du 1.2.3.X¢ét day so (a,) va (b,) dude zdc dinh nhu dudi day:

,

ao,bo GR,O < by < ay
a, + b,
< Apy1 = 2
2a,b,,
bn = ) >0
\ 1 a, +b, "=

Chatng minh rang lim a, = lim b, = v/agby.

n—oo n—oo

Lai gidi.
Do ag,by > 0 nén dé dang chi ra a,,b, > 0. Do bdi (a, + b,)? >
an + by
X 2
day (a,) la day don diéu gidm, bi chin dudi nén ton tai a = lim a,. Béi

2a,b,,

an + by
neén ton tai b = lim b,. Stt dung tinh chat bat bién P: a,b, = ani1bns1

n—oo
. _ . ap,+b, a+b
va a = lim a,.; = lim =
n—00 n—00 9 9

danby, an # by, nén (a, > b,) véimoin > 0. Vi a,y =

= a, nén

Vi b1 = > b, nén day (b,) la day don diéu tang, bi chan trén

ta nhan dugc a = b = apby.
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Chuong 2
MOT SO BAT BIEN TRONG

e
A~

BANG SO

Bai toan vé bang s6 thudng xuat hién trong cac ky thi hoc sinh gidi
quoc gia, quoc té. Trong viéc gidi nhitng bai toan dé, phuong phap diung
bat bién t6 ra rat c6 hiéu qua. Trong chuong nay, chiing to6i chon loc gidi
thieu mot s6 bai toan thuoc loai d6. Phuong phap chung thuong gip 1a
dya trén tinh chia hét (dong du) clia mot dai lugng ndo do, hodc gia tri
cua dai lugng. Viéc tim ra nhing dai lugng thich hop véi timg bai toan
khong phai & diéu dé dang, va thuong dan dén nhing 10i gidi ngn gon
va tha vi.

2.1. Bat bién dua trén tinh chia hét

Trong nhiéu bai toén, bat bién duge st dung 1a tinh chin 1é (phan
du khi chia cho 2), phan du khi chia cho 3, hay chia cho mot s6 nguyén
duong nao dé ctia mot dai lugng trong qua trinh bién doi. Ta sé tim hiéu

viéc st dung bat bién thong qua mot s6 bai tap.

Bai toan 2.1.1. Trén bang den ta viét 2010 dau cong (+) va 2011 dau
trir (-). Cho phép xéa 2 dau tuy y va viét thay vao dé mot dau cong néu
2 dau x6a la nhu nhau, va dau trir trong truong hop nguoc lai. Lap lai
phép tinh dé 4010 lan. Héi trén bang con lai dau gi?

Loi gidi. Cdach 1. Gia st thay cho dau cong ta viét s6 1, thay cho dau
trit ta viét s6 -1. Khi d6 phép toan da cho tuong duong viéc thay 2 sb
tlily ¥ bdi tich ctia ching. Phép tinh ndy khong lam thay doi tich ctia tat
c& cac s6 da cho. Nhu vay tich clia tat ca cac s6 da cho 14 mot bat bién
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trong qué trinh lip phép toan. Tai trang thai xuat phat, tich nay bing
—1, va vi n6 1a mot bat bién nén & trang thai cudi cling, tich dé ciing
bang —1. Sau 4010 lan lip, ta chi con 1 s6 trén bang, vay dé la sb -1.
Diéu nay c6 nghia dau con lai trén bang 1a dau (-).

Cach 2. Ta c6 thé thay mdi dau cong bing s6 0, mdi dau trit bing
s6 1. Khi thuc hién phép toan da cho, tong ctia 2 sé bi xéa sé ciing tinh
chin 1é v6i s6 thay thé cho 2 s6 d6. Nhu vay, tinh chin 1é clia tong tat
c& cac s6 da cho 13 mot bat bién ctia bai toan. Tai trang thai xuat phat,
tong cac s6 da cho 14 2011, dong du 1 moéduld 2, nén tong cia trang thai
cudi cling phéi 1é. Suy ra s6 con lai 1a s6 1, tic 1a ting v6i dau trix (-).

Cédch 8. Sau mdi lan thuc hien phép toan, ta thay s6 cac dau trit hodc
khong doi, hodic giam 2 don vi. Nhu vay, tinh chin 1é ctia s6 cac dau tru
ciing 1a mot bat bién. Tai trang thai ban dau, s6 cac dau trir (2011) 1a
s6 16, nén khi con lai mot dau, d6 phéi 1a dau trit (-).

Phan tich ba cdch gidi ta nhan thay: cach 1 1gi dung tinh bat bién cta
tich cac sb viét trén bang; cach 2 stt dung tinh bat bién ctia tong cac so;
cach 3 1a sy bat bién ctia tinh chn 1é ctia s6 cac dau tri. Nhu vay trong
cach gidi ta da st dung tinh bat bién cta tich, tong hoidc tinh chin 1é

cua cac so.

Bai toan 2.1.2. Trén bang den, ta viét mot s6 dau cong (+) va mot sb
dau trir (—). Cho phép x6a 2 dau tuy y va viét thay vao dé mot dau cong
néu hai dau da xéa Ia khac nhau, va dau trir trong truong hop ngugc
lai. Chitng minh rang dau cubi ciing con lai trén bang khong phu thuoc
vao cach xéa dan cac dau.

Loi giai. Ta thay méi dau (+) bdi s6 1, dau (—) béi s6 0. Nhu vay, quy
tic da néu trong dé ra tuong duong véi viec thay hai s6 tiy § bdi tong
clia chiing theo moéduld 2, tic 1a thay a+b béi x v6i (a+b) = x(mod 2).

Diéu d6 c6 nghia 14, tinh chin 18 ctia tong cac s6 khong thay doi. Suy
ra rang, tinh chdn 1é cia s6 cac dau (+) 13 mot bat bién cia qué trinh.
Vi thé, dau cudi ciing con lai trén bang 13 dau (+) néu & thoi diém xuat
phat, s6 dau (+) 1a 1é, va sé 1a dau (-) néu ngugc lai. Két qua nay khong

10
86 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



phu thudc cach xéa dan cac dau.

Bai toan 2.1.3. Viét trén bang den mot s6 s6 0, 1 va 2. Xoa hai s6
khac nhau tuy y va viét thay vao dé s6 con lai (vi du xo4 s6 0, 1 va viét
s6 2). C6 mot nguoi thuc hién phép todn nay lién tiép va cudi cung chi
con mot s6 trén bang. Chitng minh rang sé con lai trén bang khong phu
thudc qua trinh thuc hién phép toan da cho.

Loi giai. Di nhién, khong phai cach thyc hién phép toan da cho nhu thé
nao ciing dua dén két qua chi con mot s6 trén bang.

Trong bai toan nay, ta da gid thiét 14 c6 mot cach thuc hién viec dé.
Van dé 1a can chitng t6é rang, v6i moi cach thyc hién phép tinh dé thu
dugc mot s6 duy nhat con lai, s6 cudi cliing ndy khong phu thuoc vao
cach thuc hién phép toan.

Goi xg, 1, 22 1an luct 14 s6 cac s6 0, 1 va 2 da dude viét. Mai lan thuc
hién phép toan, cac sb xg, x1, T2 déu ting hodc gidm mot don vi, tic 1a
thay doi tinh chin 18. Khi chi con mot s6 cudi cling trén bang, hai trong
cac sb xg, x1, T2 tré thanh 0, s6 kia trd thanh 1. Vay, & thoi diem xuét
phéat, hai trong cac s6 d6 c6 cling tinh chén 18, s6 kia khac tinh chin 1¢
v6i chung. Do dé, khong phu thudc qua trinh thyc hién phép toan, chi
c6 mot trong ba s6 g, x1, To tré thanh 1, d6 1a s6 ma ban dau né khac
tinh chin 1é v6i hai s6 con lai.

Loi giai trén day ciing cho thay ring, khi cd ba sb6 g, x1, 72 ¢6 cling
tinh chin 1 thi bang phép tinh da cho, khong thé xo4 dan dé dén lac
chi con lai mot s6 trén bang. Tuy nhién, 10i giai trén day ciing khong chi
ra rang, dieu dé luon luon cé thé lam dugc néu trong ba sé xg, x1, x9 cb

dtng hai s6 cung tinh chn 1é.

Bay gio, gia st ta thay doi phép toan trong bai toan 2.1.3 mdi lan doi
héi x04 4 s6, gom 2 cap s6 bang nhau va thay vao dé 1a mot s6 thuoc
loai con lai (vi dy, xo4 hai s6 0, hai s6 1 va thay vao d6 1a s6 2). Gia st
sau mot s6 phép toan nhu vay, chi con lai mot s6 trén bang. Néu biét
s6 cac s6 0, 1, 2 tai thoi diem xuat phat, c6 thé noi gi vé sbé con lai trén

bang?

11
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Trong trudng hgp nay, viéc xét tinh chdn 1é nhu truéc sé khong dua
dén két qua, béi vi mot trong cac sé xg, z1, o thay doi tinh chin 1é khi
thuc hién phép toan, trong khi hai sé kia git nguyén tinh chén 1&, do
dé6 cac s6 ban dau c6 tinh chin 1é khac nhau cé thé cé tinh chin 1é nhu
nhau sau mot s6 lan thuc hién phép toan.

Dé giai bai toan, ta can tim moét bat bién khac. Dé ¥ rang, khi xét
tinh chdn 1¢, ta da xét dong du theo moduls 2, tic 1a mot dong du don
gidn nhat. Khi viec dé khong con c6 ich nita, 1& tu nhién 1a ta tinh dén
dong du tiép theo: dong du theo modulé 3. R rang cac 16p dong du ctia
X1 — T, T1 — Xg, Ty — To bat bién trong qua trinh thic hién phép toan.

Nhu vay, néu sau khi thiyc hien mot sé6 phép toan quy dinh ma trén
bang con lai ding mot s6 thi khi xuat phat, phai c6 ding 2 s trong cac
s6 xg, 1, Ty dong du nhau theo modulo 3. Dé suy ra chit s6 cudi cling

con lai trén bang.

Bai toan 2.1.4. Cho bang 6 vuong 8 x 8, trong moi 6 vuong cta bang
ta viét mot s6 nguyén. Chon tuy y mét bang 6 vuong con c6 kich thudc
3 x 3 hoac 4 x 4 roi nang moi s6 c¢6 trong cic 6 clia bang con da chon lén
mot don vi. Xuat phat tiv mot bang tuy y, vdi viéc thuc hién lién tiép
phép tinh dé, ta c6 thé nhan dugc hay khong mot bang ma tat ca cac
s6 viét trong cic 6 déu chia hét cho 37

Loi gidi. Ta dy doan rang, phai ton tai nhing bang ma khong cé cach
ndo dé dua vé bang thod man yéu cau bai toan. Vi diéu kién duy nhat &
day 1a chia hét cho 3 nén ta can tim mot tap hop ndo dé cic 6 ma tong
cic sO viét tai caAc 6 ciia tap hop dé cé dong du moduldé 3 bat bién trong
qué trinh thuc hién phép tinh. Néu ton tai tap hop nhu vay, ta chi can
lay trong bang xuit phat cic sé sao cho tong khong chia hét cho 3.
Khi thic hién phép tinh, cac s6 trong méi 6 thuoc bang con dugc
chon sé& dudc cong thém maot don vi. Do d6, tap hop A cac 6 can tim
phai thod man tinh chat sau: moi bang con kich thuéc 3 x 3 hoic 4 x 4

déu phai chida 0, 3, 6, 9, 12 ho#ic 15 6 ctia tap hgp A.

Dé thay rang, néu ta lay A 1& tap cac 6 danh dau trong hinh 2.1 thi
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A sé thod méan difu kién dit ra.

Hinh 2.1

Bai toan 2.1.5. Cho bang 6 vuodng 8 x 8, trong méi 0, ta viét mot so
nguyén. Chon tuy y mot bang con trong dé kich thudc 3 x 3 hoac 4 x
4 r6i nang moi s6 ¢6 trong cac 6 cla bang con da chon lén mét don vi.
Xuat phat tir mot bang tuy ¥, ¢6 thé thu dugc mot bang gom toan sé 16
hay khong?

Loi giai.

Hinh 2.2

Tuong tu nhu bai trude, néu ta lay tap hop A gom cac 6 danh dau
nhu hinh 2.2 thi méi bang 3 x 3 ho#c 4 x 4 déu chita 6 hosic 12 6 cla tap
hop A. Nhu vay, khi tang them 1 don vi vio mdi s6 trong 6 ciia bang
con dudc chon, tinh chin 1é clia tong cac sé da viét khong thay doi.

N6i cach khéc, ta c6 bat bién la: tinh chin 18 ctia tong cac s6 da viét
trong cac 6 thuoc tap hop A. Néu tat ca cac so6 trong bang déu 1é thi
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tong cac so6 da viét trong A 13 s6 chdn. Nhu vay, néu trong bang xuit
phét, tong cac s6 trong A 13 1é (chang han, moi s6 déu chén, trit mot s6
1¢ duy nhét) thi bang d6 khong thé dua dugce vé bang moi sb 18.

Bai toan 2.1.6. Cho bang s6 c6 tinh chat sau:

ai| az) as

CL42 as

Qg| ay| as

Hinh 2.3

Tong ctia nhitng phan tit trong méi hang, méi cot hodc dudng chéo chia
hét cho 2. Mot thao tac cho phép chuyén mot don vi § mot 6 sang o
bén canh (6 bén canh ctia mot 6 la 6 c¢6 chung canh). C6 thé tir hinh
2.3 nhan dugc hinh 2.4, sao cho tat ca phan tit 6 cac 6 xung quanh 1 sb
chan khoéng?

D] b2 by
by| 2| bs

Loi giai. Tu gid thiét suy ra cip s6 as, ay va ay, as 1a ciing tinh chin 1é.
Béi vi a4+ a4+ ag vA ag+a7+ag chia hét cho 2 suy ra a; +aq+2ag+ a7 +ag
chia hét cho 2, nghia 13 a1 + a4 + a7 + ag chia hét cho 2. Cing tir diéu
kién da cho ta c6 a; + 2+ ag chia hét cho 2, nghia 1a a; + ag chia hét cho
2. Khi d6 a4+ a7 chia hét cho 2 va suy ra a4 va ay cting tinh chin 1é. Nhu
vay ta di dén két luan 13 ao, a4, a5 vd a7 cling tinh chdn 1&. Néu as, a4, as
va a7 1a nhitng s6 chin thi a;, as, ag vd ag hodc tat cd déu chdn hoic déu
16. Khi d6 s6 lugng clia nhitng s6 chdn 13 5 hodic 1& 9. Néu as, ay, as va
a7 1& nhitng s6 1é thi aq, as, ag va ag hodc tat ca déu chdn hodc deu 1é.
Khi dé6 s6 luong ctia nhitng s6 chan 13 1 hodc 1a 5. Vay s6 lugng nhiing
s6 chén trong bang 1a mot s6 16 (1, 5 hodc 9). Ta xét nhitng bién doi
trén nhitng 6 bén canh mot 6. Néu z va y 1a nhing s6 ¢ hai 6 bén canh
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nhau, thi ta c6 thao tic z,y — = — 1,y + 1. Xét tat cd cac truong hop
chan 1é cho x va y: (chdn, chan), (chan, 1é), (16, chan). Sau khi thyc hién
thao tac ta nhan dugc tuong tng (1é, 1é), (1é, chdn), (chdn, chdn). Nhu
vay, thao tac bién doi khong thay déi tinh chén ctia s6 lugng s6 chn (vi
thay doi s6 lugng 0 hodc 2). Trong hinh 2.3 c6 s s6 1é nhitng s6 chin,
con trong hinh 2.4 c¢6 8 s6 chén, nghia 1& s6 chdn. Suy ra bang nhu vay
khong nhan dugce khi thic hién cac thao tac trén.

Bai toan 2.1.7. Mot bang hinh chit nhat ké 6 vuong c6 2010 hang va
2011 cot. Ki higu 6 vuong ndm & giao ctia hang thit m (ké tir trén xudng
dudi) 1a (m;n). To mau cdc 6 vuong clia bang theo hai cch sau: lan thit
nhat to ba 6 (r;s),(r+1;s+1),(r +2;s+1), véir, s la hai s6 tu nhién
cho truéc thoda man 1 < r < 2008 va 1 < s < 2010; twr lan thit hai, mdi
lan to6 diing ba 6 chuta ¢6 mau ndm canh nhau hoac trong ciing mot hang
hodc trong ciing mot cot. Hoi bang cach dé cé thé to6 mau dugc tat ca
cac 6 vuong cua bang da cho hay khong?

Loi gidi. Ta ghi vAo mdi 6 vuong ciia bang mot s6 tu nhién theo quy téc
sau: 6 mdi hang, 1an lugt tir trai qua phai ghi cac s6 tu nhién tit 1 dén
2011. Nhu vay, ba s6 dugdc ghi vado ba 6 ndm canh nhau trong cling mot
hang 13 ba s6 ty nhién lién tiép, con ba sé dudc ghi vao ba 6 ndm canh
nhau trong cting mot cot 1a ba s6 ty nhién bing nhau. Tt d6 suy ra, ké
tir lan thi hai, méi 1an t6 mau ta sé xo4 di ba s6 c6 tong chia hét cho 3.
Hon nita, dé thay ba s6 dudc ghi vao ba o (r;s), (r+1;s+1), (r+2;s+1)
la s, s+1,s+1 va chiing c6 tong 1a mot sb chia cho 3 va du 2. Tuy nhién,
ta c6 T = 2010.(1 +2 + --- + 2011) = 2010.2011.1006 chia hét cho 3.
Mau thudn nhan dugc cho ta thiy khong thé t6 mau dudc tat ca cac o
vuong cua bang.

Bai toan 2.1.8. Trong moét bang 6 vuéng c¢6 100 x 100 6 dugc dién dau
cong (+). Mot cach thuc hién bing cach déi toan bo nhitng dau ¢ mot
hang hodc mot cot nao dé sang dau nguoc lai. C6 kha nang sau hitu han
budc nhu trén, bang 6 vuoéng nhan dugc sé cé ding 2010 dau trir (-)?

Loi gidi. Gia stt c6 kha nang sau mot s6 hitu han buéc nhan duge bang c6
2010 dau trit. Gia st hang thi i ta da doi dau «; 1an, con cot thit j ta da
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doi dau y; lan. Khi d6 dau tai 6 (i, j) da thay doi z; +y; 1an. Suy ra tai 6
nay ¢6 dau trir (-) khi va chi khi @; 4+ y; 14 s6 1é. Gia st p 13 86 s6 1é trong
cac s x;, cdn ¢ 1a s6 86 16 trong cac s6 y;. Khi d6 s6 dau trit trong bang
sé 13 p(100 — q) + (100 — p)g = 100p + 100g — 2pq. O day, ta nhan dugc
dang thitc 100p+ 100g — 2pg = 2010 hay (p—50)(q—50) = 1495 = 5.911.

Bdi vi 911 1a s6 nguyen to, it nhat mot trong nhitng s6 p — 50, ¢ — 50
chia hét cho 911, nhung khi d6 phéai suy ra p — 50, hodc ¢ — 50 chia hét
cho 911, v6 1y. Vay sau htu han buéc thi bang 6 vuong khong nhan dugc
2010 dau tru (-).

Bai toan 2.1.9. Cho s6 nguyén duong r va mot bang hinh chit nhat
chia thanh 20 x 12 6 vuong. Nhitng budc di dugc thuc hién trén bang
nhu sau: Ta chuyén tir mot 6 vuong dén mot 6 vuong khéc chi khi nao
khodng cach gitta hai tam ctia hai 6 vuong dé bing \/r. Bai toan dat ra
la lam sao c6 thé tim mot day cac nudc di dé chuyén tir 6 nay sang o
kia, ma hai 6 d6 ndm & hai géc ké nhau ciia bang, hai géc dé ndm trén
cling mot chiéu dai ctia bang hinh chit nhat néi trén. Chiing minh rang
bai toan khong gidi dugc néu r chia hét cho 2 hoic 3.

Loi giai. Gia st ct mdi lan di chuyén nuéc di 1a mot hinh chi nhat cé
hai canh a va b (don vi). Do d6 a* + b* = r. Néu r chia hét cho 2 thi a
va b sé cling ch&n hodc cuing 1é. Néu t6 mau cac 6 vuong nhu ban cd thi
diéu nay cé nghia 13 6 trang sé dudc chuyen dén 6 trang, 6 den chuyén
dén 6 den. Nhung hai 6 ¢ hai géc ké nhau (doc theo chiéu dai bang)
khac mau, do dé bai toan khong giadi duge. Néu r chia hét cho 3 thi c4
a 1an b déu 1a boi ctia 3. Nhu thé, néu gid stt 6 dau tien co6 toa do (0;0),
6 dugc chuyén dén sé c6 toa do (3m;3n). Nhung yéu cau 6 dudc chuyén
dén sau cung phéai c¢6 toa do (19;0) nén trong trudng hop nay bai toan
ciing khong giai dugc.

2.2. BAat bién ctia mot dai lugng nao dé
Trong muc nay, ta s€ moé ta phuong phap tim mot dai lugng nao do
bat bién trong qua trinh bién dai.
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Bai toan 2.2.1. Cic dau cong va trir dude viét vao cac 6 trong mot
béang 4 x 4 nhu trong hinh vé. Moi lan, ta cho phép dao nguogc tat ca
cac dau trong ciing mot hang, trong ciing moét cot, hoic doc theo mot
duong bat ki song song vdi mot trong 2 dudng chéo ciia bang (dic biét,
c6 thé dao dau cac 6 6 géc). C6 thé hay khong, bang cach thirc hién cac
phép tinh trén day, nhan dugc mot bang khong cé dau trir?

+]+| - |+
+]+| 4]+
+]+| 4]+
+]+| 4]+
Hinh 2.5

Loi giai. Ta thay cac dau cong va dau trit tuong tng bdi cac sé +1, —1.
R6 rang tich clia tat ca cac s6 da biét, hodc tinh chin 1é ctia s6 cac dau
trit, hodc tinh chén 1é ctia tong céc s6 (khi thay dau cong béi s6 0 va
dau trit bdi s6 1) déu khong phai 1a mot bat bién ciia bai toan. Nhu vay
dé giai bai toan nay, ta can tim bat bién khac v6i cac bat bién da dudc
duing khi giai bai toan 2.1.1. Mac diu tich tat cd cic s6 khong bat bién,
nhung rat c6 thé tich ctia cac s6 6 mot s6 6 ¢b dinh nao d6 1a mot bat
bién. Dé tim céc 6 nhu vay, ta can tim mot tap hop cidc 6 ma khi thuc
hién phép tinh cho phép, s6 6 c6 thé dao dau trong tap hop nay phai la
s6 chdn. Dé thay rang, tap hop cac 6 dugc danh dau x trong bang sé c6
tinh chat do:

X | X

Hinh 2.6

Tai trang thai xuat phat, tich cic s6 viét trong cac 6 néi trén 1a -1.
Do tich nay 14 mot bat bién nén trong qua trinh thuyc hién phép toan da
cho, ta khéng thé nao nhan dudc mot bang khong cé dau trit nao.
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Bai toan 2.2.2. Cic dau cong va trir dudce viét vao cac 6 trong mot
bang 6 x 6 nhu trong hinh vé. Méi lan, ta cho phép dio ngugc tat ca
cac dau trong ciing mot hang, trong ciing moét cot, hoic doc theo mot
duong bat ki song song vdi mot trong 2 dudng chéo ciia bang (dic biét,
c6 thé dao dau cac 6 6 géc). C6 thé hay khong, bang cach thirc hién cac
phép tinh trén day, nhan dugc mot bang khong cé dau trir?

Loi gii.
a) V6i bang ban dau cho nhu hinh sau:
- [+ 4]+
]
NEEREREE
EEREREE
EEREEE
[+
Hinh 2.7

Ta thay cac dau cong vd dau trit tuong tng béi cac s6 +1,—1. Ro
rang tich ctia tat ca cac s6 da viét, hodc tinh chén 1€ clia s6 cac dau tri,
hodc tinh chin 18 ctia tong cac s6 (khi thay dau cong béi s6 0 va dau trit
bdi s6 1) déu khong phai 1a mot bat bién ciia bai toan. Nhu vay deé giai
bai toan nay, ta can tim bat bién khac vdi cic bat bién da duge dung
khi gidi bai toan 2.1.1. Mac du tich tat ca cac s6 khong bat bién, nhung
rat c6 thé tich ctia cic sé 6 mot s6 6 ¢d dinh nao dé 14 mot bat bién. Dé
tim cic 6 nhu vay, ta can tim mot tap hdp cac 6 ma khi thuc hién phép
tinh cho phép, s6 6 c6 thé dao dau trong tap hop nay phai 1 sé chin.
Dé thay rang, tap hop cac 6 dugc danh dau x trong bang sé cé tinh chat
do:

T N
T N
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Hinh 2.8

Tai trang thai xuat phat, tich cic s6 viét trong cac 6 néi trén 1a -1.
Do tich nay 14 mot bat bién nén trong qua trinh thuyc hién phép toan da
cho, ta khéng thé nao nhan dudc mot bang khong cé dau trit ndo.

b) Véi bang ban dau cho nhu hinh sau:

++| - [+
+] |+ ][]+
]|+ ] ]+
|+ ][]+
|+ ] ]+
+l |+ - [+
Hinh 2.9

Ta thay cdc dau cong vd dau trit tuong tng béi cac s6 +1,—1. Ro
rang tich clia tat ca cac s6 da viét, hodc tinh chn 1é clia s6 cac dau tri,
hodc tinh chén 18 cia tong céac s6 (khi thay dau cong béi s6 0 va dau trit
bdi s6 1) déu khong phai 14 mot bat bién clia bai toan. Nhu vay dé giai
bai todn nay, ta can tim bat bién khac vdi cAc bat bién da dugc dung
khi gidi bai toan 2.1.1. Mac du tich tat ca cac s6 khong bat bién, nhung
rat c6 thé tich ctia cac s6 ¢ mot s6 6 ¢ dinh ndo dé 1A mot bat bién. Dé
tim cac 6 nhu vay, ta can tim maot tap hop cac 6 ma khi thuc hién phép
tinh cho phép, s6 6 c6 thé dao dau trong tap hop nay phai 1 sé chin.
Dé thay rang, tap hop cac 6 dugc danh dau x trong bang sé c6 tinh chat
do:

TR
TR

Hinh 2.10
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Tai trang thai xuat phat, tich cic s6 viét trong cic 6 néi trén 1a -1.
Do tich nay 14 mot bat bién nén trong qua trinh thuyc hién phép toan da
cho, ta khong thé nao nhan dudec mot bang khong cé dau trit ndo.
¢) V6i bang ban dau cho nhu hinh sau:

+] |+ ][]+
+] |+ ][]+
+] |+ ] ]+
|+ ][]+
]+ ][]+
+l+H - - [+
Hinh 2.11

Ta thay cdc dau cong vd dau trit tuong tng bdéi cac s6 +1,—1. Ro
rang tich clia tat ca cac s6 da viét, hodc tinh chdn 1é clia s6 cac dau tri,
hodc tinh chén 18 clia tong cac s6 (khi thay dau cong béi s6 0 va dau trit
bdi s6 1) déu khong phai 14 mot bat bién clia bai toan. Nhu vay dé giai
bai toan nay, ta can tim bat bién khac vdi cdc bat bién da dugc dung
khi gidi bai toan 2.1.1. Mac du tich tat ca cac s6 khong bat bién, nhung
rat c6 thé tich clia cic sd 6 mot s6 6 ¢d dinh nao d6 14 mot bat bién. Dé
tim cac 6 nhu vay, ta can tim maot tap hop cac 6 ma khi thuc hién phép
tinh cho phép, s6 6 c6 thé dao dau trong tap hop nay phai la sé chin.
Dé thay rang, tap hop cac 6 dudc danh dau x trong bang sé c6 tinh chat
do:

X |X|x|X
X X
X X
X X
X X

X | X

Hinh 2.12
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Tai trang thai xuat phat, tich cic s6 viét trong cic 6 néi trén 1a -1.
Do tich nay 14 mot bat bién nén trong qua trinh thuyc hién phép toan da
cho, ta khong thé nao nhan dudec mot bang khong cé dau trit ndo.

Bai toan 2.2.3. Dién 29 s6 nguyén duong dau tién vao cac 6 vudéng con

ctia bang 6 x 5 nhu sau:

213145
678910
11} 12 13| 14
15| 16] 17| 18| 19
20| 21| 22| 23| 24
25| 26| 27| 28| 29

Bang 1

Cho phép thay doi vi tri ctia cac 6 trong bang theo quy tic: Méi lan lay
mot s6 nim & 6 ké véi 6 tréng roi chuyén sé6 dé sang 6 tréng. Héi nho
viéc thuc hién lién tiép mot s6 hitu han lan phép chuyén sé néi trén dobi
v6i bang s6 ban dau ta cé thé nhan dugc bang sb sau hay khong?

290213145
6|7(89]10
11} 12 13| 14
15| 16| 17| 18| 19
20| 21| 22| 23| 24
25| 26| 27| 28| 1

Bang 2

Loi giai. Gia st nho phép chuyén s6 theo quy tac ctia dé bai, tit bang 1
ta c6 the nhan duge bang 2 (*). Ta coi 6 trong clia mdi bang 1a 6 dugc
dién s6 0. V6i mébi bang sé nhan dugce trong qua trinh chuyén s6, ta liét
ké tat ca cac sd trong bang theo thit tu tir trai qua phai, tit trén xudng
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duéi. Khi dé, tng v6i moéi bang sé ta sé c6 mot hoan vi ctia 30 s6 tu
nhién dau tién. Va do dé, gid sit (*) cho thay, tit hoan vi (1, 2, 3, ..., 11,
12, 0, 13, 14, ..., 28, 29) (goi Ia hoan vi T) ta ¢6 thé nhan dugc hodn vi
(29,2, 3, 4, .11, 12, 0, 13, 14, 15, ..., 27, 28, 1) (goi 1A hoan vi 1) nhd
viec thuc hién lién tiép mot sé hitu han lan phép doi chd cac s6 hang
trong hoan vi theo quy tac: mdi lan, 14y mot s6 hang khac khong cia
hoan vi rdi ddi vi tri ctia s6 hang d6 va 0 cho nhau (1).

Gia st (ay, as, ..., azo) 14 mot hoan vi ctia 30 s6 ty nhién dau tién. Ta
goi cap so (a;;a;) 1a cdp s6 nguoce clia hoan vi vita néu, néu a; > a; va
i < j. D& thay, sau mot s lan thuc hién phép doi chd cac sé hang theo
quy tac (1) ddi v6i hodn vi (aq, as, ..., ag) thi cap s6 ngugc lai ctia hoan
vi d6 sé tang hodc gidm mot s6 1é don vi (2). Ta c6, s6 cip sd ngugc clia
hoan vi I 14 12 va s6 ciip s6 ngudc ctia hoan vi II 14 67. Tt d6 két hop
v6i (2), suy ra tit hoan vi I ta chi c6 thé nhan duge hoan vi II sau mot
s6 1é 1an thuc hién phép déi chd cac sé hang. Diéu dé cho thay, néu tu
bang 1 ta nhan dugc bang 2 thi s6 lan chuyén s6 phai 1a s6 1é (3).

T6 mau tat cd cac 6 vuong con ctia bang 6 x 5 bdi hai mau xanh, doé
sao cho hai 6 ké nhau c6 mau khac nhau. Thé thi, sau méi lan chuyén
s6 50 0 sé dugc chuyén tit 6 c6 mau nay sang 6 c6 mau kia. Va vi thé,
do s6 0 6 bang 1 v s6 0 § bang 2 ndm & hai 6 cliing mau nén tit bang
1 ta chi c6 thé nhan dugc bang 2 sau mot s6 chdn lan chuyén sé. Diéu
nay mau thuan véi (3) vd mau thudn d6 cho thay: T bang 1 ta khong
thé nhan dudc bang 2 nhs phép chuyén sbé theo quy tic ciia dé bai.

Bai toan 2.2.4. Trén mot bang 6 vuéng c6 8 x 8 6 vuong bao gom 32
o trdng va 32 6 den. Néu mot ngusi choi cé thé thay tat ca cac 6 trang
thanh den va 6 den thanh trang cuing mot lic trong mot hang hodc mot
cot bat ki, thi c6 thé thuc hién hitu han budc thay doéi nhu vay dé trén
bang chi con diing mot 6 den hay khong?

Loi gidi. Cau tra 16i 1a khong. Néu c6 dung &k 6 den trong mot hang hoic
mot cot trude khi thuc hién thay doéi, thi sau thuc hién mot lan thay
doi, s6 6 den trong hang d6 hoic cot d6 sé 1a 8 — k, sy thay doi 6 den
1a (8 — k) — k =8 — 2k 6 den trén bang. Vi 8 — 2k 14 mot s6 chin, tinh
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chin 1é ctia s6 nhitng 6 den van gitt nguyén trudc ciing nhu sau thyc hién
thay doi. Do bat dau c6 32 6 den, nén khong thé chi con lai mot 6 den
trén bang tai mot budc bién doi nao doé.

Bai toan 2.2.5. Mot hinh vuoéng cé6 canh 4 cm dugc chia thanh 16 6
vuong, mdi 6 vuéng c¢6 canh 1 cm. Trong méi 6 vuong danh dau cong
(+), trit mot 6 vuong danh dau trir (-). Nhitng dau & cac 6 vuong cé thé
thay doi dong thoi theo hang, cot hodc dusng chéo. Cé kha nang sau
hitu han lan doi dau theo nguyén tic trén dan dén tat ca cic 6 vuong
déu c¢6 dau cong (+) khong?

|+ - |+
|+ |+ |+
+ |+ |+ |+
|+ |+ |+
Hinh 2.13

Loi giai. Ta thay dau cong, trit bang cac s6 tuong tng 1 va -1. Trang
thai ban dau gia sit 14 hinh 2.14.

1]1]-1|1
1111
11111
1111
Hinh 2.14

Dai luong bat bién & bai todn nay 1a tich cac s6 & cac 6 gach chéo
trong hinh 2.15.
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Hinh 2.15

Sau nhitng thao tdc mo ta trong bai toan, dai lugng nay luon ludn cé
gia tri 1a -1. Nghia 1a trong cac 6 dudc gach chéo luon ludn ton tai mot
6 c6 s6 -1, suy ra khong thé nhan dudc bang khong chita dau trit nao.
Bai toan 2.2.6. Cho mot bang hinh vuong 10 x 10 va trong moi 6 ta
ghi theo thit tu moét s6 tur nhién gom tir s6 1 dén s6 100. Hang thit nhat
ghi tir 1 dén 10, hang thit hai ghi tir 11 dén 20, ... Chiing minh rang
tong S ctia 10 s6 bat ki ciia bang, trong dé khong cé hai s6 nao thuoc
cling mot hang va khong ¢é hai s6 nao thuoc cuing mot cot, 1a mot so
khong doi. Tim s6 S.

Loi giai. Ta ki hiéu s6 hang ctia tong 1a S.
- Thuoc hang 1 1a a,.
- Thudc hang 2 1a 10 + as.

- Thuoc hang 10 1a 90 + aqp.

Trong d6, cac s6 tu nhién ai,as,...,ap bao gom gita 1 va 10, va
nhitng s6 nay doi mot khac nhau, vi néu ta c6 a; = as thi hai s6 a; va

10 + as phai ndm trong ciing mot cot ctia bang. Do doé:
S:a1+(10+a2)+(20+a3)+~--+(90+a10)
= (10—|—20—|—"'—|—90)—|—(CL1—|—CL2+"'+CL10)

=450 + (a1 + a2 + - - + ay)

Bdi vi cac s6 aq, ao, . .., ajg d6i mot khac nhau va nhan gia tri nguyén
tit 1 dén 10, mbi mot s6 c6 mit trong tong a; + ag + - - + aig voi tu
cach 13 mot s6 hang, ciing chi ¢c6 mot 1an. Do dé6: a; +as + - -+ + ajp =
14+2+---+10 = 55. Nhu vay S = 450 + 55 = 505 1 dai lugng bat bién
d6i v6i moi cach chon tong cac s6 trong bang.

Bai toan 2.2.7. C6 mot bang vuéng gom 16 6 va trong moéi 6 ngudi ta
viét mot dau (+) hodc mot dau (-). Cho phép thay doi tat ca cac dau
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ciia cing mot dong hodc mot cot nao dé thanh nhitng dau ngudc véi né.
Ta tién hanh mot sb lan phép todn nhu vay cho dén khi s6 dau trir (-)
khong thé giadm di dugc nita. Khi dé s6 nhé nhat cac dau (-) trong bang
ma ta cé thé thuc hién mot sé6 phép toan da nén dé dua vé duoc, goi Ia
dic trung ciia bang. Héi ddc trung cilia bang c¢é thé nhan dugc nhing
gia tri nao?

Loi giai. Gia st bang 1) sau cac phép bién doi ndo d6, da dugc mo ta
trong bai toan, bién bang T ma s6 dau (-) trong T3 14 nhé nhét, nghia
14 khi bién doi bang T , s6 dau trit khong thé nhé hon dude nita. Ta sé
goi bang nhu vay 1a bang cuc tiéu.

Ta chitng minh s6 dau (-) trong bang cyc tiéu khong 16n hon 4. That
vay, trong mdi dong va mdi cot clia bang c¢6 khong c6 qua 2 dau (-). Gid
st ton tai bang cyc tieu c6 qué 4 dau (-). Khi d6 trong dong A nao d6
ctia bang c¢6 it nhat hai dau (-). Ta ki hieu P va Q 1a cac cot chita nhiing
dau (-) ay. Hai dau (-) khéc c6 thé & trong P va Q hoac ¢ cac cot khac.
Khi thay doi dong A (néu can thiét) ta sé c6 bang ma mdi cot P va Q
c6 ding 2 dau (-). Ta xét dau (-) thtt 5. Dau (-) ndy ¢ dong B. Khi doi
dau mot trong hai cot P va @, ta sé c6 bang ma dong B ¢6 3 dau (-).

Diéu nay mau thudu véi gia thiét bang Tb cuc tiéu.

Céc bang ¢6 1, 2, 3, 4 dau (-) 6 dudng chéo, con cac vi tri khac dau
(+), chinh 1a cac bang cyc tiéu. Dé chiing minh diéu nay ta chi ¥ ring
két qua ctia phép bién doi T; thanh 75 khong phu thudc vao sbé lan doi
dau ctia mot dong hodc mot cot ma chi phu thudc vao tinh chin 1é cla
s6 d6. That vay, gia st, vi du dong thi nhat doi dau a lan, con cac cot
thay doi tuong tng by, bo, b3, by lan. Khi d6, dau ding 6 goéc trén bén
trai thay déi a + by 1an, con cac dau 6 3 6 con lai thay doi lan lugt 1
a+ by, a + bz, a + by lan. Néu a chén, lay 0 thay a; néu a 18, 1ay 1 thay
a thi két qua vAn giit nguyén. Vi vay chi can xét nhitng bién déi khong
qua 1 lan.

St dung két qua nay ta sé thiy ngay cac bang trén ding 1a cac bang
cuc tieu. Vay dic trung ctia bang chi c¢6 thé nhan mot trong cac gia tri
131,23, 4.
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Bai toan 2.2.8. Xét mot bang vuong 4 x 4 6. Tai moi 6 cua bang vuéng
c6 chita dau (+) hodc dau trir (-). Méi lan thic hién cho phép ta doi dau
tat cé cac 6 trén cting mot hang hodc ciing mot cot. Gid sit bang vuong
ban dau c6 1 dau (+) va 15 dau (-). Héi c6 thé dua bang ban dau veé
béng cé toan dau cong dugc khong?

Loi giai. Cau tra 1oi 13 khong. Va 1oi giai kha don gian. Thay dau cong
bang s6 1 va dau trit bang -1. Xét tich tat ci cac so trén bang vuong.
Khi dé, qua mdi phép bién doi, tich nay khong thay doi (vi sé doi dau 4
s0). Vi vay, cho du thyc hién bao nhiéu lan, tit bang vuong (1, 15) sé chi
dua vé cac dang bang vuong c6 s 1é dau trur (-), ¢6 nghia la sé khong

the dua vé bang 6 vudng c6 toan dau cong.
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Chuong 3
MOT SO LOAI BAI TOAN KHAC

Ngoai nhitng bai toan trén bang 6 vuodng, con c6 rat nhieu dang bai
toan khac ma phuong phap giai ciing 1a stt dung mot bat bién nao dé.
0 day ching t6i chi giéi han trong viéc dua ra mot sé vi du minh hoa.

Bai toan 3.0.9. Cho mot bang hinh 6 vudng c6 canh 10 cm dugc chia
ra thanh 100 6 vuoéng nhé cé canh bang 1 cm. Ngoai ra ta dat lén dé 25
hinh chit nhat nhu nhau ¢é c¢6 chiéu cao 4 cm va chiéu rong 1 cm, méi
hinh chit nhat dugc chia ra thanh 4 6 vuong cé canh la 1 cm. Cé thé
sap dat nhiing hinh chit nhat trén bang hinh vuong sao cho chiing phi
toan bo bang vuong hay khong? (khong chiap nhan hinh chit nhat nao
c6 canh 16i ra khéi bang).

Loi gidi. Ta to bang 6 vuong bang mau den, trang nhu hinh 3.16.

Hinh 3.16

Ta nhan dugc 25 6 den va 75 6 trang. Ta cha ¥ 14 dét nhitng hinh chit
nhat trén bang vudng sao cho mdi 6 vudng cua hinh ch nhat trung véi
mot 6 vuong nao dé cua bang vuéng. Hinh chit nhat nay sé phu 1én hoac
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14 2 hosic 14 0 6 vuong den. T d6 suy ra khi dat tat ca 25 hinh chit nhat
trén bang vuong, ching sé phit kin mot s6 chdn nhing 6 vuong den. Bdi
vi, s6 lugng ctia 6 vuong den da to6 1a 25, né khong phai 1a mot s6 chin.
Nhu vay khong thé phit bing 25 hinh chi nhat trén hinh vuéng da cho.

Bai toan 3.0.10. Mot ludi hinh chit nhat duge t6 mau theo kiéu ban
cd, va trong méi 6 c6 mot s6 nguyén. Gia st rang tong cac sé trong moi
hang va tong cac s6 trong méi cot 1a mot s6 chin. Ching minh ring

tong tat ca cac so trong 6 den la chan.

Loi giai. Gia st cac mau t6 la dé va den, trong dé 6 vudng goc trai trén

1& mau do.

Hinh 3.17

(Vi tong tat ca cac sd trong lusi hinh ch@ nhat 13 chin nén diéu can
chitng minh ciing tuong duong véi tong cadc 6 mau dé 1a s6 chén.) Tong
cac hang thtt nhat, thi ba, ... (i trén xudng), va cac cot thit nhat, thi
ba, ... (tit trai sang) bang tong cac sé trong cac 6 den trit di hai lan
tong tat ca cac sd trong cac 6 dé. Vi tong nay 14 s6 chin nén téng cac

s6 trong cac 6 den 13 chén.

Bai toan 3.0.11. Trong mot bang 6 vuéng cé n x n 6 véi n 1a sb 1é.
Trong méi 6 ta viét +1 hodc -1. Goi a; 1a tich tat ca cac s6 thudc hang
thit i va b; a tich tat cd cac so thuoc cot tha j véii,j =1,2,3,...,n.
Chitng minh rang a1 +as + -+ + a, + by +by+---+ b, # 0.

Loi gidi. Néu ta doi dau ctia s6 nam 6 hang tht p va cot thit ¢, nhitng
86 a, va b, cling doi dau, con nhitng s6 khac van giit nguyén. Ta xem su

thay doi ctia a, + b, trudc va sau khi doi dau:
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Truée | Sau | Trudéec | Sau | Trudéc | Sau | Trude | Sau
ap -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 |-1
b, -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 |-1

a,+b, -2 +2 0 0 0 0 +2 |-2

Ta thay ring a,+ b, bién ddi biang cach thém vio mot s6 boi ctia 4. Ta
xét bang chi c6 s6 +1, véi bang ndy ay+ag+- - -+a,+bi+by+- - -+b, = 2n
va theo diéu kién n 1a mot s6 1é, nhu vay tong nay khong chia hét cho 4.
Béi vi mdi bang khac nhan dugc tit bang toan sé +1 bang cach bién doéi
mot s6 phan ti va ta thay rang tong a; +as+---+a, +by +bay+---+b,
déu khong chia hét cho 4 vA nhu vay tong nay luon khac 0.

Bai toan 3.0.12. Trén to giay c6 ké mot Iudi cac 6 vudng, nguoi ta vé
mot duong gap khiic khép kin véi cac dinh tai cdc mit cla Iudi va tat
c4 cac doan ciia né c6 do dai bang nhau. Chiing minh rang, sé6 cac doan
ciia duong gap khic khép kin nhu vay la chén.

Loi gidi. Gia st A;As... A, A 1a mot duong gap khic da cho. Ta lay he
truc toa do vudng goéc 1a cac dudng bién ctia ludi va chiéu rong ctia mot 6

lam don vi. Khi d6 toa do (z;; y;) ctia dinh A; languyén véii = 1,2,...,n.

Dét Xz = Tp+l — Tnp, }/z = Yn+1 — yn;Xn = T1 — Tn; Yn =Y1 — Yn.

Ta co6:
X1 +Xo+---+X,=0 (3.1)
Yi+Ys+ 4V, =0 (3.2)
X+ =X+Y = =X +Y=C (33)

Dé v 1a X% 4+ Y? chia 4 du 0 néu X vd Y déu chin, du 1 néu
mot s6 16 va du 2 néu 2 s6 déu 1. C6 thé gia thiét ring trong
X1, X, ... X, Y1,Y,, ..., Y, c6 it nhat mot s6 18, néi cach khac 1a ta chia
tat ca cac s6 nay cho udc chung ciia ching va xét bo s6 nhan dugc. Nhu
vay chi c6 2 truong hgp xay ra :
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Truong hop 1: C chia cho 4 du 2, khi d6 véi méi ¢ thi X; va Y; deu 1é
nén tir diéu kien (1.1) suy ra n chin.

Truong hop 2: C chia cho 4 du 1, khi d6, v6i moi ¢ thi X; hoac Y; 1é,
con s6 kia chdn. Tu (1.1) suy ra s cac cap (X;;Y;) ma X; 16 1a chdn. Tu
(1.2) suy ra sd cac cap (X;;Y;) ma Y; 16 14 chdn nén s6 cac cap (X;;Y;)
13 chan.

Nhu vay, trong moi trudng hop n déu chin.

Bai toan 3.0.13. Cho m van la cac s6 nguyén duong 16n hon 3 va bang
6 vuong kich thuéc m x n. Cho phép dat bi vao cac 6 vuong con cua
bang theo c4ch sau: méi lan, dit vao 4 6 vuong con (mbi 6 1 vién) ma 4
6 vuong dé tao thanh 1 trong cac hinh dudi day:

L 1] [ ]

Hinh 3.18

Hoéi bing cach trén ta c6 thé dait bi vao cac 6 vuong con ctia bang sao cho
s6 bi trong méi 6 vuong con déu bing nhau hay khong, néu m = 2005
va n = 20006.

Loi gidi. Gia st sau mot s6 hitu han 1an phép thuyc hién dit bi ctia dé
bai, ta dit dugce vao moi 6 vuong con cua bang 2005 x 2006 1a k vién bi.

T6 mau tat ci cdc 6 vuong con thuoc hang 1é cia bang béi mau den
va, coi cdc 6 khong t6 mau c¢6 mau trang. Khi d6, s6 6 mau den bing
2.10032 va s6 6 mau trang bang 2006.1002. Ta thay, ¢ mdi lan dit bi, ta
déu dat dung hai vién bi vao cac 6 mau den va ding 2 vién bi vao cic 6
mau trang. Do d6, sau mdi lan dat bi, s6 bi trong cac 6 mau den va s6
bi trong cadc 6 mau trang luon bang nhau. Suy ra, khi 6 méi 6 c6 k vién
bi, ta phai ¢6 2.1032.k = 2006.1002.% suy ra k = 0. Diéu vo li nay ching
t6 gid st ban dau 1a sai, vi thé ta c6 diéu phai ching minh.
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Bai toan 3.0.14. Mot cai nén nha dang hinh chit nhat ducgc Iat kin
bang nhitng vién gach mem kich thuéc 2 x 2 va 1 x 4. Khi sita nén nha,
ngudi ta phai dé tat cd sé gach men da Iat, nhung khong may bi vé méat
mot vién kich thuéc 2 x 2. Vi khong co6 loai gach men kich thuéc 2 x 2
nén ngudi ta phai thay vién bi vé bdi cac vién kich thuéc 1 x 4. Ching
minh ring, bay gid nén nha khong thé lat dugc bdi cac vién gach ay.

Loi giai. Ta chia nén nha thanh cac hinh vuoéng c6 kich thuée 1 x 1, va
t6 den cac 6 ding & dong 1¢, cot 18. Ta thay mdi vien gach 1 x 4 chiém 4
0 vuong trén nén nha sé chita mot s6 chdn cac 6 den, con cac vien gach
2 x 2 chiém dtng mot 6 den. Nhu vay, lac dau tat ca gach 14t kin nén
nha nén s6 vién gach 2 x 2 c¢6 cung tinh chn 1é v6i s6 cac 6 dugce to den.
Vi vay, néu s6 cac vién gach 2 x 2 b6t di mot don vi tidc 14 tinh chdn
1 bi thay déi, ttc 1a khac tinh chin 18 v6i s6 cac 6 den. Do dé nén nha
khong dugce 1at kin.

Bai toan 3.0.15. Cho bang 6 vuong kich thuéc 2000 x 2001. Hay tim
s6 nguyén duong k 16n nhat sao cho ta c6 thé to mau k 6 vuong con ctia
bang thod man diéu kién: hai 6 vuéng con nao dudc té6 mau ciing khong

co dinh chung.

Loi giai. Ta qui uwéc: Thi tur clia cac hang duge tinh tir trén xudng dudi
va thi tu ctia cac cot duge tinh theo tha ty tur trai qua phai.

Ki kiéu (7; 7) 1a 6 vuéng nam & giao ctia hang thi 7 va cot thit 7. Ki hieu
k(T) 1a s6 6 dugc t6 mau & cach t6 mau 7.

Xét mot cach t6 mau T thod man dieu kién dé bai. Dé thay néu o
(4; 7) dugc to mau (1 < i < 1999) thio (i + 1;7) va cac 6 ké v6i no trong
cting hang déu khong dugdc t6 mau. Diéu nay cho phép ta thuc hién phép
bién d6i sau ddi v6i T: Xoa mau & tat cd cac 6 (4;j) ma i = 1(mod?2) va
dong thoi t6 mau cac 6 (7 + 1;7). Ro rang sau khi thyc hién phép bién
doi noi trén do véi T, ta sé dude mot cach t6 mau 77 thoad man diéu kien
dé bai va théa man

k(T = K(T).
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+ T4t ca cic 6 ndm & cac hang thit hai: i—1véii = 1,2,3,...,103,
déu khong c6 mau.

T dieu kién ctia dé suy ra s6 6 duge t6 mau trong mot hang khong
vigt qua 1001. Do d6 : k(T") < 1001.10% Vi vay: k(T) < 1001.10, véi
moi cach t6 mau 7' thoad man dieu kién bai toan.

Xét cach t6 mau sau: To mau tat cd cac 6 (24;25 — 1) véi i =
1,2,...,10% 5 =1,2,...,1001. D& thay, cach t6 mau vita néu thod man
diéu kién dé bai va cé s6 6 dude t6 mau bing 1001.103. Vay sé nguyén
duong k 16n nhat can tim 1a k& = 1001.10°.

Bai toan 3.0.16. Trén bang cé céc s6 i, 3, i, cey % Mbéi lan thic

HIE €0 CAC 50 962 967 96" 06 '
hién, cho phép xoa di hai so a, b bat ki trén bang va thay bang a-+b—2ab.
Héi sau 95 Ian thuc hién phép xo4, sb6 con lai trén bang 1a s6 nao?

Loi giai. Khi dat bai toan nay thoat dau ta ciing lac dau le ludi vi dé
bai yéu cau tinh todn qua nhiéu. Hon ntta, trong bai toan trén, tha tu
thyc hién cac phép toan lai khong duge néi rd, tao ra mot tinh hudng
gan nhu khong thé x& 1y noi. Nhung chinh nhing khé khin do6 lai goi
md ra cach giai.

Ta ¢6 gang tim mot dai lugng nao d6 bat bién trong quéa trinh bién
doi. Thong thudng, chi nghi dén nhing ham don gidn, chang han tich
hodc tong cic s6, hay bién doi chit it cac ham d6. Tit dang thic —2(a +
b—2ab) +1 = (2a —1)(2b — 1), ta nghi dén viéc xét bat bién sau day.

Gia st cac so trén day 1a a1, as,as,...,a;. Ta cho tuong ting bang
nay véi tich (2a; — 1)(2as — 1)...(2ax — 1). Khi d6, sau méi lan bién
doi, tich trén bi mat di hai thita s6 (2a — 1)(2b — 1) vA thém vao thita
$6 2(a +b—2ab) — 1 = —(2a — 1)(2b — 1). Do d6 tich trén van khong

doi (chi doi dau ). Vi tich ban dau bing 0 (do bang ban dau c6 chia
48 1 . PN

SO 96 — 3 ), nén so cudi cung S cang phai cho tich s6 bang 0, tuc la

25—1=0suyra S =

DO | —

Bai toan 3.0.17. Cac s6 nguyén tir 1 dén 2010 dugc viét lién nhau
123...2010. Nhan chit s6 thit nhat véi 2 roi cong véi chit s6 thit 2, két

32
86 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



qua lai nhan véi 2, cong véi chit s6 thit 3 ... Sau hét cong véi chit s6 cudi
cting. Véi s6 nhan dugc ta lai Jam nhu trén va tiép tuc mai mai cho dén
khi nhan dugc két qud 1a mot s6 c6 mot chit s6. Hay tim s6 d6?

Loi giai. Sau lan thit nhat ta nhan dudce sé dang:
1.22010 4 292010 4 ... + 1.2+ 0.1

Ta sé chitng té s6 nay vdi s6 ban dau khi chia cho 8 ¢é cling mot s6
du. Mubn vay, ta chi can ching t6 10 — 2% chia hét cho 8 véi moi s6
nguyén k > 0. V6i k = 0 thi diéu d6 14 hién nhién.

Véi k > 1 thi 10F — 2% = 8(10*~! +10¥72.2 + ... + 2¥~1) chia hét cho 8.

Nhu vay, sau mdi lan thuc hién phép bién doi, s6 du ctia phép chia
cho 8 14 mot bat bién. S6 ban dau chia cho 8 du 14 2, nén sé ¢c6 mot chit

s6 cudi cting nhan dugc 1a s6 2.

Bai toan 3.0.18. Cic s6 1,2,...,n dudc sap xép theo mot thit tu nao
dé. Ta c6 thé doi ché hai s6 ké nhau tuy y. Chiing minh ring, véi mot
s6 1é Ian thuc hién phép tinh, day nhan duogc khéic véi day ban dau.

Loi giai. Gid st ag,as,...,a, 1a cac s6 1,2,...,n viét theo thit ty nado
d6. Ta ¢6 mot phép thé cua cac s6 1,2,...,n. Cac sb a;,a; trong phép
thé nay goi 1a 1ap nén mot nghich thé, néu ¢ > j nhung a; > a;. Khi dbi
chd hai s6 ké nhau, ta déi thit tu ctia ching trong khi van giit nguyén
thi tu cac s6 con lai. Nhu vay, s6 cac nghich thé sé tang hofic gidm mot
don vi. Sau mot s6 16 1an thuc hién phép toan, ta lam thay déi tinh chin
1é ctia s6 cac nghich thé, vd do d6 nhan dudc mot diy khac véi day ban
dau.

Bai toan 3.0.19. Trén bang ta viét 3 s6 nguyén. Sau dé xoa di mot
s6 va viét vao dé tong hai s6 con lai trir di 1. Thao tac nhu vay lip lai
mét s6 lan va cudi cing ta nhan duoc ba s6 1945, 1975,2011. Phai chang
nhiing s6 dau tién trén bang dudc viét 1a 2,2,27

Loi giai. Bai toan c6 cho thao tac bién déi ba sé nhung khong cho biét
gl vé bat dau tir s6 nao va thi tu ra sao? Thé thi cai gi bat bién trong
bai toan nay?
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Bai toan gidi dudc nho phat hién bat bién tinh chin 18 ctia ba s6
khong thay doi, nén tir trang thai xuat phat khéng thé nhan dudc trang
thai két qua.

Sau buéc dau tién tit ba s6 2,2,2 ta da nhan dudc 2,2,3 ba s6 nay
c6 hai s6 chin va mot s6 1é. Tt bude thit hai trd di thi két qua ludn c6
hai s6 chdn va mot s6 16 du ta thuyc hién tir dau bat et s6 ndo (vi nhiing
s6 chin bing tong ctia mot sé chin va mot sb 1é trit di 1; s6 18 1a tong
ctia hai s6 chdn trit di 1). Nhung trong két qué da cho déu 1a 3 s6 18 c4,
nén thao tac da cho v xuat phat tir 2, 2,2 khong thé cho két qua.

Bai toan 3.0.20. Mot to gidy dudc xé thanh 5 manh, sau dé lai xé mot
s6 manh con thanh 5 manh, va cif tiép tuc nhu vay. Héi bang cach dé cé
thé nhan dugc tai thoi diém nao dé cé diing 2011 manh gidy hay khong?
2009 manh giay khong?

Loi gidi. Khi ta chia td gidy thanh 5 manh va sau ndy chia cic manh
gidy ra lam 5 manh nhé thi ¢t méi 1an s6 manh gidy tang them 4. Vay
s6 manh gidy sau mdi 1an xé thi c6 dang 4k + 1 (k € N*), biéu thitc nay
14 bat bién trong qua trinh xé gidy. Vi 2011 # 4k + 1 nén khong thé xé
dugc 2011 manh. Ngugc lai, 2009 = 4.502 + 1 nén c6 thé xé thanh 2009
ménh sau lan thi 502.

Bai toan 3.0.21. Nhing s6 1, 2, 3,..., 2010 dugc viét trén mot bang.
Ngusi ta thay hai s6 bat ki bing mot sé hodc 1a téong hodc 1a hiéu ciia
hai 56 dé. Chitng minh rang sau 2009 Ian thuc hién thao tac trén, chi
con mot sb6 con lai trén bang khong thé 1a sé 0.

Loi gidi. Ta quan tam dén tinh chdn 1é ctia cac s6 da cho va sau mdi lan
thao tac dugc s6 chin 18 nhu thé ndo. Khi bat dau trén bang c6 1005 s
16. M5i lan ta thuc hién thay déi, s6 clia nhitng s6 18 hoic 1a con nguyén
(khi ta lay hai s6 ¢6 tinh chdn 1é khac nhau hodc hai s6 cuing tinh chin)
ho#ic 1a gidm di hai s6 (khi ta 14y hai s6 cuing tinh 1¢). Nhu vay sb cta
nhitng s6 1é con lai sau mdi lan thuc hién thay doi luén luon 14 mot sé
16. Vay khi con lai mot s6 cudi cling trén bang thi né phai la s6 1é, do
d6 né khong thé 14 0.
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Bai toan 3.0.22. Trén bang den ta viét 200 dau cong va 305 dau trir.
Ta thuc hién phép xoa hai dau bat ki trong dé va viét vao dé mot dau
cong néu xoa di hai dau giong hét nhau va dau trir néu xoa di hai dau
khac nhau. Héi sau mot s6 lan trén bang cé thé chi con lai toan dau
cong hay khong?

Loi gidi. Trudc hét ta hdy phan tich gid thiét ctia bai toan, trong phép
bién doi thit nhat xoa hai dau giéng hét nhau va viét vao d6 mot dau
cong thi dau cong gidm mot hodc ting mot, dau trir gidm hai ho#c khong
thay doi. Trong phép bién ddi thi hai, ta dién dau trit néu xoé hai dau
khac nhau, nhu vay s6 dau cong gidm mot va sé dau trit khong thay déi.
Su bién chuyén ctia dau cong dudng nhu khong cho ta hy vong gi, béi 1é
n6 tang gidm mot cach kha lién tuc mot don vi, thé con dau trir thi sao,
that may man né gitt nguyén hoiic gidm di hai don vi sau mdi 1an bién
doi. Nhu vay tinh chin 18 ctia s6 dau trir 14 khong thay doi, ban dau s
dau trir 1a 1& nén s6 lugng s6 dau trit luon 1é. Néu cudi cling trong bang
chi con lai dau cong thi s6 dau trir 13 0, 14 mot s6 chdn. Nhu vay, khong
thé c6 chuyén trong bang khong chi toan dau cong dudgc.

Bai toan 3.0.23. Trong mit phang toa do, cho mot tap hitu han cac
diém c6 toa do nguyén. Héi ring, ¢ phdi ta ludn luén cé thé to mau dé
mot s6 diém ctia tap hop nay, va sé6 con lai dugc to6 mau xanh, sao cho
véi bat ki dudng thang L nao song song véi mot trong hai truc toa do
thi st khac nhau (vé gia tri tuyét déi) ctia s6 diém mau xanh va s diém
mau do trén L sé khong 16n hon 1. Hay chiing minh cho cau tra 10i trén.

Loi giai. Goi T 13 tap hop hitu han céc diém c6 toa do nguyén da cho &
dé bai. Xét mot duong thang L tuy ¥ song song v6i mot trong cac truc
toa do va cit tap hop T theo thit tu tai cdc diem Ay, As, ..., Ay (thit tu
tur trai sang phai hodc tir dudi len trén). N6i Ay va Ay, Az va Ay, ...

Ciing lam nhu vay déi véi duong thang L khac. Khi dé, ta dugc mot
ho cac doan thang ma mdi diem cia T déu thudc khong qua hai doan
thang. Vi vay, ta dudc cic dudng gap khic déng ndy gom mot s6 chin
cac doan. Ta c6 thé t6 mau xen ké dd, xanh, dé, xanh, ... déi v6i mdi
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duong gap khic. Cac diém r5i rac khac khong thude dusng gap khic
nao thi ta t6 mau tuy y. Ta dugc mot cach t6 mau thod man diéu kién
dau bai vi cac diém nam trén cac dudng song song véi cac truc toa do
duge ndi v6i nhau béi cac doan ma cac dau mit dau va cudi cé6 mau

khac nhau. Tém lai, ta c6 thé t6 mau nhu bai toan yéu cau.

Bai toan 3.0.24. C6 2010 qua cau trang trong mot chiéc hop. Bén ngoai
chiéc hop ciing cé céc qua cau trang, xanh va dé véi s6 luong khong han
ché. Trong médi lan thay doi, chiing ta cé thé thay doi 2 qua cau trong
hop béi 1 hoac 2 qua cau theo cach sau: 2 qué cau trang bdi 1 qua xanh,
2 qué dé béi 1 qud xanh, 2 qud xanh béi 1 qua trang va 1 quéa dé, 1 quéa
trang va 1 qud xanh béi 1 qué dé hoiac 1 qud xanh va 1 qud dé bdi 1
qué trang.

a) Sau mot s6 lan thuc hién nhur trén con lai 3 qué cau trong hop. Chiing
minh ring cé it nhat mot quéd xanh trong 3 qud cau con lai.

b) Liéu c6 thé x4y ra sau mot s6 hitu han lan thic hién nhu trén trong
hop con lai diing mot qua cau.

Loi gidi. a) Ta gan gia tri ¢ cho mdi qua cau trang, —i cho mdi qua cau
dé va -1 cho médi qua cau xanh. Ta c6 thé kiém tra lai ring cac phép
thay thé da cho khong lam thay thé cac gia tri clia cAc qua cau trong

2010 — 1 Néu trong

hop. Tich cac gia tri clia cac qui cau ban dau 1a i
hop con lai ba qui cau khong c¢6 qua ndo mau xanh thi tich cac gia tri
ctia chiing sé 1a ¢ hoic —¢ mau thuan. Do d6, néu trong hop con lai ba
qua cau, thi phai c6 it nhat mdot qud mau xanh.

b) Hon nta, vi khong ¢6 quéa nado cé gia tri 1 nén trong hop phai chita
it nhat hai qua cau. Do d6, khong thé xay ra truong hop trong hop con
lai mot qua.

Bai toan 3.0.25. Cho n diém trén mat phang (n > 4) sao cho khoang
cach gitta 2 diém bat ky trong n diém dé la mot s6 nguyén. Chitng minh

ring it nhat 5 trong s6 cac khoang cach dé chia hét cho 3.
Loi giai. Ta xét cac dong du theo modulo 3. Trudc hét ta chitng minh
v6i n = 4, thi it nhat c6 hai diém roi nhau ma khoang cach giita ching
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chia hét cho 3. Ky hiéu 4 diem do6 1a A, B, C, D. Gia sit cac khoang cach
AB,BC,CD,DA, AC, BD khong chia hét cho 3. Khi d6, khong mat tinh
tong quat, ta gia st BAD = BAC = CAD. Goiz = B/A\C;y — CAD wa
a =2.AB.AC.cosz, 3 = 2.AD.AC.cosy va v = 2.AB.AD.cos(z + y).
Ap dung dinh 1§ ham sé cosin cho tam giac ABC, ACD, ABD ta dugc:

BC? = AB?> + AC?* — o
CD? = AC* + AD* — 3
BD* = AB* + AD* — v

Vi binh phuong mdi khoang cach 1a mot sé nguyén, nén «, 3 va ~y ciing
14 cac s6 nguyén. Do doé:

2AC? vy = 4AC.AB.AD. cos(x + y)
= 4AC* AB.AD.(cosx.cosy — sin . siny)

=af —4AB.AD.sinx.siny

14 s6 nguyén. Vi vay: 4AC%. AB.AD.sinz.siny 14 mot s nguyén chin

va sinz.siny = /(1 —cos?x)(1 — cos?y) 1A mot sd hitu ty, khi viét
duéi dang toi gidn tit s6 14 s6 khong chia hét cho 3. Dat p = 2AB.AC

«
va q = 2AD.AC | do d6 cosz = & va cosy = = vi sinz.sing =
P q
2 - aQ 2 J— 2 . , 7z A
VP2 =)@ =P 1 5w t5 nen tit 56 6 v6 phai cing 1a mot 55

pq
nguyén. T s6 chia hét cho 3 vi p? = 1( mod 3) va a* = 1( mod 3). Nhung

mau s6 khong chia hét cho 3. Do d6, khi viét duéi dang t6i gidn thi ti
s6 clia n6 chia hét cho 3, diéu ndy mau thuan. Do d6, diéu gid st ban
dau 13 sai. Vay c6 it nhat mot khodng cach chia hét cho 3 véi n = 4.
Xét truong hop n > 4. Tt mot tap n diém, c6 C2 cac tap con chiia 4
diém c6 it nhat hai diém trong méi tap roi nhau d6 cé khodng cach chia
hét cho 3, vd mdi khoang cach d6 dugc dém it nhat 0372 tap con. Vay

c6 it nhat 02” = F” cac khoang cach chia hét cho 3.
n—2
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Bai toan 3.0.26. Cho n la s6 nguyén duong 16. Ngudi ta viét cac so6
1,2,...,2n lén bang. Sau dé ngudi ta lay hai s6 bat ki a,b thudc day
trén, x6a chiing di va viét vao dé |a — b|. Chiing minh ring sau mot sb

lan thuc hién nhu vay, mot s6 16 sé con lai cudi ciing.

Loi gidi. Ki hieu S 1a téng ctia tat cd nhitng s6 trén bang (chua xo04).
Khdi dau S = 142+ --+2n = n(2n+1) 1la mot s6 1é. Sau mdi bude S bi
giam di 2min(a,b) = |a + b| — |a — b| day 13 mot s6 chdn. Nhu vay tinh
chin 18 ctia S khong d6i. Trong qué trinh gidm dan ta c6 S = 1(mod?2).
Khéi dau S 1a mot s6 18. Nhu vay két thiac sé ciing 14 mot sb 1é.

Bai toan 3.0.27. Nhing s6 1,2,3, ..., n dudc sap xép theo mot thi tu
nao dé. Mot phép bién doi 1a doi ché bat ki hai s6 canh nhau trong bo
s6 c6 sédn. Chitng minh ring néu ta thuc hién sé 1é lan phép bién doi nhu
vay, thi Iuén luén nhan dugc moét sé6 khac véi bo sd6 ban dau vé cac vi

tri cia cac s0 1,2,...,n.

Loi giai. Ta ki hiéu ay, as, ..., a, 13 mot hoan vi ctia bo s6 1,2,...,n. Ta
néi rang hai sé a; vd a; trong hoan vi nay 1a nghich thé néu i < j ma
a; > a; . Khi ta thay doi hai s6 canh nhau trong hodn vi, nghia la ching
da tiang hoidc gidm s6 luong nghich thé di 1.

Ta thuc hién s6 1é 1an thao tac nhu vay, thi ta da bién doi tinh chin
1 clia s6 cac nghich thé, diéu dé nghia 1a ta thay doi hoan vi.

Bai toan 3.0.28. Cic s6 1, 2, ..., 2011 dugc viét trén bang den. Ta xéa
hai s6 tuy y va thay vao dé viét phan du ciia tong hai sé6 dé khi chia cho
13. Lap lai phép tinh nay cho dén khi trén bang chi con mot s6. Tim sb
do.

Loi gidi. D& thay rang, thing du duong bé nhat moduls 13 clia tong cac
s6 da viét 13 mot bat bién trong toan bo qua trinh. Mt khac, ta co:

1+ 24...42011 = 2024072 = 11(mod13).

Vay s6 cudi cling con lai trén bang 1a s6 11.
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Bai toan 3.0.29. Ta thay méi s6 tir 1 dén 1.000.000 béi tong cac chit
s6 ctia né. Cac s6 nhan dugc lai tiép tuc thay bang tong cac chit s6. Lam
nhu vay cho dén khi chi con lai cac s6 c6 mot chit s6. Héi trong day cudi
cling nay, so6 chit s6 1 nhiéu hon hay it hon s6 chit s6 27

Loi giai. Trong sudt qua trinh, thing du duong bé nhat modulo 9 cia
méi s6 13 khong thay déi. Trong cac s6 tit 1 dén 1.000.000 c6 111112 sb
dong du 1 modulé 9, va c6 111111 s6 dong du 2 modulo 9. Vay trong
day cudi cling, s6 chit s6 1 nhiéu hon s6 chit s6 2.

Bai toan 3.0.30. Gia sit M va N 1a hai s6 nguyén duong c6 9 chit s6 c6
tinh chat la néu bat ki chit s6 ctia M dugc thay béi chit s6 clia N tuong
itng thi ta dugc mot boi ciia 7. Ching minh rang véi bat ki mot sé6 dat
dugc bang cach thay mot chit s6 cia N tuong ting bdi mot chit s6 cua
M ciing la mot boi cia 7.

Loi giai. Két qua dung véi bat ki d = 2(mod7).

Viet M = > m10%, N = S n,10%, & day my, va ny 1a cac chit s6. Khi
dé vé6i bat ki k ta c6 10F(nj, —my) = 0 — M(mod7). Lay tong theo k, ta
dugc M — N = dM(mod7). Vithé N = —M(mod7) va 10¥(n, —my) =
N(mod7). Vay khi thay bat ki chit s6 N bdi chit s6 tuong ting trong M
chtng ta dugc mot s6 chia hét cho 7.

Bai toan 3.0.31. Cac s6 1, 2, 3, ..., 2005 dugc viét theo thi tur tang
dan. Bén s6 tuy y trong day cé thé dugc xép lai theo thit tu ddo ngudc
tai cling vi tri da cé. Bing cach dé, c6 thé nhan duoc day 2005, 2004,
..., 2, 1 hay khong?

Loi gidi. Ta chiing minh véi n = 4k + 1 thi yéu cau ctia bai toan thuc
hién dugc cho day 1,2,...,n.

Vé6i k = 1, bién doi nhu sau: 12345 — 15432 — 34512 — 32154 —
51234 — 54321.

Gia st k > 1 va diéu phai ching minh da dang véi k' < k. Xét day
1,2, ..., 4k + 1. Theo gia thiét quy nap cho k — 1, ta bién doi dudc né
thanh day: 1, 2, 3. 4, 4k + 1, 4k, ..., 6, 5.
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Ap dung lien tiép truong hop k = 1, ta lai thu duge céc day sau
Ak +1,4,3,2, 1,4k, ..., 6, 5.
Ak 41,4k 1,2,3,4 4k —1.....6,5.
Ak 41, 4k 4k —1,4,3, 2.1, 4k—2, ... 6, 5.

Ak 41,4k, 4k —1,...,6,1,2,3 4, 5.
Va cudi cung 1 day sau day: 4k + 1, 4k, ..., 6,5, 4, 3, 2, 1.

Bai toan 3.0.32. C6 25 xe 6 to xuat phat ciing mot lic tir cac vi tri
khac nhau doc theo mot duong dua khép kin, va chay theo cuing mot
huéng. Theo quy tic ciia cudc dua, cac xe c6 thé vuot nhau, nhung
khong duge vugt 2 xe cung mot lic (khi ¢6 hai xe nao dé dang vuot
nhau thi tai thoi diém chiing cung vi tri, xe thi ba khong dugc vugt).
Sau mot thoi gian, cdc xe trd vé vi tri xuat phat cia chiing ciing mot
Iic. Chiing minh rang trong qué trinh chay, s6 lan cic xe vuot nhau la

mot so chan.

Loi giai. Dé giai bai toan nay, ta phai ding mot phuong phap rat thong
dung khi gidi cac bai toan roi rac, 1a “danh dau” mot ddi tuong ndo do,
khi ma cic d6i tugng “binh dang” nhau trong bai toan (lam nhu thé sé
dé dang hon khi Iy luan). Trong bai todn da cho, vi dudng dua khép
kin nén vi tri clia cac 6 to 13 hoan toan binh ding. Ta chon mét xe va
“son mau vang” cho n6 (tat nhién véi gia thiét cac xe con lai déu khong
c6 mau vang). Xem xe mau vang ding dau tien, tiép theo 1a cac xe sd
1,2,...,24. Gia st ¢c6 mot quan sat vién ghi lai thit ty cac xe, va gan
cho mdi xe s6 thtt tu ban dau ciia né. Méi lan c6 mot xe nao vuct xe
khac, hai s6 ndo dé sé doi chd cho nhau. Gia st tai thdi diem nao dé, cé
mot xe vugt qua xe mau vang. Néu thit tu cic s6 xe trude khi vugt 1a
ai,as, . ..,as thi sau khi vuot, thi tu sé 1a as, as, . . ., ag, a;. Phép thé
nay c6 thé nhan duge béi 23 phép dich chuyén sau day:

a1, a9, ...,004 — A2, Q1,...,094 —>  A2,03, A1, ..., 04 —> -+ —>
A2, a3, ..., A1, Q24 — (9, A3, ..., A24, 1.

Néu xe mau vang vuct mot xe khac thi phép thé a1, as, ..., as tréd
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thanh ag4, a1, . .., ass. D& thay rang, phép thé nay ciing c6 thé nhan dudc
béi viec thuc hien 23 phép dich chuyen.

Tém lai, bat k¥ mot lan vuot nhau nao cia hai xe tuy ¥ ciing tuong
tng v6i mot s6 1é cac phép dich chuyén. Tai thoi diém cudi cling, thi tu
cac xe trung véi thit tu xuat phat nén tong sé6 phép dich chuyén phai la
s6 chan. T d6 suy ra s lan cic xe vudt nhau phéai 1a s6 chin.

Bai toan 3.0.33. Hai to hoc sinh ctia mot I6p ciing ngoi hop quanh mot
cai ban tron sao cho sb6 hoc sinh ¢6 ban ciing t6 ngoi bén phai. Chiing
minh ring tong sé6 hoc sinh ciia hai to 14 mot s6 chia hét cho 4.

Loi giai. Cdch thit nhat: Ta ki hiéu cac hoc sinh ctia mot t6 béi dau (+)
va (-). Khi d6 ta ¢6 mot he thong cac dau (+) va (-) sdp xép theo mot
hinh tron (Hinh 3.19). Bay gio ta xo4 tat ci cac dau clia méi nhém céc
dau gidng nhau trit ddu cudi cing (khi dém cac diu theo chiéu nguge
vdi chiéu quay ctia kim dong ho). Khi d6 ta dan dén hé théng & hinh 2
m3 trong do6, di nhién sé cic dau cong bing sé cac dau trit. Do dé, tong
s6 cac dau trén hé théng nay 14 s6 chin. Nhung khi chuyen tit hé théng
1 sang hé thong 2 ta da xo4 tat ci cac dau cé dau gidng né & bén phai
va chi con lai nhitng dau c6 dau khac né & bén phai.

Hinh 3.19

Theo diéu kién bai toan, s6 cac dau bi xoa bang s6 chdn cac dau con
lai. Do do6, tong s6 cac dau (tic 1a tong s6 hoc sinh) 14 mot s6 chén chia
hét cho 4.
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Cadch thi hai: Ta ki hidu céc hoc sinh ctia mot t6 béi s6 1 va t6 kia béi
s6 -1. Khi d6 ta c6 n s6 1 va -1 dudc sdp xép theo mot hinh tron. Ta
danh s6 cac s6 1a 1, x9, ..., x, bat dau tu s6 nao d6 theo chiéu ngugc
v6i chiéu quay ctia kim dong ho. Theo diéu kién ctia bai toan ta co:
T1%9 + ToZz + -+ + xpxy = 0 (*). Vi clc s6 21, T, ..., 2, 13 1 va -1 neén:
(x122)(xow3)...(xm1) = 1. Do d6 s6 cac s6 am trong tich nay 1a mot s6
ch&n. Nhung tir (*) suy ra s6 cic s6 duong bang s6 céc s6 am, nén n chia
hét cho 4.

Bai toan 3.0.34. Mot vong tron dugc chia thanh 10 cung, trén moi
cung diat mot miéng bia. C6 thé di chuyén hai miéng bia tuy y sang
cung ké bén, nhung phai di chuyén hai miéng theo chiéu ngugc nhau.
Vi viec thuc hién lién tiép hai phép toan trén, c6 thé hay khong don
tat cd cac miéng bia vao mot cung?

Loi gidi. Danh s6 cac cung tron tit 1 dén 10. O trang thai ban dau so, mdi
cung c¢6 1 miéng bia. Gid st § trang thai s ndo d6, s6 miéng bia & cung thit
k1a aip(s). Dat r(s) = (1L.ay(s) + 2.as(s) + - - - + 10.a10(s)) mod 10. Kiém
tra ring dai lugng nay khong thay ddi trong qué trinh di chuyén cac
miéng bia theo cach da cho. Ta c6 r(sg) = (1+2+---+10) mod 10 = 5.
Trong khi d6 déi véi trang thai ¢t ma 10 miéng bia ndm & cling mot cung
thi r(t) = 0. Do vay khong thé chuyén tit trang théi sy vé trang thai ¢
theo cach da cho.

Bai toan 3.0.35. Vé 9 vong tron quanh 3 canh ctia mot tam giac, mot
vong & moi géc, hai vong & méi canh, moéi so6 tir 1 dén 9 dugc viét vao 1
trong nhitng vong tron nay sao cho:

i) Tong ctia 4 s6 6 méi canh ctia tam gidc 1a bang nhau.

ii) Tong ctia binh phuong ctia 4 s6 trén mdi canh ctia tam giac

la bang nhau.
Tim tat ca cac canh thoa man yéu cau nay.

Loi giai. Xét mot cach viét tiy ¥ cac so, goi @, y, z 1a s6 & trong géc va
S1, S5 1an lugt 13 tong ciia 4 s6, tong ciia binh phuong 4 s6 trén 1 canh bat
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9
ky. Do diéu kién da cho ta c6: 35y = 22 +y2+224+ > k? = 22 +y>+22+285.
1

Tu dang thic thit 2 ta suy ra x,y, 2 hodc tat ca chia hét cho 3 hoic
khong c6 s6 nao chia hét cho 3. Bdi nguyén 1y Pigeouhole cé hai s6 1a
dong du modulo 3. Lay phuong trinh thit nhat theo médulo 3 ta ciing
suy ra 3|(z +y + 2). Do d6 x = y = z(mod3).

Néu (z,y,2) = (3,6,9) hay (1,4,7) thi Sy = 137 hoiic 17.

Néu Sy = 137 thi Sy = 1( mod 3) suy ra chi c¢6 1 s6 trén ba
canh 1 1é. Diéu nay khong thé vi 5 > 3 s6 1& dugc viét trong modi
khe. Vi thé (z,y,2) = (2,5,8) va S, = 126. Vi 92 + 8 > 126
nén 9 khong thé nim cling canh v6i 8, tic 13 né nim trén canh
chita 2 va 5. Vi min {7% +9%.7 + 5> + 8%} > 126 neén s6 7 phai nam
trén canh chita 2 hodac 8 nhu vay 4 lan cac s6 trén 3 canh phai la
(2,4,9,5);(5,1,6,8);(8,7,3,2) dé cho tong binh phuong cac s trén moi
canh 13 126. Cudi cling ta thiy cac bo s6 trén thod man.

Bai toan 3.0.36. Mot hinh tron dugc chia thanh sau ré quat. Nhiing
56 1,0,1,0,0,0 dugc viét vao trong cac ré quat nay thit tur theo ngudc
chiéu kim dong ho. Ta thuc hién thao tac lap. Tang s6 clia hai ré quat
canh nhau lén 1 don vi. Khi thuc hién cac thao tac trén c6 dua dén két

qud céc s6 trong cac ré quat déu bang nhau khong?

Loi gidi. Ki hieu aq, as, as, as, as, ag 1a nhitng s6 trong cac ré quat hién
thoi. Khi d6 tong S = ay + as + a3 + a4 + a5 + ag 1a mot dai lugng khong
doi. Khéi dau ta c6 S = 2 va dich cudi cing thod man bai ra sé khong
bao gic dat t4i.

Bai toan 3.0.37. Nguoi ta chia hinh tron thanh 6 hinh quat va dat vao
mbi hinh quat 1 quan c¢d. Méi Iuot di cho phép chuyén mot quan co bat
ki sang mot trong hai hinh quat canh bén. Hoi sau khi thuc hién ding
20 luot di c6 thé tap trung cac quan co vao mot hinh quat dugc khong?

Loi gidi. Ta chiing minh sau 20 lugt di khong thé tap trung cac quan cd
vao mot hinh quat dugc.
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Ta t6 den cac hinh quat I, ITI, V nhu hinh vé trén. Ta ki hiéu s6 quan
cd 6 6 den trudce lan di thit n 1& a,,_1. Di nhién ay = 3 va v6i k > 1 thi a;
khac a;_1 1a 1. Do d6 ay,as, . . ., a1y 13 nhitng s6 chin, con as, a4, . . ., ax
14 nhitng s6 1é. Sau 20 lugt di s6 cAc quan cd 6 cac quat den 14 1. Nhung
néu cac quan cd déu ding 6 mot hinh quat thi s6 dé 1a sé chén (bang 0
hodc béng 6 ). Mau thuin v6i diéu khang dinh ctia chiing ta la ding.

Bai toan 3.0.38. O 6 dinh ciia mot luc gidc 16i ¢6 ghi 6 sé chén lien
tiép theo chiéu kim dong ho. Ta thay doi cac s6 nhu sau: Méi lan chon
mot canh bat ki roi cong mdi s6 6 hai dinh thudc canh dé véi ciing mot
s6 nguyén nao dé. Héi sau mot sb6 lan thay déi nhu thé thi 6 s6 mdi &
cac dinh luc gidc c6 thé bing nhau khong?

Loi giai. Goi cac s6 chdn ghi 6 6 dinh clia luc giac lic dau theo thit tu ti
nhé dén 16n 14 aq, as, a3, a4, as, ag. Ta c6: (ag+as+ag) — (a1 +az+as) = 6.
Mbi lan thay ddi thi hai s6 ké nhau (theo thit tu trén, coi ag ké véi a;)
déu cong thém cting moét sé nén hiéu cta hai tong trén khong doi va
luon bang 6. Néu 6 s6 mdéi & cac dinh luc giac déu bang nhau thi hieu
trén bing 0, nén diéu nay khong thé xay ra.

Bai toan 3.0.39. Méi canh va dudng chéo clia mot n-gidc déu (n > 3)
duge t6 mau dé hoic mau xanh. Ta chon mot dinh va thay déi mau ctia
cac doan thang nhan dieém dé lam dau mit dé tir mau dé thanh mau
xanh va nguogc lai. Chitng minh rang, véi bat ki cach to mau lic dau thé
nao, ta van cé thé biét s6 canh mau xanh xuat phat tit méi dinh 1a s6
chin. Chitng minh ring, két qua cudi ciing ciia viéc t6 mau dugdc quy
dinh dua trén cach t6 mau ban dau.

Loi giai. Nhan thay, tht tu cdc dinh khong 4nh hudng t6i két qud to
mau cudi cting va viéc chon mot dinh hai 1an khong 4nh hudng dén két
qud t6 mau. Vi thé, viec chon mot tap hop cac dinh ciing cho két qua
nhu viéc chon cac dinh con lai. Qua trinh sau cling tuong ty nhu viéc
chon mot tap hop cac dinh dau tién, sau d6 chon tat ci cac dinh (O day,
trong tap hop cac dinh con lai, nhitng dinh ban dau dugc chon s6 1é lan
bay gio dugc chon theo s6 chdn lan va ngugc lai). Dat tén cac dinh 1a
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1,2,3,...,2n + 1. Goi a; 1a cac doan mau xanh xuit phat tit dinh thi
i, goi b; 1a s6 lan mdi dinh duge chon va B = > b;. Khi chon dinh & thi
ai tré thanh 2n — a = a;. Mat khac, moi doan ti dinh k£ dén mot dinh
khic doi mau nén a; con lai khong thay doi tinh chin 1é. Tinh tong s
a; thi cho ra két qua 1a hai lan tong s6 cac doan mau xanh, vi thé c6
mot s6 chin véi cac dinh a; thay doi 2z — 1 1an dé thanh s6 chin. Tinh
chin ctlia cac s6 a; con lai thi thay déi 2z 1an dé gii nguyén 1a sé chin.
Do dé, tat cd cac dinh déu c6 mot s6 chdn cac doan mau xanh. Vay ta

da ching minh dugc két qua t6 mau cudi cung 13 duy nhat.

Ta xét mot cach t6 mau vdi két qua nhu mong mudén. Cudi cling, s6
doan mau xanh a; xuat phat tir dinh thit i 14 a; + B — b;( mod 2). Khi d6,
s6 doan mau xanh xudt phét tit cdc dinh 14 bang nhau, do d6 b; = by,
khi va chi khi lic dau a; = ay. V1 vay, hodc b; = 1 khi va chi khi a; =1
hodic 14 b; = 1 khi va chi khi a; = 0, ta c6 két qua t6 mau nhu trén. Do

d6 két qua t6 mau 1a duy nhat. Bai toan dudc chiing minh.

Bai toan 3.0.40. Chiing minh rang trong mot da dién 16i, luén ton tai
it nhat mot dinh la dinh ciia mot géc tam dién hodc it nhat mot mat Ia

tam giac.

Loi gidi. Ta nhan thay vi du nay hoi xa la so véi cac vi du truée vi khong
c6 phép bién doi nao. Thuc ra, bat bién khong chi xuit hién & nhitng
chd c6 cac phép bién déi ma né con xuat hién khi ta xét mot 16p cac doi
tugng thod man nhing tinh chat nao dé. Vi du véi cdp s6 (z;y) & trén
duong tron don vi thi 22 + y? 13 mot bat bién. Con déi véi da dién 16i
thi ta c6 cong thitc Euler V — E+ F = 2, trong d6 V 1a s6 dinh, F 13 s6
mit v £ 13 s6 canh ciia mot da dién 161 bat ky. Ta sé dung cong thic
nay dé giai bai toan trén.

Gia st ngudc lai, ton tai mot da dién ma khong cé dinh nao 1a dinh
cua mot goc tam dién va khong cé6 mat nao la tam giac. Khi do, do
mot mit sé ¢6 it nhat 4 canh vA mot canh chi c6 thé 14 canh cta hai
mat nén ta c6 F < 7 Vé6i 1y luan tuong ty, ta co V < 5 Vi vay

EF FE .
V—i—F—ESE—l—E—E:O,mauthuan.
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Xo4 bé di mot mit ctia da dién. Bing cach kéo cac canh ctia mat bi
bé di, ta bién phan con lai thainh mot mang luéi phing véi cac diem va
cac duong, nhu hinh v& dau minh hoa cho truong hop dic biét ctia hinh
lap phuong. Sau phép bién doi nay, cac mit néi chung khong con 1a déu
nita, tham chi c6 thé khong con la da giac. Nhung sé dinh, sé canh va
s6 mit van giéng véi da dién ban dau. (M#t bi xo4 tuong tng véi phan
ngoai ctia mang lu6i). Néu nhu ¢6 mot mét nao d6 ¢6 nhiéu hon 3 canh,
ta vé dudng chéo, tiic 14 duong cong nam trén mit va noéi 2 dinh chua
duoc noi. Dieu nay sé lam sé canh tang lén 1, sé6 mit tang lén 1 con s6
dinh thi khong thay doi, c6 nghia 13 gia tri V — E + I khong doi. Bing
cach them canh theo quy tac nay, ta sé di dén tinh hudng khi tat ca cac
mit déu 1a tam giac. Tiép theo ta ap dung 2 phép bién dodi sau:

i) Xoa di tam giac chi c6 1 canh gidp v6i phan ngoai, nhu minh
hoa trén hinh tht 2. Diéu nay sé lam gidm sé canh va s6 mit di mot
don vi nhung khong lam thay déi s6 dinh, vi thé phép xoa nay bao toan
V-E+F.

ii) Xoa di tam giac c6 2 canh gidp v6i phan ngoai, nhu minh hoa
trén hinh tha 3. M6t phép xoa nhu vay sé xod di mot dinh, 2 canh va
1 mat, vi thé van bdo toan V — FE 4 F. Lap lai hai buéc ndy nhiéu lan
cho dén khi chi con mot tam gidc. Lac ndy tacé6 V =3, E = 3, F = 2
(tinh dén phan ngoai), nhu thé V — E + F = 2. Con s6 ndy bang con
s6 V — E + F ban dau, vi cac phép bién doi ma ta da thuc hién bao
toan dai luong nay. Nhu vay ngay tit budc dau ciia qua trinh ta phai cé
V — E+ F = 2. Dinh 1y dugc ching minh.

Bai toan 3.0.41. C6 ba déng séi gom nhiing vién séi nhé ¢é s6 hiong
tuong 1tng 1a 19, 8 va 9 (vién s6i). Ta dugc phép chon hai dong séi va
chuyén mot vién séi clia nhiing déng séi da chon sang dong séi thit ba.
Sau mot s6 lan lam nhu vay thi c6 kha nang tao ra moi déng séi déu cé
12 vién soi hay khong?

Loi giai. Dat s6 vien séi trong ba dong séi tuong ting 1a a, b va c. Ta xét
s6 du chia cho 3 ctia nhitng s6 nay. Khi xuat phat, nhiing s6 dong du

nay 1a 1, 2, 0. Sau mot lan chon thay doi, nhitng s6 du nay 12 0, 1, 2 vi
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hai déng séi c6 su chuyén mot vién séi dén déng thit ba. Nhu vay, nhitng
s6 du luon luon 14 0, 1, 2 v6i nhitng thit tu khac nhau. Do d6 tat ca cac
ddng s6i déu c6 12 vién séi 1a khong thé duge (vi khi d6 s6 du clia ba
déng séi 1a 0, 0, 0, vo 1i). Vay khong thé tao ra moi déng séi déu c6 12
vién soi.

Bai toan 3.0.42. Ngoai bién dong, trén hon dio sinh séng giéng thin
lan c6 ba loai mau: mau xam cé 133 con, mau nau cé 155 con va mau dé
c6 177 con. Néu hai con than lian khac mau gap nhau, thi chiing dong
thoi doi mau sang mau thit ba. Trong nhiing trudng hgp hai con thin
lin ciing mau gap nhau thi ching giit nguyén khong doi mau. C6 xay
ra tinh trang la trén ddo tat cd than Ian tré thanh cung mot mau dugc
khong?

Loi gidi. Ta c6 ba s6 nguyén 133, 155, 177 chia cho 3 dugc bo s6 du 1a
1, 2 va 0. Khi d6 xét cac kha nang sau:

Néu mot con than 13n mau xam gip mot con thin 1&n mau nau, thi
chiing dong thoi déi thanh mau dé. Khi doé ta c6 132 con thin lin mau
xam, 154 con nau va 179 con d6. Nhung s6 du ctia 132, 154 va 179 chia
cho 3 tuong ting 1a 0, 1 v& 2, nghia 14 lai gip lai day du cac s6 du da co.

Néu mot con thin l&n mau xam gip mot con thin l&n mau do thi
ching dong thsi doi thanh mau nau. Khi d6 ta c¢6 132 thin lin mau
xam, 157 thdn l&n nau va 176 than 1an mau dé. LAy nhiing s6 trén chia
cho 3 cho s6 du tuong tng 13 0, 1 va 2, nghia 13 lai gip c& ba kha ning
ctia s6 du.

Néu con than l&n mau nau va thin 13n mau dé gip nhau thi ching
cting doi mau thanh mau xam. Khi dé c¢6 135 thin lin xam, 154 thin
lan nau va 176 than lan dé. S6 du ctia nhitng s6 than 1an trén chia cho
3 tuong tng 14 0, 1 va 2, van c6 day di cac s6 du khi chia cho 3.

Vay bat bién ¢ day 1a dit thay doi mau nhu thé nio thi sé du clia céc
s6 Iugng than lan chia cho 3 déu c6 day da ba s6 0, 1 va 2.

S6 luong tat ca than lan trén dao 1a 133 + 155 4+ 177 = 465 1a mot
s6 chia hét cho 3. Néu tat cd thin lin déu cing mot mau thi s6 du cla
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s6 luong thin 1&n mau xam, nau va doé chia cho 3 tuong ting 1a 0, 0, 0.
Diéu nay vo li, vi cac s6 du phai c6 day di cac s6 du nay khi chia cho 3.
Nhu vay, cau tra loi 1a khong thé duoc.

Bai toan 3.0.43. Trong mot thanh phd nhiém mau cé 10 ki si téc vang,
15 ki si téc d6 va 23 ki si téc xanh. Céac ki si ¢c6 mot diac diém rat tha
vi 1a hai nguoi khac mau téc gidp nhau thi téc ho sé doi sang mau thit
ba. Liéu sau mot s6 lan nao dé thi tat ca cac ki si c6 ciing mau téc hay
khong?

Loi gidi. Chung ta sé phan tich tinh chat ctia cac ki si ma dé bai da neu
ra, néu hai ngusi khac mau téc gap nhau thi téc ho sé doi sang mau thi
ba. Tinh chat dic biét nay cho ta dieu gi, hay gia st hai nguoi gip nhau
13 xanh vA vang, ho sé doi thanh hai ki si téc d6. Nhu vay ching ta sé
ducc gi, s6 ki s1 téc xanh gidm di 1, s6 ki sT téc vang gidm di 1, s6 ki
si toc do6 tang hai. Sy ting gidm nay cho ta tinh chin 18 ndo u, s6 ki si
téc d6 tang len 2 day thoi, thé nhung lai c6 truong hop gidm hay ting
1. Vay thi chiing dau gii nguyén tinh chin 18 u. Ta thit xét tong céc s,
tong khong doi, bat bién xuat hién nhung diéu nay khong gitp ta giai
quyét bai toan. Nhu vay ta thit xét hieu di, hieu 1a 0,0, 3. Cac s6 nay
c6 tinh chat gi, cac s6 nay déu chia hét cho 3. Tuyét qua, bat bién xuat
hién roi, nhu vay du thay doi thé ndo thi hiéu s6 hai loai ki si luon chia
hét cho 3. Day chinh 14 sy bat bién theo modulo 3. Ban dau hiéu s6 vé
s6 lugng ki si khong chia hét cho 3, nhu vay thi khong thé xay ra trudng
hop c6 hai loai ki sT mang s6 lugng 0, 0 dugdc, nghia 1a ciing khong ¢
truong hop tat ca cac loai ki si déu cling mau téc.

Bai toan 3.0.44. Trong mot cudc thi dau béng da c6 15 doi béng, cac
doi dau véi nhau vong tron mot lugt. Doi chién thing duoc 2 diém, doi
thua dugc 0 diém, con néu két qué hoa thi méi doi déu duoc mot diém.
Chitng minh ring sau khi két thiic miia gidi, it nhat c6 mot doi ma so
diém ghi dugc 1a s6 chin.

Loi gidi. Bat bién trong cac bai toan dang thi dau nay thuong nam trong
s6 diem ma mdi doi c6 duge sau mdi tran dau. O day, néu ta xét tong
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diem ma hai doi thu dugc sau méi tran dau ludn 1a 2. Day chinh 1a bat
bién gitta hai phép bién déi thing thua va hoa. Bat bién nay cho ta biét
dieu gi, thi nhat 14 ching ta cé thé tinh dugc sé diem téng cong cua
tat ca doi béng, tit day ta c6 thé suy ra gia tri nhé nhat s6 diém ma doi
ding thi nhat nhan dugc ching han. Tuy nhién & day, dé bai lai lien
quan dén tinh chin 1é nén ta hay chid y t6i tinh chan 18.

Theo phan tich trén, tong s6 diém hai doi sau mot tran dau la 2, tic
13 mot s6 chin. Nhu vay, sau khi két thic mua gidi thi s6 diem ma tat
c& cac doi thu dugc ciing 1a mot s6 chin, do d6 khong c6 chuyén moi doi
déu c6 s6 diem 16 duge, do s6 doi 14 15 doi 1a mot s6 18. Nhu vay phai

c6 mot doi ghi duge sé diém chin.

Bai toan 3.0.45. A va B tién hanh tro choi véi 2013 hat dau. Mot nudc
di 1a lay khéi déng hat dau 1, 2 hodc 3 hat dau. A di trudc va thay phién
nhau. Nguoi nao lay dugc hat dau cudi ciing la nguoi chién thang. Vay
ngudi nao cé chién thuat dé Iuon thing trong cudc choi va chién thuat
dé nhu thé nao?

Loi gidi. A luon luon thdng néu A thuyc hién chién thuat sau: khéi dau
A lay 1 hat dau, nuéc tiép theo A sé lay di 4 — x hat, 6 day z 14 s6 hat
dau B da 13y 6 nudc di trude d6. Thay vay, sau khi A di lan dau tién,
con lai 2012 hat dau. Tiép theo, theo chién thuat trén thi sau méi lan
B roi dén A di, déng hat dau luon con lai s6 hat bang baoi s6 ctia 4. Do
vay, cudi cing dén luct B thi con lai 4 hat. Du B thuc hién cach nao thi
A ciing di dudc nudce cudi sé lay di hét s6 hat dau va A thang cuoc.

Bai toan 3.0.46. Trong mot chiéc hop c6 dung 15 qué cau xanh, va
trong mot hop khac cé 12 qué cau trang. Hai ngudi choi, trong mot Iuot
di, ho buoc phai lay di 3 qué cau xanh hodc 2 qué cau trang. Nguoi thit
nhat phai choi nhu thé nao thi méi thang cudc?

Loi giai. Ta nhan thiy ring, diém bat bién 6 bai toan nay chinh 1a ti l&
3 : 2 gitta cAc qua cau xanh v qua cau trang. Nhu vay, vdi lugt choi dau
tien, nguoi choi thit nhat sé 1ay di 2 qua cau trang va lac dé ti le gitta
qud cau xanh va qud cau trang 1a 15 : 10 = 3 : 2, & cac budc tiép theo
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chi can 1ay ngugc lai ngudi thit hai thi ngusi thit nhat sé thang, ddm béo
su bat bién cia tilé 3 : 2 dén cudi cudc choi.

Bai toan 3.0.47. Hai ngudi choi mot tro choi véi hai déng keo. Déng
keo thit nhat cé 12 cai va dong keo thit 2 c6 13 cai. Méi ngudi choi dugc
lay hai céi keo hodc chuyén mot cai keo tir dong thit nhat sang déng thit
hai. Ngusi choi nao khong thé Iam dugc nhiing thao tac trén coi nhu Ia
thua. Hay chiing minh ring ngudi choi di lugt thi hai khong thé thua.
Ngusi dé cé thé thing khong?

Loi giai. Ta ki hieu S 1a gia tri tuyét ddi ctia dong keo thit hai trir di dong
keo thtt nhat. Khéi dau S = |13 — 12| = 1. Sau mbi lan choi S s& gidm
hodc ting lén 2. Nhu vay, s6 du ctia S chia cho 4 ¢6 dang 1,3,1,3,. ..
Maéi 1an sau khi nguoi thit nhat choi sé6 du ctia S chia cho 4 luén luon
du 3. Ta thay rang ngudi choi bi thua khi va chi khi khéng con cai keo
nao § dong thit nhat va chi con mot cai keo & déng thit hai, khi dé6
S =11 - 0| = 1. Do d6 ngudi chai thi hai luon thyc hién duge cach chai,
do d6 ngudi dé khong thua. Ta thay ring, hodc la tong s6 keo 6 hai déng
gidm di hoac 13 s6 keo & dong thit nhat gidm di, nhu vay tro choi phai
c6 két thic, do d6 nguoi choi thit hai phai thang.

Bai toan 3.0.48. Hai nguoi choi thay phién nhau viét lién tiép cac chit
s6 dé cubi ciing ta c6 mot con s6 c6 10 chit s6, theo quy dinh: Ngudi thi
nhat viét chit s6 thit nhat, ngudi thi hai viét chit s6 thi hai, lai ngudi
thit nhat viét chit s6 thit ba, ... Ngudi thit hai mudn c6 mot so chia hét
cho 7, con nguoi thit nhat chéng lai ¥ muén nay. Vay ai va choi thé nao
dé dat duogc y mudn ctia minh?

Loi giai. Nguoi tht hai 1a viét sé cudi cting dé quyét dinh két qua s6 Ay
c6 chia hét cho 7 khong. Khi ngudi thit nhat viét chit sé cudi cling clia
minh thi ngusi thi hai nhan dude mot s6 c¢6 9 chit s6. Dé tim s6 thi
muoi, ngudi thit hai thém s6 0 vao sé d6, sau d6 dem chia cho 7, két qua
thu dugc sau phép chia c6 s6 du 1a r, thi s6 can viét thém vao ctia nguoi
thtt hai 14 7 — r. Day ciing la chién thuat ngudi di sau luon luon thing.
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Bai toan 3.0.49. C6 mot ban vuong vdi sé6 6 vuong trén cac canh la
1é. Hai nguoi choi lan Iot dat nhitng dong xu vao cac 6 vudng ctia ban.
Ngusi choi nao khong con ché dé dat dong xu coi nhu I3 thua tran. Hay
chi ra rang ngudi choi thit nhat cé thé luon chién thing.

Loi gidi. Ta nhan thay rang, dai lugng bat bién ¢ day 14 6 vuong tam
ban (do s6 6 vuong 1a 1é nén 6 vudng tai tam nay luon ton tai). Tu goi ¥
dé6, cho ta dugc chién thuat thing clia ngudsi choi thit nhat 1a: dit dong
xu dau tién vao 6 vuong tai tam ban, cac nudc di con lai thi dit dong
xu d6i xing v6i dong xu ma ngudi thit hai dit qua dong xu ¢ tam ban.
Vi dién tich ctia mit ban con trong gidm, tro choi phai két thic. Nhu
vay, nguoi choi thit nhat sé thing.
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Két luan

Bat bién 1a mot phuong phap dudc st dung nhiéu trong giai toan so
cap, tit nhitng bai toan s6 hoc, hinh hoc dén té hgp. Tuy vay cho dén
nay ¢ Viét Nam chua c6 mot tai liéu nao téng két, phan loai cac bai toan
ma phuong phap gidi 1a duing bat bién. TAc gia luan van cling chua biét
tai lieu nu6c ngoai ndo chuyen danh dé trinh bay phuong phép ding bat
bién. Vi thé, luan van da dat ra va hoan thanh mot s viéc sau:

- Gidi thieu chung vé phuong phap sit dung bat bién trong viéc gidi
toan s cap.

- Tong két, phan loai cic bai toan ma 16i giai can dung phuong phap
bat bién.

- Suu tam (chil yéu tur cac ky thi Olympic quoc gia, quoc té va clia
mot s6 nude) ma trong dé bat bién duge st dung nhu mot cong cu chu

yeu.

Luan vin c6 thé gitp ich cho hoc sinh vi gido vién trong viéc tim
hiéu mot phuong phap hiéu qua dé giai nhiéu bai toan so cap. Viéc suu
tam, phan loai doi héi nhiéu cong stc va thoi gian. Ban luan vin nay
ciing chi méi 1 két qua budc dau, va tac gia sé c6 ging hoan chinh dé
c6 dugec mot chuyen dé véi noi dung phong phi.
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