BAT BIEN VA NUA BAT BIEN
TRONG CAC BAI TOAN TRO CHOI

Nguyén Thanh Khang!

Khi chung ta xem xét mét qua trinh co cach thuc bién doi lap di lip lai, chiing ta hdy c0 gang
tim ra mot dai lugng khong bao gio thay doi (goi la bat blen)

Cic bét bién quen thudc trong cdc bai toan thi Olympic 1a tinh chdn 1€, phép lay modulo, lay
tong, tinh d6i xing cla cédc dai lugng, . ..

Trong mot sO bai todn khc, chung ta chi ¢6 thé tim ra cic dai ludng luén thay doéi theo mot
huang xdc dinh (goi la nua bat bién). Cic dai ludng nay ciing kha hitu ich trong cac bai toan
td hgp noi chung va déc biét 1a trong c4c bai todn tro choi ndi riéng. Bdi 1€ cac bai toan tro chot

thuong c6 mot vi tri két thic, va can mot dai lugng nida bdt bién d& ching ta c6 thé khang dinh
trd chdi sé dat dén vi tri két thic sau hitu han budc.

1 Cac bai todn mot ngudi choi

Céc bai todn c6 mot ngudi choi xuat hién khong nhiéu trong céac ky thi Olympic. Céc bai toan
dang nay thudng dudc gidi quyét bang cach tim ra mot dai lugng bdt bién hoac dai luong nia
bdt bién va so sanh dai lugng d6 3 vi tri ban dau va vi tri két thic.

Bai toan 1. C6 2012 qud cdu mau vang chita trong mét hdp. Ta gia thiét thém la co du so cdc
qud vang, dd, xanh J bén ngoai hdp dé thuc hién dugc cdc dong tdc sau ddy nhiéu lan:

o Thay hai qud cdu vang bang mét qud cau xanh.

o Thay hai qud cdu dé bang moét qud cdu xanh.

e Thay hai qud cdu xanh bdng mét qud cdu vang va mét qud cau do.
o Thay mot qud cdu vang va mot qud cdu xanh bang mét qud cau do.

o Thay mot qud cau xanh va mét qud cau do bang mot qua cdu vang.

(a) Mo: nudc di la mét lan thuc hién mét cdch tity ¥ mét trong ndm dong tdc ké trén. Gid su

rang sau mot s6 hitu han cac nudc di, trong hép da cho con lai ba qud cdu. Chitng minh
rang cé it nhdt mot qud cau xanh.

(b) Co chién lugc nao dé sau hitu han cdc nudc di, chi con lai mot qua cdu trong hop?

LOi giai. Tai thoi diém nao do, ta gia sk trong hdp c6 x qua cau vang, y qua cdu xanh, z qui cau
dd. Ta diat T = x + 2y + 3z. RO rang 13, sau moi nude di, 7 giam di mét bdi cua 4 hodc khong
d6i. O thai diém ban dau, x =2012,y=0,z=0va T = 2012.

1Sinh vién Pai hoc Ngoai thuong Ha Noi.
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(a) Xét thoi dlem sau cung, khi do, x+y+2z=3 va T 1a mot boi cia 4. Néu gia st ngudc lai
rang trong s6 ba qua cau nay khong c6 mot qua cau xanh ndo, thi y =0, suyrax+z =3, va
= x+3(3 —x) = 9 — 2x, khong thé chia hét cho 4 dugc.

(b) Gia st rang tai thdi di€m sau ciing, con duy nhat mot qua cau trong hop. Khi dé, x+y+z=1
va T = x + 2y + 3z chia hét cho 4, diéu nay khong thé x4y ra.

Bai todn 2. Peter tién hanh choi mot tro chdi vdi cdi cdn dia nhu sau: Tai budc thit n, Peter
ddt mot qud cdn cd trong lugng n* 1én mét trong hai dia can.

(a) Chiing minh rang vdi moi k € N, Peter c6 thé'ddt cdc qud cdn sau hitu han budc dé chénh
léch téng khoi lugng hai dia cdn la k.

(b) Tim s6 budc nhd nhat cdn thuc hién dé chénh léch tong khéi luong hai dia cdn la 2010.
L&i gidi. (@) Ta co dang thic sau n? + (n+3)° - (n+1)2— (n+2)* =

Néu sau n — 1 budc ta nhdn dudc chénh 1éch tdng khdi lugng hai dia cin 1a k thi ta ¢é thé dit
cac qua can trong cac budc ti€p theo dé sau n+ 3 budc ta nhan dudc chénh léch tong khbi lugng
hai dia cin la k + 4 hoac k — 4.

Nhu viy, bai todn sé dudc giai quyét néu ta chitng minh dudc Peter c6 thé dit cac qua cén sau
hitu han budc d€ chénh léch tong khoi luong hai dia can 12 0, 1, 2 hoic 3.

e V6i k =0, hién nhién theo vi tri xuét phat.

e VGik=1,tacothé dat dudc ngay sau budc dau tién.

e VGik =2, ta c6 thé dat dudc sau bon budc vitaco 4% —12-22-32 =2,
o V6ik = 3, ta ¢ thé dat dudc sau hai budc vi ta c6 22 — 1% = 3.

(b) Dé chénh léch tong khoi lugng hai dia can 14 2010 thi tong khdi lugng cla tit ca cic qua can
phai 16n hon hodc bang 2010 nén can it nhat 18 budc dé thuc hién diéu do. Tuy nhién, véi 18
budc, ta c6 chin qua can khoi lugng 1€ va chin qua cin c6 khéi ludng chin hay tdng khbi lugng
tat ca cdc qua can sé 1& nén chénh léch téng khdi lugng hai dia can sé phai 1a mot s6 18, vo ly.

VGi 19 budc, ta c6 thé dit cac qua can c6 khdi lugng 12, 2%, 15% & mot bén dia cin, céc qua can
con lai 8 bén dia cdn con lai 1a nhan dugc chénh 1éch tong khdi luong hai dia can 1a 2010. Vay
sO budc nho nhat can thuc hién 1a 19 budc. O

2 Cac bai toan hai ngudi choi bat binh dang
Cac bai toan v8i hai ngudi choi bat binh dang lai dudc chia 1am hai loai sau:

2.1 Cac bai toan cach thuc hién nudc di cha hai ngudi khac nhau
O cdc bai todn nay, sé c6 quy tic chdi riéng danh cho hai ngudi chai. '

Bai toan 3. Trén bdng cé day cdc s6 1,2, ...,n (n > 3). Taz moi lugt choi, A sé la ngudi choi
trude, A duoc quyén cong vao hai so lién nhau bat ky moi sé thém mot don vi, sau dé B duoc
quyén doi ché hai so lién nhau bdt ky cho nhau. A sé thdng néu tai mét thoi diém nao dé, tdt cd
cdc s6 nhdn dugc trén bdng la bang nhau. Chiing minh rang B cd thé cdn khéng cho A thdng.
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Chirng minh. Ta thiy B c6 thé ngin can khong cho A thing theo céch sau day:

e Sau n—2 budc, B c6 thé dbi chd dé€ sb n (ban dau) chuyén 1én vi tri thd hai va sd 1 (ban
dau) van & vi tri dau tién.

¢ Sau n — 2 budc, néu B dp dung chién thuit nhu trén thi A khong thé cong dé€ cho sb & vi
tri dau tién 16n hon hodc bang s6 8 vi tri thi hai dudc.

o O céc budc tiép theo, cho du A choi nhu thé nio thi s6 & vi tri dau tién sé ludn bé hon sb
& vi tri thy hai. - _ , 0

Bai todn 4. A va B choi mét tro choi trén truyén hinh. A sé nhdn dugc mot day cho trude k
(k > 2) qudn bai déi mot khdc nhau. Tro choi kéo dai trong toi da k + 3 lugt choi, tai méi luot
choi, A sé dudc quyén chon mét s6 qudn bdi, ldy chiing ra khdi vi tri ban ddu va ddt moi quan
bai vao vi tri mdi mot cdch tuy ¥ dé nhén dwoc mot ddy cdc qudn bai mdi va dwa né cho B.
Nhiém vu cua B la phdi dodn chinh xdc thit tw cdc qudn bai trong ddy ban ddu. B chi duoc
quyén trd 10i mot lan duy nhdt trong tdt cd cdc lugt choi nén B sé chi trd 10i khi B chdc chdn ddp
dn minh duwa ra la ding hodc khi da d lugt choi cudi cung, cdc trudng hop khdc B sé b qua va
chuyén sang lugt tiép theo. Néu B dodn diing thi B sé thdng, néu B khong dodn diing dugc thi A
sé thang. Hdi ai la nguoi sé gianh chién thdng trong tro choi nay biét rang mdi qudn bai A chi
duoc chon téi da mot lan trong tdt cd cdc lugt choi va A cé quyén khong chon bdt ky qudn bai
nao tai moi lwot choi?

L&i gidi. Ta sé chung minh A c6 th€ gianh chién thing sau t6i da nim lugt choi.

Xét hai quan bai X, Y bat ky. Ta c¢6 nhan xét sau: Vi tri ciia X so vdi Y bi thay déi t6i da hai ldn
A 2 ’ .
trong tat ca cdc luot choi.

That vay, tai mot lugdt chai bat ky, néu ca hai quan bai X, Y déu khong dudc chon thi hién nhién
vi tri ctia X so v3i Y sé khong doi.

Vi tri cia X so v8i Y chi cé thé bi thay doi khi tai lugt chai do, ¢ it nhat mot trong hai quan bai
X, Y dudc chon, va diéu nay chi xay ra 8 t6i da hai lugt choi.

Sau nim lugt choi, th tu ding cua X va Y sé la thy ty xuét hién trong it nhit ba lugt chai.

Xét tat ca cac cdp cac quén bai, A sé cé thé xac dinh dugc thif tu ding cla ting cidp quan bai va
tr 46 xac dinh dugc thi tu chinh xac cla tat ca cic quan bai.

2.2 Cac bai toan cich thuc hién nudc di ctia hai ngudi giong nhau
nhung quy dinh diéu kién thing cta hai ngudi khic nhau

Bai todn 5. Hai ngudi A va B choi mot tro-choi nhu sau. A va B lan luot viét cdc chit s 0 va 1
(tix trdi sang phdi) cho dén khi méi nguoi viét dugc 2013 chit s6, khi dé sé nhdn dugc biéu dién
nhi phdn cua mét s6 nguyén duong N nao do. A sé thdng néu sé N biéu dién duoc thanh tong
cia hai sé chinh phuong, va B thang trong truong hop nguoc lai. A la ngudi viét trudc. Hoi ai
la nguoi co chién thudt gianh chién thdang?

L&i gidi. Trudc tién ta ching minh rang néu bi€u dién nhi phan clia mot sé nguyea duong cé
tAn cung bang hai chit s6 1 va c6 mot s6 chan cac chit s6 0 thi sd nay khong thé viét duge dudi
dang tong cia hai s6 chinh phuong.
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That vay, sb d6 c6 dang 4%(4s+ 3). Néu gia st ngudc lai, tdn tai x, y nguyén sao cho:
x? +y* = 4545+ 3),

thi do x* +y* =0 (mod 4) & x, y cung chdn nén Ip, g : p* + ¢*> = 45+ 3, mau thuin.

Chién thuat cho B thang nhu sau:

e Néu mot trong cac chit s6 ma A viét xudng 1a 1 thi B sé 1ap lai tit ca cac chit sO ma A da
viét. Cubi cling, s6 nhan dudc sé 1a sd c6 dang 4*(4s+ 3), s6 nay khong biéu dién dugc
dudi dang x* + y?.

e Néu A viét toan cac chit s6 0 thi B sé viét ba chit s6 dau 12 s 1 va sau dd chi toan sé 0.

S6 sau cung 1a 21 -42%19 56 nay khong viét dude dudi dang x2 + y2.
g y g ANg

3 Cac loai bai toan hai ngudi choi binh dang
Chiing ta xét loai bai toan trd choi vdi hai ngudi chdi binh dang véi cac gia thiét sau day:

e Trd choi gom hai diu thi A va B, luan phién nhau, méi ngudi di mot nude. Quy téc thuc
hién cdc nudc di cia hai ngudi choi (co thé trit nude dau tién) 1a hoan toan gidng nhau.

e Hai dau tha déu chai rat gidi, nghia 1a c6 kha niing tinh trudc moi nudc di. Gia thiét choi
gioi nhim tranh céc trudng hop “dn may”, tic 1a cdc truong hdp do dbi phuong hé hénh
ma di lac nudc. Diéu nay tuong duong véi gia thiét ca hai dau thi déu cé thé tinh trude
moi nudc di (v8i loai trd choi hitu han) hoic ca hai dau tha déu biét cach di tdt nhat.

e Diu thd nao dén lugt minh khong thé di dudc nita thi chiu thua va van chai két thiic.
e Khong c6 thé hoa, sau hitu han nudc di sé xac dinh dudc ai thang, ai thua.

Trong céc bai toan trd choi, ludn ludn ton tai hai loai vi tri: vi tri thdng va vi tri thua. Vi tri
thang dudc dinh nghia 1a céc vi tri ma tai d6 néu ngudi chai thuc hién chién thuat tbi wu thi sé-
danh chién thang, vi tri thua 12 vi tri ma tai d6 ngudi chdi cho du thuc hién cac nudc di nhu thé
nao thi van thua. Hai loai vi tri nay c6 dic diém sau:

e Vi tri két thiic luén 12 vi tri thdng. ~

e Tir moi vi tri thua, ludn c6 it nhit mot cach dua dén vi tri thdng.

e Tit mbi vi tri thang, ludn dua dén vi tri thua.
Mot d6i thi sé thiang khi ho bat dau nudc di & vi tri thdng va két thic nudc di & vi tri thua.
Khéc véi bai toan v6i mot ngudi choi, thi trong bai toan tro choi vdi hai ngudi chdi, bit bién va
nta bat bién dudc tao ra va duy tri  mdi vi tri thua. Céc vi tri thua sé cé chung nhau mot tinh

chat T, nguoi chién thang sé 12 ngudi duy tri dugc tinh chit 7 sau mbi nudc di cia minh. Tinh
chat T chinh 12 bat bién trong bai todn tro chdi.

D€ nghién ciu tinh bat bién trong cac bai todn trd choi, ta sé xét mét 19p cac bai toan trd chdi
pho bién 1a bai toan boc bi.

Bai toan 6. Trén ban c6 2013 vién bi. A va B lan lugt béc bi theo nguyén tdc sau: méi ldn
duoc phép béc tix mot dén ndm vién bi. A la nguoi boc bi trudce, ai boc duoc vién bi cudi cung

la nguoi chién thang. Hdi ai sé la nguoi cé chién thudt gianh chién thdng?

-y -
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Pay 1a bai toan tro chai kha quen thudc véi cac ban hoc sinh chuyén Todn. Y tudng chi dao cia
bai nay la st dung modulo.

Loi gidi. C6 thé nhan thiy ring, ngudi choi cé thé duy tri sé bi trén ban ludén bat bién vdi
modulo 6 (tinh chat 7). That vy, khi ngudi chai trudc boc i vién bi, ta ¢6 thé bdc 6 — i vién bi
dé€ duy tr1 dugc tinh chit 7. Ma vi tri thua cubi cing 12 vi tri ¢6 0 vién bi trén mit ban, nén cdc
vi tri thua 1a cdc vi tri c6 sO bi chia hét cho 6, cc vi tri con lai 12 vi tri thang. Vi tri ban dau 12
vi tri thang (2013 =3 (mod 6)) nén A sé l1a ngudi c6 chién thuat thang.

Bang céch thay d6i quy tic bdc bi hodc cach xét thang cudc, ta c6 cac bai toan thi vi sau.

Bai toan 7. Trén bdn co 2013 vién bi. A va B ldan lugt boc bi theo nguyén tdc sau: méi ldn
dugc phép boc tit mot dén ndm vién bi. A la nguoi boc bi trudc, ai béc dwgc vién bi cudi cung
la nguoi thua cudc. Hoi ai sé la ngudi co chién thudt gianh chién thang?

O bai todn nay, vé quy tac boc bi thi giéng hét Bai toan 6, diém khac duy nhat 14 cach xét tllﬁng
cudc. Khi luat chai khong thay doi thi bat bién dugc sif dung sé khong thay doi, va khi cich xét
thang cudc thay doi thi chi ¢6 vi tri thing va vi tri thua thay déi.

Trong Bai toan 7, bang cach 1ap luan tuong tu Bai toan 6, cac vi tri thua sé 12 cdc vi tri ¢6 s bi
chia cho 6 du 1, cic vi tri con lai 1a vi tri thang. Vi tri ban dau 1a vi tri thing nén A sé 1a ngudi
c6 chién thuat thang. '

Bai toan 8. Trén ban cd n vién bi (n > 2). A va B lan lugt boc bi theo nguyén tdc sau: tai
lwot dau tién, A diuoc phép bdc mét sé bi la mét sé nguyén duong tiry ¥ nhung khéng duoc boc
toan bo so bi. Trong cdc lugt boc tiép theo, A va B khéng dwgc phép bdc vuot qud sé bi ma A
boc trong lugt dau tién cing nhut khong duogc phép boc 0 vién. Ai béc dugc vién bi cudi cing la
ngudi thang cuéc. Hoi vdi cdc gid tri cia n nhu thé ndo thi A sé la nguoi cé chién thudt thing ?

Thuc ra, Bai toan 8 1a mot dang tong quat cho Bai toan 6.

Loi gidi. Gia su tai lugt dau tién A bdc k vién bi, khi d6 trong cac ludt tiép theo, A va B dudc
phép boc tir 1 dén k vién bi. Nhu vay, ta sé s dung bat bién cho céc vi tri thua theo modulo
k+ 1. Lap luan tuong ty Bai toan 6, cac vi tri thua (sau luot bdc dau tién) 14 cac vi tri ¢6 s6 bi 1a
bdi clia k+ 1, céc vi tri con lai 12 vi tri thang.

A sé thﬁng néu A tim dugc mot s6 nguyén duong k sao chon—k 12 bdiséciak+1hayn+1=0
(mod k+ 1). Nhu vy, néu n+ 1 1a hgp s0 thi A sé c6 chién thuat thing, n+ 1 1a s6 nguyén t§
thi B sé c6 chién thuét thing.

Bai toan 9. Trén ban c6 2013 vién bi. A va B lan lugt boc bi theo nguyén tdc sau: Méi ldn duoc
phép bac sé bi la lity thiva diing ciia 2 (duoc phép boc mét vién bi). A la nguoi béc bi trudc, ai
boc duoc vién bi cuoi cung la nguoi chién thang. HAi ai sé la nguoi co chién thudt thing ?

Bai todn nay da c6 quy tac boc bi khac véi ba bai todn trén. Nhu vy, bat bién ching ta s dung
cling nhu vi tri thang, vi tri thua sé thay doi theo. VAy 1am thé nao dé€ tim dudc bat bién thich
hdp cho bai toan nay?

L&i gidi. Ching ta sé tién hanh 13p bang vi tri thing va thua cia mdt ngudi choi trong céc
trudng hop s6 bi 12 s6 nho.

e Khi trén ban c6 moét vién bi, thi duong nhién A sé thang vay “1” 12 vi tri thing.

e Khi trén ban c6 hai vién bi, A van la ngudi chién thiang, “2” 12 vi tri thing.
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e Khi trén ban c6 ba vién bi, A s€ thua vi v8i moi cach boc bi clia A thi B déu nhan dudc
vién bi cudi cung nén “3” sé 1a vi tri thua.

e Khi trén ban c6 n vién bi, A sé thing khi va chi khi “n” 14 vi tri thang hay A c6 thé béc di
k vién b1 sao cho “n — k” 1a vi tri thua. Ngudc lai “n” 1a vi tri thua.

Bang cach thit tryc tiép vé6i cac trudng hop nho, ta 6 bang phan bo cac vi tri thing (W) va vi tri
thua (L) nhu sau:

sébi | 1|23 4|56l 7/8lolwliili2]13]14]15

o — T * . e e -| - i

Kétqua | W wlL|lw/w|L]w/ wlLIwWlwW|L | W|w|L

w—

Tit bang trén ta c6 thé dy dodn rang, bét bién & cdc vi tri thua 14 s6 bi 1a bdi cda 3. Va nhu vay,
trong bai toan nay, A s€ la ngudi thua cudc, vi “2013” la mét vi tri thua. That viy, ta sé ching
minh ngudi choi B sé ludn c6 thé suy tri sb bi con lai ludn la boi ca 3. Den lugt boc ciia A, s
b1 trén ban s€ ludn la bo1 cua 3, va khi A boc 2% vién bi, sb bi con lai chic chin khong 1a boi

cia 3 (vi tri thang). Dén luot boc cua B sO bi trén ban sé khong 1a bdi cia 3, vay B c6 thé boc
di mét hodc hai vién bi dé dua s6 bi vé 1a boi cia 3 (vi tri thua).

Bai toan 10. Trén ban co 2013 vién bi. A va B ldn luot boc bi theo nguyén tdc sau: méi ldn
dugc phép boc mét vién, hai vién hodc mét nita sé bi cé trén ban néu sé bi la sé chén. A la
ngudi boc bi trudc, ai béc dwgc vién bi cudi cing la nguoi chién thdng. Héi ai sé la ngudi co
chién thudt gianh chién thdng?

Ldi gidi. Bang viéc khdo sat vé6i cac trudng hop sb bi nho, ta cé bang phan bd cdc vi tri thang
(W) va vi1 tri thua (L) nhu sau;

sébi | 1|2 (3]4ls5lel7]8loliol11l12l13]14]15

- - L’ — - . —

Kétqua | W w[L[wiw|wlL|{wW|lwlL|wW|wW|L|[wW|w

Tu bang trén ta c6 thé du dodn rang, khi s6 bi 16n hon 3, bit bién & cac vi tri thua 1a sb bi chia
cho 3 du 1. Va nhu vay, trong bai toan nay, A sé la ngui‘tji thang cudc, vi “2013” 1a vi tri thang.
Thét viy, ta sé€ ching minh A s& lu6n c¢6 thé duy tri s6 bi con lai ludn chia cho 3 du 1. Dén luot

bbc cia A, s0 bi trén ban sé ludn 1a bdi cua 3 hodc chia 3 du 2, va khi d6 A ¢6 thé bdc mot hoac
hai vién d€ dam bao s0 bi con lai chia cho 3 du 1 (vi tri thua).

Pén ll.l'dt boc ctia B, sb bi trén ban sé chia cho 3 du 1 khi do B sé khong c6 cach nao dé tiép tuc
duy tri s0 bi chia cho 3 du 1, hay B ludn dua sb bi vé vi tri thang. - [ ]

Bai toan 11. Trén ban ¢ 2013 vién bi. A va B ldn lugt boc bi theo nguyén tdc sau: méi lan
dugc phép boc t6i thiéu mot vién bi va khong dugc bdc nhiéu hon nika sé bi con lai trong déng.
A la ngudi boc bi trudc, dén lugt minh ma ai khéng thé thuc hién duoc nudc di la nguoi thua
cudc. Hoi ai sé la nguoi co chién thudt gianh chién thdng?

Lai gidi. Bing viéc khdo sat vi cac trudng hop sb bi nhd, ta c6 bang phan bb céc vi tri thing
(W) va vi tri thua (L) nhu sau:

o . - gy — > -

Sébi |12 (3|4 |5]6(7]8|9fw0]11]12]13]14]15

— - 2

Kétqua |[L|W L|W[w|w|L|w[wlwiw|lw|w| w|L
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Tit bang trén ta c6 thé du doan rang, bit bién & cdc vi tri thua 12 sb bi ¢6 dang 2¥ — 1. Va nhu

- vay, trong bal toan nay, A s€ la nguoi thﬁﬂg cudc, vi “2013” 1a mot vi tri thﬁng. That vay, ta s€
chitng minh ngudi choi A sé ludn cé thé suy tri s6 bi con lai c6 dang 2 — 1.

3 luct bdc dau tién, A bdc 990 vién. Pén mdi lugt bbe cia B, s6 bi trén ban sé c6 dang 2% — 1,
khi d6 B sé dudc phép bbe tit 1 dén 25! — 1 vién bi. Nhu vay, s6 bi con lai trén ban sau ludt boc
cua B sé co dang k-1 _ 14 r,vol1 1 <r < k=1 _ 1. Pén luot boc clda A, A sé bdc r vién bi dé
dam bao s6 bi con lai 1a 2! — 1, day 1a mot vi tri thua. []

Nhan xét. Bai toan trén ¢c6 mot dang phat bi€u hinh hoc kha thd vi nhu sau: “Cho mot doan
thang trén truc s6 dai N don vi vdi cdc diém chia nguyén. A va B lan luot thuc hién cdc luot
choi theo nguyén tdc sau: moi ldn cdt doan théng tai mét diém nguyén nam trong doan dé’ thu
duoc hai doan con sau do vdt di doan ngdn, trao doan dai cho ngudi kia. Néu hai doan bdng
nhau thi vdt di mot doan tity y. A la nguoi thuc hién trude, dén lugt minh ma ai khéng thé thuc
hién dwoc nudc di la nguoi thua cudc. Hoi ai sé la nguoi co chién thudt gianh chién thang?”

Sau day, ta sé xét cac bai toan khéc ciing thudc 16p céc bai toan boc bi nhung lic nay bi dugc
chia 1am nhiéu dong: '

Bai toan 12. Trén ban co hai déng bi, mdi déng co 2013 vién bi. A va B lan luot boc bi theo
nguyén tdac sau: maéi lan dwoc phép chon moét dong va béc tic dong dé mot so bi tiy y. A la nguoi
boc trudc, ai la ngudi boc dugce vién bi cudi cing la nguoi thang cudc. Hoi ai la ngudi cé chién
thudt gianh chién thdng?

Loi gidi. Chung ta c6 thé nhan thiy ngudi choi B luén c6 thé duy tri trang thai hai dong soi
bang nhau sau méi nudc di ctia minh.

That vay, khi ngudi choi A boc k vién sbi 8 mot dong thi ngudi choi B ciling sé boc k vién s6i &
d6ng kia. Nhu vay sau hitu han cac nudc di, ngudi choi A sé phai dua s6 bi vé trang thdi (0, n).
DPay 12 mot vi tri thang. Vay ngudi choi B 1a ngudi c¢6 chién thuit thang.

Bai toan 13. Trén ban cd:-hai dong bi, mdi dong cé 2013 vién bi. A va B ldn lugt boc bi theo
nguyén tdc sau: moi lan dugc phép chon mot dong va béc tir dong dé mot so bi la wdc cua s6 bi
d dong kia. A la nguoi boc trudc, ai la nguoi bdc dwoc vién bi cudi cung la nguoi thang cudc.
Hdi ai la ngudi co chién thudt gianh chién thang?

L&i gidi. Vi sb bi 3 ca hai dong déu 1a s6 18 nén sau khi ngudi choi A boc thi sb bi 3 hai déng
chic chan sé khac tinh chan 18. Ngudi chdi B chi viéc bdc mot vién bi tir dong c6 s6 bi chan dé
tiép tuc duy tri trang thai sO bi 3 ca hai dong déu la so 1é.

Nhu vay sau moi ludt ngudi B choi chac chan ca hai ddng déu con b1 B chi can dgi A boc hét bi
3 mot dong va ngudi choi B sé boc hét bi & déng con lai va gianh chién thang.

Bai todn 14. Trén ban c6 hai dong bi, dong thit nhdt ¢6 2013 vién bi, dong thit hai ¢6 20132013
vién bi. A va B lan lugt boc bi theo nguyén tdc sau: méi lan dugc phép chon mét dong va béc
tir dong do toi thiéu mét vién va tdi da mot nita sé bi trong dong. A la nguoi boc trudc, dén luot
minh ma ai khong thé thuc hién duoc nudc di la nguoi thua cudc. Héi ai la ngudi co chién thudt
gianh chién thdng?

Loi giai. Ta xét bai toan tong quat véi so bi & hai ddng 12 m, n. Ta sé ching minh (m, n), m > n
la mot vi tri thuakhim+1=2%(n+1), k€ N. (%)

Ta sé chitng minh (x) bang quy nap theo p = k+n. D& thay (1, 1) 12 mdt vi tri thua nén (%)
ding v8i p = 1. Gia st (x) diing v3i moi p < po. Ta xét vi tri (mg, ng), mo = ng thoa man
mo+1 = 2k0(n,o+ 1), trong d6 ko +no = po+1 va dén lugt A bdc bi.
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e Néu A boc r vién ¢ dong co ng vién bi thi B bdc 2%0r vién & dong kia, sb bi § hai dong
dugc dua vé trang thai (mg — 2%r, ng — r), day la mot vi tri thua theo gia thiét quy nap.

e Neéu A bdc r vién & dong co mq vién bi thi B boc tiép 250~ (ng + 1) — r vién 8 dong dé, s6

bi § hai dong dugc dua vé trang thai (mg —2%-1(ny +1), ng), day 12 mdt vi tri thua theo
gia thiét quy nap.

Suy ra cac vi tri (mg, ng), mg > ng thdéa man mg + 1 = 2% (ng+ 1) trong d6 ko + ng = po+11la
cac v1 tri thua. Theo nguyén ly quy nap thi () ding v8i moi p = k +n.

Nhu vay, 0 bai toan nay, A s& la ngudi chién thing vi A c6 thé bdc 3633326 vién & dong thir hai
dé dua s0 bi & hai déng vé vi tri thua.

Nhan xét. Bai todn trén c6 mdt dang phat biéu hinh hoc kha thi vi nhu sau: “Cho mot ludi
chit nhdt kich thiioc n X m don vi nguyén. A va B lan luot thuc hién cdc luot choi theo nguyén
tac sau: cdt hinh theo mot duong ke trong ludi di qua mot diém nguyén trén mot canh va khong
trung vdi dinh dé thu dwgc hai hinh chit nhdt sau dé vét di hinh ¢ dién tich nho hon, trao hinh
co dién tich lon hon cho nguoi kia. Néu hai hinh cé dién tich bang nhau thi vét di mot hinh tuy

Y. A la nguoi thuc hién trudc, dén lugt minh ma ai khong thé thuc hién dwoc nude di la nguoi
thua cugc. Hoi ai sé la nguoi co chién thudt gianh chién thing?”

Bai toan 15. Trén ban co hai dbng bi, dong thit nhdt c6 2013 vién bi, dong thit hai cé 3102
vién bi. A va B lan lugt boc bi theo nguyen tac sau: méi lan dugc phep chon mét dong va boc
tie dong do mét sé bi tity ¥ hodc béc mot so bi tiry ¥ bang nhau & cd hai dong. A la ngudi béc

trudce, ai la nguoi boc dugc vién bi cudi cung la nguoi thang cudc. Hoi ai la nguoi ¢ chién
thudt gianh chién thdng?

Lai giai. Ta xét hai day (anj: va (b,) dudc xdc dinh nhu sau:
e ay=1,b) =2.
e a,lasb nguyén duong nho6 nhat khong thudc tiphop {ay, as, ..., an_1,b1,b3,.... b, }.
® b, =a,+n.

Ta sé& chiing minh bang quy nap theo n, (a,, b,) 1a vi tri thua.

V6in =1, dé thay (1, 2) 12 mot vi tri thua. Gia st (an, by) 12 vi tri thua v6i moi n < k. Ta ching
minh: (a1, br1) 1a mot vi tri thua.

That vay, gi st s0 bi 6 hai déng dang & vi trf (ax, 1, by;) va dén lugt ngusi chai A bbe bi.

o Néu A bdc r (r > 1) vién & déng c6 ay, | vién hodc bbe k+ 1 + r (r > 1) vién 8 dong c6

bk+1 vién thi suy ra ton tai j € N* sao cho aj=qgy1—r hoac b; = a1 —r, khi d6 B chi
can boc mot Iugng bi vira di & déng kia d€ dua sb bi & hai dong vé vitri (a;, b i)

o Néu A boc r (1 < r < k) vién & déng c6 bri1 vien thi hiéu sO bi & hai dong s€ bang

] < k+ 1, khi d6 B boc 6 hai déng véi ciing mot sb lugng bi nhu nhau dé dua sd bi & hai
dong veé vitri (a;, b;).

e Néu A bdc k+ 1 vién 3 dong c6 by vién thi ngudi chdi B chi can boc 6 mébi déng a;.
vién va gianh chién thing.
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4 Bai tap tuong tu

Bai tap 1. Trén ban cd 2013 vién bi. A va B ldn luot boc bi theo nguyén tdc sau: mdi lan duoc
phép boc sé bi ¢ dang p*, trong dé p la sé nguyén t6 va k la mot sé tw nhién tiy y (dugc phep
boc mot vién bi). A la nguoi béc bi trude, ai béc dwoc vién bi cudi cing la ngudi chién thdng.
Hdi ai sé la nguoi co chién thudt gianh chién thdng?

Bai tap 2. Trén ban co 2013 vién bi. A va B lan lugt béc bi theo nguyén tdc sau: méi lan duoc
phép béc mdt vién, hai vién hodc sdu vién. A la nguoi boc bi trudce, ai boc duoc vién bi cudi
cung la nguoi chién thang. Hoi ai sé la ngudi c6 chién thudt gianh chién thdng?

Bai tap 3. Trén ban co 6°°1° vién bi. A va B ldn lugt béc bi theo nguyén tdc sau: méi ldn dicoc
phép béc tir mot dén ndm vién bi hodc béc di 2 s6 bi ciia dong néu sé bi la béi ciia 6. A la nguoi
boc bi trudc, ai boc dudc vién bi cudi cung la nguoi chién thang. Hoi ai sé la ngudi ¢é chién
thudt gianh chién thang?

Bai tap 4. Trén ban co 2013 vién bi. A va B ldn luot béc bi theo nguyén tdc sau: méi lan phdi
boc it nhdt mot vién bi va khéng dugc boc nhiéu hon 2012 vién ciing nhu khong vicot qud s6
bi cia ngudi trudc boc. A la ngudoi boc bi trudc, ai boc dwoc vién bi cudi cing la nguoi chién
thang. Hoi ai sé la ngudi co chién thudt gianh chién thdng?

Bai tap 5. Trén ban co 2013 vién bi va chin ld bai may man. A va B lan lugt boc bi theo nguyén
tac sau: méi ldn duwoc phép boc tir mot dén ndm vién bi hodc sit dung Id bai may mdn dé duoc
boc sdu vién bi (moi ld bai may mdn chi dicge sit dung mét lan). A la ngudi béc bi trudc, ai béc
dugc vién bi cudi cung la nguoi chién thdng. HEi ai sé la nguoi cé chién thudt thing ?

Bai tap 6. Trén ban cé 2013 vién bi. A va B ldn licot bdc bi theo nguyén tdc sau: tai luot ddu
tién, A duoc phép boc mot s6 bi la mét sé nguyén duong tiry ¥ nhung khéong duoc béc toan bo sé
bi. Trong cdc lugt boc tiép theo, A va B khéng duoc phép béc vieot qud hai ldn sé bi ma doi thit
boc trong lugt ngay trudc do ciing nhu khéng duoc phép béc 0 vién. Ai bdc dwoc vién bi cudi
cung la nguoi thang cudc. Hoi ai sé la nguoi co chién thudt gianh chién thdng?

Bai tap 7. Trén ban co hai dong bi, méi déng cé 2013 vién bi. A va B ldn luot béc bi theo
nguyén tdc sau: méi lan dugc phép chon mét dong va béc tix dong dé mét sé bi co dang 2~
(k € N). A la nguoi boc trude, ai la nguoi boc dugc vién bi cudi cung la nguoi thing cudc. Hoi
ai la nguoi co chién thudt gianh chién thdng?

Bai tap 8. Trén ban co 2013 dong bi, déng thit i co F; vién bi, vdi F, la s6 Fibonacci thit k.
A va B lan lugt boc bi theo nguyén tdc sau: méi lan dugc phép chon mot ddng va béc tir dbng
do mot s6 bi tiry ¥. A la nguoi béc trude, ai la ngiedi boc duoc vién bi cudi ciing la ngudi thdng
cudc. Hoi ai la ngudi co chién thudt gianh chién thdng?



