Chuyén dé 6
Bat bién

Bat bién 13 khai niém quan trong clia todn hoc. N6éi mot cach don gian thi bét
bién 13 dai lugng hay tinh chit khong thay ddi trong khi céc trang thai bién
ddi. Ngudi ta st dung bt bién dé phan loai cac vat trong mot pham tru nao
dé6. Hai vat thudc cting mat loai néu né cé ciing tinh chit H nao d6 va néu vat
A ¢6 tinh chat H, vat B khong c6 tinh chdt H thi B khong cung loai véi A.

Trong chuyén d& nay ta nghién cttu iing dung ctia bat bién trong c4c bai toin
vé thudt toan cta If thuyét tro choi. Day 1a dang toan thudng gip trong cac
ki thi Olympic. :

6.1 Thuat toan

6.1.1 Dinh nghia thuat toan

Cho tap A # 2 va ta goi l1a khéng gian cac trang thai, méi phan tit clia A
goi 1a mot trang thai. Kh1 do, m01 anh xa T A — A goi 14 mot thuét toan
(6tdmat).

!

6.1.2 Cac bai toan vé thuat toan

Bai todn 1 (Bai toan tim kiém thust tbé,n). Cho trang thai ban dau o va
trang thai két thic o,. Hoi c6 hay khong thuat toan T trén A sao cho khi thyc ‘
hién T hitu han lan ta thu dugc o, ?

T T T T
g — O — Qg = ... — Qp,

Bai toan 2. Cho thuat toan T trén A va trang thai ban dau o € A.
a) Gid st 8 € A. Hdi c6 thé nhan duge B tit o sau mot s6 hitu han buée
thyc hién T hay khong 7
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b) Tim tap tit ci cAc trang thii c6 thé nhan dugc tit o sau mot s6 hitu
han budc thuc hién thudt toan 7: '

a={BcA:f=T"a))

6.1.3 Ham bt bién

Cho T 12 mét thuat toan trén A, I 13 mot tap hop khéc réng ma ta goi 13
khong gian cac miu bat bién.
Khi d6: 4nh xa H : A — I goi 1a ham bat bién trén A néu:

Va,be A:beca=> H(a) = H(b)
Xét cac vi du sau
Vi du 1. Hai nguai choi cd. Sau méi vén ngudi thing dugc 2 diém, ngudi thua
duge 0 diém, néu hoa thi m&i ngudi duge 1 diém. Hoi sau mot s6 van ligu cé
thé x4y ra trudng hgp mot ngudi dugc 7 diém va ngudi kia duge 10 diém duge
khong? '
Loi gidi. Goi S(n) 1a tdng s diém clia ci hai ngudi sau van thit n. Ta c6
| S(n+1) = S(n) +2,¥Yn > 0.
Do d6, S(n) bat bién theo modun 2. Suy ra
| S(n) = S(0) =0 (mod 2), Vn > 0.
Vay, khong thé x3y ra trudng hop ma mot ngudi duge 7 diém va mot ngudi
dugc 10 diém.
Vi du 2. Thyc hién trd choi sau: Lan diu, viét lén bang cip sé (2, v2). T

lan thi hai, néu trén bang c6 cip s B = (a,b) thi dugc phép viét them cip

% +ba-b
a a
T(B) = )
() (2 ’ 2)

Hoi ta c6 thé viét dugc len bang ciip s6 (1,1 + v/2) hay khong?.

Li gidi. Gia st & bude thi n ta viét cip sé (an, by). X6t S(n) = a2 + b2, ta
céd .

2 - 2
Sn+1 _ (an;bn) + (an . bn) -_—'Sn,VTLZ 1.
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12 bat bién trong tro choi néi trén.

Do d6, S(n)
) = 6 va 1+ (1++/2)? # 6 nén ta khong thé viét dugc cap sé (1,1 + v/2).

Ma S(1

Vi du 3. Trén bang c6 hai sé6 1 va 2. Thie hien vige ghi s6 theo quy téc sau:
Néu trén bang c6 hai sé a,b thi duge phép ghi thém s6 ¢ = a + b + ab. Héi
bing céch dé c6 thé ghi dugc céc s6 2001 va 11111 hay khong?

Lgi gidi. Day céc s6 dugc viét 1a
1,2,5,11,17, ...

Dé dang ching minh dugc c4c s6 duge viét thém trén bang déu chia cho 3 du
2. Bét bién trén cho phép ta loai trit s6 2001 trong day céc sb viét duge trén
bang. Tuy nhién, bt bién d6 khong cho phép ta loai trir s6 11111. Ta di tim
mot bat bién khac. Quan sit cac sb viét dudc va quy téc viét thém sb, ta c6

c:a+b+ab=>c+1:.(a'+1)(b+1)

va néu cong thém 1 vao cac sd thude day trén ta c6 day mdi
2,3,6,12,18, ...

Nhu vay, néu cong thém 1 vao cac sb viét thém thi cac sb6 nay déu c6 dang
2".3™ véi m,n € N. Do 11111 +1 = 11112 = 3.8.463 nén khong thudc day cac
s viét duogc. ‘

Do d6 khong thé viét dugc cac sé 2001 vi 11111,

Vi du 4. Ban c& vua 8 x 8 bi mat hai 6 § hai géc dbi dien. Hdi c6 thé 14t phin
con lai cta ban cd bdi cac quan Domino 2 x 1 duge khong?

% %

% v
%
%,
) U %
IR/
% ) 7
47/ ’
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Ldi gidi. M&i quan Domino 14t vio ban c¢¢ ludn chiém mot 6 tring va mot o
den. Do d6, néu 14t dugc phan con lai ciia ban cd thi sb 6 trdng va sb 6 den
bing nhau. Nhung do hai 6 & hai g6c d6i dién clia ban cd 13 hai 6 cing mau
nén sd 6 mau tring va s6 6 mau den trong phan con lai clia ban cd khong bing
nhau. Vay khong 14t duge phan con lai cia ban ¢d biing cdc quan Domino.

Vi du 5. X4c dinh cic sb nguyén duong m,n sao cho badng m x n cé thé lat
dugc bdi cac quan hinh chit L dudi day

Lai gidi. Khong mét tinh tdng quat ta c6 thé gia st m < n. Dé 14t duogc bang
thi m > 2,n > 3. Gia sit ta c6 thé 14t duge bang bdi a quan hinh chit L, ta c6
m.n =4a. Vim.n > 6 nén a > 2. Xét a = 2, ta c6 bang 2 x 4. Bang 2 x 4 ¢6
thé 14t duoc bdi hai quan hinh chit L nhu hinh vé dudéi day

%

V6ia = 3 taco m Xxn =12 nén c6 hai bang thod man 14 2 x 6 vd 3 x 4. D&
dang kiém tra ca hai bang nay déu khong 14t duge bdi cAc quan hinh chit L.
Diéu d6 khién ta dy doan, dé 14t dugc bang bdi cdc quan hinh chit L thi a
chin. Dé ching minh du do4n nay ta t6 mau céc 6 ciia bang nhu sau:

Gia st duge m chin. C4c 6 6 dong c6 thit ty 18 (tinh tr trén xubng dudi)
dudc t6 mau den, cic 6 & dong c6 thit tuy chdn mau tring.

7777
Z 7

Khi d6, s 6 den v sb 6 tring biing nhau va bing 2a. Mi quan hinh chit L
14t vho bang chiém 3 6 den va 1 6 trdng hodc chiém 3 6 tring va 1 6 den. Gia
sit 14t dude bdi z quan hinh chit L chiém 3 6 den v3 1 6 tring v y quan hinh
chit L chiém 3 6 tring va 1 6 den. Ta c6 hé

T+y=a
3z+y=3y+z=2a

‘7A~ CEBToantohop
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Suy ra £ = y vd a = 2z. Diéu d6 c6 nghia 13 a chin.

Bay gio ta ching minh néu a chin, tic 14 m x n chia hét cho 8 thi c6 thé 14t
dugc bang bdi cdc quan hinh chit L. That vay, néu m chia hét cho 2 va n chia
hét cho 4 thi bang c6 thé chia thanh cic hinh chit nhat 2 x 4 nén 14t dugc.
Néu m 18 va n chia hét cho 8 thi do m c6 thé viét dugc duéi dang m = 25+ 3
nén c6 thé chia bing da cho thanh cac hinh chit nhat 2 x 4 va 3 x 8. Do d6,
néu hinh chit nhat 3 x 8 14t dugc thi bang da cho sé 14t dugc. Hinh vé dudi
day chitng tb c6 thé 1at dugce hinh chit nhat nay

G =
ZRIINE=
7, W7

Vay dé 14t duge bang da cho bdi cac quan hinh chit L thi didu kién cin va du
la m x n chia hét cho 8 va m,n > 2.

6.2 Bai tap
6.2.1 Bai tap luyén tap

1. Xét ban cd vua 8 x 8. Ching minh ring néu xuét phat tir mot 6 géc, con
ma khong thé di qua tit ca cac 6 ctia ban cd, mdi 6 mot 1an vi két thic
& 6 goc dbi dién véi 6 gébc n6 xuit phat.

2. Mot con robot nhay trong mit phing toa do theo quy tic sau: Xuét phat
tit diém (z,y), con robot nhay dén diém (z',y’) x4c dinh nhu sau:

i _T+y ) 2zy

-z

* Chitng minh r3ng, néu ban ddu con robot ditng & dicm (2009, 2010) thi
khong bao gid con robot nhiy vao duge trong duong tion () ¢o tam la
goc toa do O va ban kinh R = 2840.

3. Viét cac sd 1,2,3,...,2010 1én bang. Thyc hién thuat todn sau: Mdi lan
x6a, di hai s6 a, b bat ki va viét thém s6 ¢ = |a — b|. Chitng minh ring s6
con lai cudi ciing trén bang 13 mot sb 1é.

4. Mot hinh tron dugce chia thanh 2010 hinh quat. Trong mdi hinh quat ¢6
mot vien bi. Thie hién trd chdi sau: méi 1an cho phép lay ra hai vién bi
trong hai hinh quat n3o dé va chuyén chiing sang cac 6 bén canh nhung

78- CBToantohop
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theo hai chiéu ngugc nhau. Héi sau mot s6 1an c6 thé chuyén hét cac
vién bi vao mot hinh quat duge khéng?

5. Mot day gom c6 19 phong. Ban dau mdi phong ¢6 moét ngudi. Sau d6,
cit mdi ngay c6 hai ngudi nao d6 chuyén sang hai phong bén canh nhung
theo hai chidu nguge nhau. Hobi sau mot sb ngay c6 hay khong truong
hgp ma

"~ (a) Khong c6 ai 6 phong cé thi ty chin.
(b) C6 10 ngudi & phong cubi.

6. O 6 dinh ctia mot luc gidc 13i ¢6 ghi 6 s6 chin lien tiép theo chidu kim
ddng hd. Ta thay ddi cic sb6 nhu sau: M3i 1an liy ra mot canh va cong
hai s6 trén canh d6 véi cing mot s6 nguyén nao d6. Hoi sau mot s6 1an
thay d8i nhu thé thi 6 s6 méi & cac dinh cta luc gidc c6 thé bing nhau
khong?

7. Cho bang 6 vudng n x n (n > 5). Trong mdi 6 clia bang ta viét mot dau
(+) hodc (—) sao cho trong todn bd bang chi c6 mot dau (—) va khong
n3m & cic 6 goc. Mbi 1an cho phép ddi diu tit ci cac 6 trén ciing mot
hang, cing mot ¢6t, cing mot dudng song song véi dudng chéo, hoic boén
6 & goc. Hoi sau hitu han 1an c¢6 thé lam cho bang chi gdm cac diu cong
dugc khong?

8. Trén bang cho da thitc f(z) = 2* + 4z + 3. Thuc hién trd choi sau, néu
trén bang da c6 da thic P(z) thi dugc phép viét thém lén bang mot
trong hai da thic sau

Q) =22 S +1), R@) = (s~ 17.f(-

).

z—1
Hoi sau mot sb budc ta c6 thé viét duge da thite
g(x) =2+ 10z +9
hay khong? '
9. (VMO - 1991): Cho bang 1991 x 1992. Ki higu (m,n) 13 6 vuéng ndm &

giao ciia hang thit m va cot thit ». T6 mau cac 6 vudng cia bang theo
quy tic sau: lan thit nhét td6 ba 6 (r,s),(r + 1,5 + 1), (r + 2,5 + 2);
1<r<1989,1< s <1990, tit 1an thit hai, méi 1an t6 ding ba 6 chua c6
mau n3m canh nhau trong cing mot hang ho#c cing mot cot. Hoi bing
cach d6 c6 thé t6 mau duge tht ca cic 6 clia bang duge khong?
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10.

11.

12.

13.

(VMO - 1992): Tai mbi dinh ctia da gidc 16i A;As...A1ges ta ghi mot diu
cong (+) hodc mot diu trit (=) sao cho trong 1993 diu d6 c6 ca dau
cong (+) va diu trit (—). Thyc hién viéc thay ddu nhu sau: mdi lan, thay
diu dong thoi tai tit cd cac dinh clia da giac theo quy téc:

- Néy dau tai A; vd A, 13 nhu nhau thi d4u tai A; dugc thay bang diu
(+).

- Néu diu tai A; vd A, khac nhau thi diu tai 4; dugc thay bing dau
(=)

(Quy udc A1994 14 A])

Chitng minh ring, ton tai sé nguyen & > 2 sao cho sau khi thyc hién lién
tiép k 1an phép thay diu néi trén, ta dudc da gidc A;A,...Ajge3 ma diu
tai mdi dinh A; (¢ = T1,1993) trung véi dau tai chinh dinh dé ngay sau
1an thay diu thi nhat.

(VMO-2006) Xét bang 0 vuéng m x n (m, n la cac sd nguyén duong lén
hon 3). Thyc hién trd choi sau: mdi 1an dit 4 vién bi vao 4 6 cia bang
(mbi 6 1 vién bi) ma 4 6 d6 tao thanh mot trong cac hinh dudi day

=I.

o o H oo

Héi sau mot s6 14n ta c6 thé nhan duge bang ma sé bi trong cac 6 bing
nhau duge khong néu

a) m = 2004 va n = 2006 ?
b) m = 2005 va n = 2006 ?

Trén ban c6 2007 vién bi gdom 667 bi xanh, 669 bi do, 671 bi vang. Thuc
hién thuat toan sau: Mdi lan lay di 2 vién bi khac mau va dat them 2
vién bi ¢c6 mau con lai. Hoi c6 thé nhan duge trang thai ma trén ban chi
con lai cdc vién bi cung mau dugc khong?

(Dé thi chon doi tuyén du thi HSGQG tinh Bdc th nam 2007)

Cac s6 tu nhién 0,1, 2, 3, ... dudc viét trong céc  clia m(T)t béng 0 vadng
kich thu6e 2003 x 2003 theo vong xoay tron 6¢ (xody ngude chidu kim
ddng hd) sao cho s6 0 nim § 6 trung tam (tam cia bang). Cac dong va
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14.

15.

16.

cOt clia bang duge danh s6 tang dan tit dudi len trén va tir trai sang phai
(b4t dau tit s 1).

a) S6 2004 ndm G dong nao, cot nao? Tai sao?

b) Thyc hién thuat toan sau: lan dau tién, thay s6 0 § 6 trung tam bdi sb
1998; médi 1an' tiép theo, cho phép lay ra 12 s trong 12 6 lién tiép trong
cung mot hang hodc trong cing mot cdt hodc trong cing mot hinh chix
nhat 3 x 4 rdi tang mdi sb d6 len mot don vi. Hoi sau mot sé 1an nhu
vy ta c6 thé lam cho tt ci cac sb trong bang déu la boi clia 2004 hay
khong? Tai sao?

20119118 |17 |16
2106 | 5|4 |15
2217 3 |14
231811213
241 9 |10 1112

Cho day hitu han céc s6 thuc zy,zs,...,z, (n > 4) c6 cac sb6 hang doi
m6t khac nhau. Lay ra khodi day 4 sb hang bat ki rdi lai xép chiing vao vi
tri dé nhung theo thit tu ngugc lai. Véi day nhan duge lai lam nhu vay....
Héi bing cach d6 ta c6 thé nhan duoc diy z,, Zn_1, ..., z1 hay khong?

Cho k,n 13 céc sb6 nguyén duong. Xét mot bang 6 vudng vo han, dat
3k X n quan cd trong hinh chit nhat 3k x n. Thuyc hién tro choi sau: méi
quan cd sé nhy ngang hoidc doc qua mot 6 ké véi né va c6 chita quan co,
dé dén o ké v6i 6 ndy (6 ma quan cd nhay dén phai 13 6 tréng). Sau khi
lam nhu trén ta loai bd quan c¢d 8 6 bi nhdy qua ra khoi ban cd. Ching
minh ring, v6i cach chai d6 trén bang 6 vudng sé khong bao gid con lai
ding moét quan cd.

(Belarus - 1999): Cho bang 7 x 7 va cdc quan cd c6 mot trong ba loai
sau: 3 x 1,1 x 1 va hinh chit L gom 3 0. Ngudi tha nhit c6 vo han quan
3 x 1 v mdt quan hinh chit L, trong khi nguoi tht hai chi ¢6 duy nhét
moét quan 1 x 1.

a) Chitng minh: néu cho ngudi thit hai di truéc, anh ta c6 thé dit quan
cd clia minh vdo mot 6 nao d6 sao cho ngudi thit nhit khong thé pha kin
phan con lai clia bang.
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b) Chimg minh riing néu cho ngudi thit nhat them mot quan hinh chit L
thi bat ké ngudi thi nhit dat quan cd clia minh & dau thi ngudi thi hai
ciing vin c6 thé phi kin phin con lai cia bang.

17. (IMO 2004) Ta dinh nghia vién gach hinh méc cau 1a hinh gdm 6 0 vudng
don vi nhu hinh vé duéi day, hodc hinh nhan duge do 1at hinh dé6 (sang
trai, sang phai, lén trén, xubng duéi) hosic hinh nhan dugc do xoay hinh
dé6 di mot goc.

Hay xac dinh tit ca cac hinh chit nhat m x n, trong d6 m,n la céc sb
nguyén duong sao cho c6 thé 14t hinh chit nhat dé bing cic vien gach
hinh méc cau.

6.2.2 Bai tap tu giai

1. Thyc hién trd chai sau: Néu trén bang c6 cip phan s hitu ti (%; (—ci) thi

dugce phép viét them mot trong céc cap:

a+b c+d a—b c—d éﬁ
b ' d )’ b ' d ’ a' ¢

(trong qué trinh viét thém cic cip phan s6 ta khong dugc phép tbi gian
céc phan sb).

13

a) Ching minh ring xubt phét tir cip ( 57

n 'n+2
n+1'n+3

) ta c6 thé viét duoc cap
) v6i n nguyén duong tuy ¥.

13 .
b) Hdi c6 thé nhan duge hay khong tit cip ( 5 Z) mot cip phan s0 hitu
ti tuy y7

2. Xét bang 6 vudng 2010 x 2010. Mbi 6 cua bang ta to bdi mot trong hai
mau: xanh ho#c d6, sao cho mbi 6 dé khong ndm § bién thi ¢c6 ding 5 6
xanh n3¥m xung quanh né, mdi 6 xanh khong nim & bien thi c6 ding 4
6 d6 n¥m quanh né. Tinh $6 6 xanh va s6 6 d6 trong bang da cho.
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3. Mot hinh tron duge chia thanh n hinh quat (n nguyén duong). Trong
mdi hinh quat ¢c6 mét vién bi. Thuc hién trd chéi sau: mdi 1an cho phép
lay ra hai vién bi trong hai hinh quat nao d6é va chuyén ching sang cic
0 bén canh nhung theo hai chiéu nguge nhau. Héi véi n nhu thé nao thi
sau mot sd 1an chuyén bi ta c6 thé chuyén hét cac vién bi vio mot hinh
quat?

4. Tai mdi dinh cia mot hinh 1ap phuong ta viét mot sé6 nguyén. Méi lan
lay ra mot canh v ting ddng thoi hai s6 trén canh dé lén mot don vi.
Hdi sau mot s6 1an nhu vay ta cé thé nhan dugce trang thai ma 8 s6 & 8
dinh cia hinh lap phuong bing nhau dugce khong? Biét cic s6 § cac dinh
cta hinh lap phuong ban dau la

0 0 0 1 | 7 4

(a) 0 (b) ol (c) 5

0 0 0 0 | 4

5. Cho n 13 s6 nguyén duong, n > 2. Xét bang & vuéng n x n mét hai's &
hai goc dbi dien. Hay tim didu kién ctia n sao cho c6 thé 14t duge bang
bdi cdc quan hinh chi L duéi day

|

6. Tai dinh A; ctia 12 giac déu A, A,...A;, ta danh diu (—), cac dinh con
lai d4nh dAu (+). M3i 1an cho phép l4y ra k dinh lién tiép va déi d4u céc
dinh d6. Héi sau mot s6 13n nhu vay ta c6 thé nhan ducc trang thai ma
dinh A, mang diu (-), cdc dinh kh4c mang ddu (+) dugc khong? Hay
giai bai toan véi:

(a) k=4 (b) k=3.

7. C6 ba méy in, in trén mdi tAm bia mot cip s6 tuy nhién hoat dong theo
nguyén tic sau:

May 1: In ra tdm bia (a + 1,b+ 1) ti t&m bia (a, b).

May 2: In ra tAm bia (%,g

F

) tit tAm bia (a,b) néu a va b déu chén.
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10.

11.

12.

M4y 3: In ra tdm bia (a, c) tir hai tdm bia (a,b) va (b, ¢).
a) Ban diu ta c6 tAm bia (5, 19), hoi c¢6 thé in duge cac tAm bia (1, 100)
va (1, 50) hay khong?
b) Ban dau ta c6 tAm bia (a,b) v6i 1 < a < b < n. Tim tat ca cac sd tu

nhién n sao cho ta nhan dugce tdm bia (1,n).

Cho bang 6 vudng 8 x 8. Ghi vio mdi 6 ciia bang mot sb nguyén bat ki,
Mai lan cho phép ta liy ra mot hinh vudng 3 x 3 hodc 4 x 4 rdi ting mbi
s6 trong hinh vuong dé lén mot don vi. Héi néu xult phat tir mot bang
cac sb tity ¥ thi sau mot sd budc ta c6 thé nhan dude bang gdm

(a) Toan céc sb 13 boi ciia 3 hay khong?

(b) Toan céic s6 1a boi cha 10 hay khong?

. Xét bang 2009 x 2009. Trong mdi 6 ciia bang ta dién mot sb +1 hodc —1.

Ben duéi mdi cot ta viét tich cic sb trong cot d6, bén phéai mdi hang ta
viét tich cac sé trong hang d6. Ching minh ring tdng ctia cac tich vira
viét 1a mot sé khac 0.

Xét bang 9x 9. O 6 (4, 4) ta viét s6 9(i — 1) + j. Mi lan lay ra mot hinh
vuong 4 x 4 va tang ddng thoi c4c sb6 trong d6 lén mot don vi. Chitng
minh rdng, udc sb chung 16n nhit cla tit ca cac sb trong bang tai moi
thoi diém luén bing 1.

Chia g6c vudéng xOy thanh ludi 6 vudng don vi. Cac hang va co6t dugc
danh sb thit ty tang dan tir dudi lén trén vA tit trai sang phai. Ki hiéu 6
(m,n) 14 6 nim & giao clia hang thit m va cot thit n. Ban diu dit vao 6
(1,1) mot vién bi. Thuc hién viéc chuyén bi nhu sau: Méi lan 14y ra khoi
g6c vién bi n¥m & 6 (m,n) ndo d6 ma tai cdc 6 (m + 1,n) vA m,n + 1)
khong ¢6 bi, déng thdi thém vio hai 6 néi trén mdi 6 mo6t vien bi. Héi
c6 nhan dugc hay khong trang thai ma

a) Cac o (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) déu khdng cb bi.

b) Céc 6 n6i trén va hai 6 (1,3), (3,2) ddu khong c6 bi.

Cho 4 tam gidc vudng bing nhau. Mdi 1an 14y ra mot tam gi4c va chia
thanh hai tam gidc vudng nho hon bdi duong cao ha tir dinh géc vudng.
Ching minh réng tai moi thdi diém luon cé it nhit hai tam gidc bing
nhau.
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13.

14.

1.

Mit phing toa do Ozy dugce chia thanh luéi 6 vudng don vi. Dit mot sb
quan ¢d tai cAc mit ludi. Mdi quan cd c6 thé nhay ngang hosic doc theo
qui tic solitairejump: Néu ba 6 A, B, C lién tiép trong cling mot hang
hodc cing mot ¢ot sao cho B nam gita A va C, cdc 6 A, B ¢6 quan cd
va 6 C khong c6 quan cd thi quan ¢ § A c¢6 thé nhay sang C. Sau khi
lam nhu vay thi loai bd quan cd & B ra khéi ban cd. Gid st ban dau cac
quan cd duge dit phia dudi truc hoanh (dit tai cdc nat c6 toa do (z,y)
v6i y < 0). Chitng minh ring sau hitu han buéc khong thé con lai ding

- mot quan ¢o ndm G 6 (0, 5).

(IMO 1993) Xét ban c& vo han 6. M&i quan cd ¢ thé nhdy ngang hodc
doc theo qui téc solitairejump: Néu ba 6 A, B, C lién tiép trong cling
mot hang hodic cing mét ¢ot sao cho B ndim gitta A va C, cdc 6 A, B ¢6
quan cd va 6 C khong c¢6 quan cd thi quan c¢d & A c6 thé nhdy sang C.
Sau khi lam nhu vay thi loai bd quan co § B ra khoi ban cd. Tro choi
két thiic néu trén ban cd chi con lai ding mot quan cd. Ban dau ta dat
n? quan cd trong mot hinh vudéng n x n (n > 1). Hoi v6i n nhu thé nao
thi trd choi c6 thé két thic?

(Shortlist IMO-1994) C6 1994 ¢ géi ngdi quanh mot ban tron, choi tro
choi véi n 14 bai. Ban dau, mot co gii gid tAt ca n 14 bai. Méi 1an di, néu
¢6 ndo cb it nhét hai 14 bai thi chuyén cho hai ngudi ngdi k& véi minh
mbi ngudi mot 14 bai. Trd choi sé két thiic néu mdi co gai c6 khong qua
1 14 bai. Chitng minh ring :

a) Néu n > 1994 thi trd choi khong thé két thic.

b) Néu n < 1994 thi trd choi sé két thiic tai mot thoi diém nao do.
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6.3 Hudng dan giai bai tap

1. M3i lan di, con ma chuyén sang 6 khac mau véi 6 né dang ding.

] V] U
%
% 2R
7
) 7
“ 7/ W
IR
%

Dé di qua tit c3 cac 6 clia ban cd, mbi 6 mot 1an thi con mé phai di hét
63 bude. Do d6, 6 ma né két thiac hanh trinh khic mau v6i 6 ban dau
né xuit phat. D6 khong thé 1a 6 & géc déi dien.

2. Ta c6 z'.y' = zy. Do d6 bit bién I3 tich cac toa d6 clia diém ma con
robot nhay t6i duge. Gid sit con robot dén duge diém M (p, q), ta co6

OM = \/p? + ¢ > \/2pq = v/2.2009.2010 > 2840.

Vay, con robot khong thé nhay vao trong dudsng tron tam O, ban kinh
R = 2840.

3. Goi S(n) 1a tdng céc sé trén bang sau budc thit n. Ta c6 S(n) bat bién
theo médun 2. Mit khac

S(0)=1+4+2+3+ ...+ 2010 = 1005.2011
nén S(n) =1 (mod 2),Vn.

Vay s6 cubi cling con lai trén bang 12 mot sb 18.

4. To6 mau céic hinh quat béi hai mau den, tring nhu hinh vé:
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sao cho hai hinh quat k& nhau thi khic mau. Goi S(n) va T(n) tuong
ttng 1a s6 vién bi trong cac hinh quat mau den vi sé vien bi trong céc
hinh quat mau tring sau budc chuyén bi thit n. Ta c6 S(n) va T(n) bit

" bién theo modun 2. Do S(0) = T'(0) = 1005 nén S(n) va T'(n) 18 véi moi
n. Do d6 khong thé c6 trang thai ma tAt c4 cac vien bi § trong cung mot
hinh quat.

5. Danh sb cac bhbng theo thtt tu 1,2, 3,...,19.

(2[5 [4] [18]19]

Ta deo cho mbi vi khach mot thé ghi s6 phong minh dang 8. Goi S(n) 1a
téng cac sb ghi trén thé cta tit ca cac vi khach & ngay thi n. D& thiy
S(n) 1a bat bién. Do d6, ta c6

S(n)=S8(1)=14+2+..419=190,Yn > 1.

a) V1 c6 1é ngudi nén néu khong ai ¢ phong cé thit ty chin thi S(n) la
mot sb 18, vo 1i.
b) Néu c6 10 ngudi § phdng cubi (phong s6 19) thi S(n) > 19.10 = 190,
vo i

6. Gia st luc gidc da cho 13 A} Ay A3 A AsAg va 6 s6 ghi § cac dinh A, A,,
As, A4, As, Ag ban dau tuong ingla a, a+2,a+4,a+6,a+8,a+10
véia € Z.

Ag As
Goi S(n) va T(n) tuong dng la téng cac sb & cac dinh A, Az, A5 va
A,, Ay, Ag sau budce thit n. Ta c¢6 S(n) — T'(n) 12 bat bién. T d6 suy ra
khong nhan dugce trang thai ma 6 sb 6 6 dinh cia luc gisdc bing nhau.

7. Hudng dén. Thay cho ddu (+) ta viét s6 1, dau (—) ta viét s6 (—1). Xét
hinh chit nhat 4 x 4 chita diu (~) sao cho dau (—) nim & bién nhung
khong ndm & céc 6 géc. To6 mau céc 6 clia hinh chit nhat 4 x 4 nhu sau:
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Goi S(n) 1a tich céc sb dugc viét trong cdc 0 duge t6 mau sau bude thi
n. Ta ludn ¢6 S(n) = —1.
8. Khong thé.
Da thitc P(x) ='az? + bz + ¢ ¢6 bigt thitc Ap = b? — 4ac. Xét hai da
thitc dugc viét them:
Q) =(a+b+c)z®+ (b+2a)T +a
R(z) =cx®*+ (b—2a)z+ (a—b+c)
D& dang kiém tra dugc ring
AQ:AR:b2—4ac:AP
Nhu vay, cac da thitc duge viét them va da thidc ban dau c6 cliing biét
thitc A. ,
Vi hai da thitc f(z) vA g(x) c6 biét thitc A khdc nhau nén khong thé
viét duge da thic g(x).
9. Cdch gidi 1. Danh s cac 6 ciia bang nhu hinh duéi day:

11231123 ...71(2]3
1 1 311
213(1]2]3]1 2131
1213|123 11213
3111231112 3112
21311(12]3]1 2131
11213111213 11213
31123 (1]2 3112

V6i cach danh sb trén, cac 6 ctia bang dudc chia thanh 3 loai: loai lrgém
cac 6 duge danh s6 1, loai 2 gdm céc & duge danh sb 2 va loa1 3 gom cac
0 dugc danh sb 3.
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10.

Lan dau tién, ba 6 dugc t6 mau thudc cing mot loai. T 1an thit hai, ba
6 dugce t6 mau thudc ba loai khac nhau. Do s6 6 mdi loai bing nhau nén
khong thé t6 mau hét tit ci cac 6 cla bang.

Cdch gidi 2. Xét bai toan tur lan t0 mau thit hai. Khong gian trang
thai A gdm cac bang 1991 x 1992 trong d6 c6 it nhit ba 6 sau dude to
mau

(r,s),(r+1,s+1),(r+2,s+2).

Thuat todn T : A — A bién médi trang thai @ € A thanh trang thai
T'(a) € A sao cho trong T'(a) ¢6 them ding 3 6 lién tiép trén cung mot
hang hodc cling mot cot duge t6 mau. Trang thai ban diu ag 12 trang
thai ma c6 ding ba 6 (r,s),(r+1,s+1), (r+2, s+2) dugc té mau; trang
thai két thic a* 12 trang thai ma & d6 tit c cac 6 déu dude t6 mau. Dé
xay dyng ham bét bién H ta thuc hién cach viét sb sau: V6i mdi trang
thai a € A tuy ¥, néu 6 (m,n) cta a duge t6 mau thi ta viét s6 m.n. Xét
I ={0,1,2} va H: A — I sao cho v6i mdi a € A, H(a) la s6 du cla
tdng cac sd duge viét trong a khi chia cho 3. D& thdy H 1a ham bét bién.
Suy ra, H(a) = H(ap) = 2,VYa € ag. Mat khac, H(a*) = 0 nén a* ¢ a.
Didu d6 c6 nghia 1a khong thé t6 mau tit ci cac 6 clia bang da cho.

Dat tuong ing diu (+) v6i s6 1 va diu (—) véi s6 (—1). Phép thay dau
clia bai ra tuong duong véi phép thay sb6 sau: mdi lan, thay s6 dong thoi
tai tit cd cac dinh A; theo quy téc: sb tai A; dudce thay bing tich clia s6
tai A; va sd tai Ajq.
Ki hiéu a;(n) 12 s6 tai dinh A; ngay sau lan thay sb thit n, ta c6
a;(n) € {~1,1}, Vi = T, 1993.

Vi cac sb tai cac dinh clia da gisc § moi thoi diém chi 13 1 va (—1) nén sb
da gidc s6 1a hitu han. Suy ra, tn tai cac thoi didm s vat véis >t > 1
sao cho , ,

a;(t) = a;(s), Vi = 1,1993 (1).

Néu ¢ = 1 thi ta c¢6 ngay diéu phai chitng minh.
Xét t > 1, ta cé: ‘

(1) @ a;(t - 1).a;31(t — 1) = a;(s = 1).ai41(s — 1), Vi
aip1(t—1) ai(t—-1) .
ai;(s ey ey g 1),\11 =T1,1993
ai(t—- 1)
a;(s—1)

|
=
—_
QO
©O
(PN

—1,Vi =1,1993 hoic 9"—(’5—'-—111:—1,\1#—1,1993‘.
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11.

12.

M3t khéc
Hai(n) =1,Vn e N*
=1
-1) _
—“'—-—1— = l,V’L = .1, 1993

hay
a;(t —1) = a;(s — 1),Vi =T1,1993 (2).

T (1) va (2) ta co
a,(l) = a,-(s -1+ 1),VZ = 1, 1993.
W)

a) Bang da cho c6 thé chia thanh céc hinh chit nhit 4 x 2 nén c6 thé
nhan duge trang thai ma s bi trong c4c & béng nhau.

b) T6 mau céc 6 cta bang nhu hinh vé (t6 cac hang: 1, 3, ..., 2005)
4%

7,

5%

D& thay, mdi 1an dit bi c6 2 vien dugc dit vao cac 6 duge t6 mau va
2 vien dugc dit vao cac 6 khong duge t6 mau. Do d6, néu goi S(n)
12 s6 bi trong cac d duge t6 mau va T(n) 1a sb bi trong cic 6 khong
duge t6 mau sau ldn dit bi thd n thi S(n) — T'(n) 13 bat bién. Ta c6
S(n) —T(n) = S(0) — T(0) = 0,V¥n > 0. Do d6, néu nhan dudc bang ma
6 bi trong c4c 6 biing nhau thi s6 6 dugc t6 mau va sb6 6 khong duge to

mau bing nhau. Didu nay khéng thé x3y ra vi m 13 mot s6 18. O

Goi X (n), D(n) va V(n) fuong trng 12 s6 bi mau xanh, s6 bi mau d6 va -
s6 bi mau vang sau budc thit n. D& thiy cac dai lugng

X(n) — D(n), D(n) —V(n),V(n) — X(n)
bat bién theo modun 3. i
Tit d6 suy ra khong thé nhan dugc trang thii ma trén ban chi con lai
c4c vién bi cing mau. ' ’
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13.

a) Xét hinh vuong canh 2n + 1 ¢6 tam 1a 6 chita s6 0: s6 dugce viét &
dinh dudi, bén trai ctia hinh vuéng nay 1a (2n + 1)? — 1 (vi du céc sb:
8,24, ...).

Vi (2% 22+ 1)2—1=2024 va s6 0 nim & 6 dong s6 1002, cot sb 1002
nén sb. 2024 nim & hang s6 1002 — 22 = 980 va cot s6 1002 — 22 = 980.
Vay s6 2004 ndm ¢ hang s6 980 + 20 = 1000 va cot sb6 980.

b) Ta danh diu céc 6 clia bang nhu hinh veé.

X X X XT T TX

X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X
X X X X X

Goi S(n) l1a tdng cac s trong cac 6 duge danh diu & budce thit n. Do méi
lan thyc hién thuat to4n (ké tit 1an thit 2) c6 ding 4 6 duge danh diu
tham gia nén

Sn+1)=S(n)+4,Vn > 1.

Do d6 S(n) bat bién theo modun 4. Suy ra

S(n)=5(1) (mod 4),Vn > 1.

Ta xét s6 du ctia S(0) khi chia cho 4:

Xét cac dudng chéo gom nhitng 6 duge danh diu, cac dudng chéo d6 gdm
mot trong ba loai:

e Loai 1 chia toan cic s6 chia hét cho 4 (dudng chéo di qua 6 trung tam)
e Loai 2 chita toan céc sb chia cho 4 du 2: Do tinh déi xing clia pang
nén c6 chdn dudng chéo loai nay va nhu vay tdng cac sé trén cac dudng .
chéo loai nay chia hét cho 4.
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14.

15.

e Loai 3 chita toan céc s6 1é: Trén mdi duong chéo loai nay c6 mot nita
sb 6 chita cac sb chia cho 4 du 1 vi mot nita sé 6 chita cac s6 chia cho 4
du —1 va nhu vay tdng cac sb trong cac dudng chéo loai nay ciing chia
hét cho 4.

T d6 ¢6 S(0) = 0 (mod 4), suy ra S(1) = S(0)+1998 = 2 (mod 4) hay
S(n) =2 (mod 4),Vn > 1.

Vay khong thé cé trang thai ma tét ca céc s6 trong bang déu 1a boi cla
2004 dugce.

Ddp s6 : n =4k hodc n =4k + 1.

Gia stt sau m buée ta nhan dugce day z,,Tn_1,..., 1. Ta quy udc, cip sd
(z:,2;) goi 1a mot cip sé dep néu i < j va z; ding trude z; trong day.
Goi S(k) 1a sb cip s6 dep 8 buéc thit k. Mi lan thyc hién thudt toan
thi c6 thé xem nhu thuc hien mot sé chin 1an viec d8i chd hai sb hang
lien tiép. Mbi 1an ddi chd hai s6 hang lién tiép thi s6 cip sb dep ting len
1 hoac giam di 1, do dé

S(k+1) = S(k) (mod 2), Vk > 0.
Mat khac

S(0) = ﬁ(ﬁ;—l) S(m) =0 =

M{——l-)- = 0 (mod 2).

Tt d6 suy ra n = 4k hoécn=4k+1.

Vé6i n = 4k ta thyc hién viec ddi chd 1an luot cho céac bo:

(Il, Tz, $4k—1,$4k), (373, T4, Tak-3, I4k—2), ey (fl?zk—l, T2k, T2k+1, $2k+2)-

Véi n = 4k + 1 ta thyc hién viéc ddi chd 1an lugt cho céc bod:

(@1, T2, Taks Tak41)s - (Tok—1, Toks T2k+1, T2k+2) (GIT NGUYENToky1).

F

T6 mau céc 6 cila ban cd bdi ba mau nhu hinh vé
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16.

17.

112]3({112]3
213(1]12]3]1
31112312
1121311123
2731 1x]3]1
31112312
112 11213

3111231
3111213 1]2

Goi s(7) 1a tong s6 quan cd trong cac 6 mau i. Tai moi thdi diém ta luon
c6 s(1), s(2), s(3) cung tinh chin 18. Do dé khong thé c6 trang thii ma
trén bang chi con lai ding mot quan cg.

a) Ta danh du bang theo hai ca4ch nhu nhu hinh vé dudi day. Néu ngusi
thit nhat pht duoc phan con lai thi phai dit quan hinh chit L theo hai
cach khac nhau: vo 1i. o

1]2]3]1[2[3]1 1[3]2]1[3[2]1
213[1[2]3]1]2 2|1|3]2]1]3]2
3(1]2(3]1]2]3 312113213
1]2[3[1[2]3]1 1321321
231 |x|3]|1]2 213 [x]|1|3]2
31231123 [3[2|1]3[2]1]3
1]2[3]1]2]3]1 1321321

Quan hinh chit L can phi ba 6 xung quanh 6 danh diu x: 0 chtta s6 3
va hai sé 1.

b) Ta thu hep dan bang da cho nhd cic nhan xét sau:

e Quan cd cla ngudi thit hai phai roi vao mot trong bén hinh vuong
4 x 4 ¢6 mot dinh trung v6i mot trong bén dinh cia bang ban dau, nén
chi cdn xét bang B vdi kinh thuée 4 x 4.

e Trong bang B, quan c¢ phai roi vao mot trong 4 hinh vuéng 2 x 2 ¢6
mot dinh tring véi mot trong bén dinh cha B, nén chi cin xét trong
bang C véi kich thude 2 x 2. Tt d6 cé6 dpcm.

D& thay m,n ¢ {1,2,5}. Chia hinh chit nhat m x n thanh m x n 6 vuong
va danh s6 cac hang, cac cot tirt dudi lén trén, tir trai sang phai. Ta goi

8A- CBToantohop
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0 (p,q) 12 6 ndm § giao clia hang thi p va cot thit ¢. Hai vien gach hinh
méc cau chi ¢6 thé ghép lai dé dugec mot trong hai hinh duéi day

(H1) (H)

Do dé6, dé lat dugce hinh chit nhat m x n thi m.n phai chia hét cho 12.
Néu it nhAt mot trong hai s6 m hodc n chia hét cho 4 thi c6 thé 14t dugc
hinh chit nhat m x n. That vay, gid st dugc m chia hét cho 4. Néu n chia
hét cho 3 thi c6 thé chia hinh chi nhat m x n thanh céc hinh chi nhat
4 x 3, do d6 c6 thé 14t duge. Néu n khong chia hét cho 3 thi c6 thé viét
n duéi dang n = 3a + 4b véi a,b 13 céc sb nguyén duong, do dé c6 thé
1at dugc.

Bay gio ta ching minh mot trong hai s6 m,n chia hét cho 4. Gia st
ngugc lai, khi d6 cd m va n chia hét cho 2 nhung khong chia hét cho 4.
Dé chitng minh didu nay khong xay ra ta tao ra bat bién. Dé tao bét
bién ta dién cic sb vao cac 6 cta hinh chit nhat theo quy tdc sau: Xét 6
(p, q). Néu chi mot trong hai toa do p hoidc g chia hét cho 4 thi dién sb
1 vao 6 d6. Néu ca hai toa do p va ¢ chia hét cho 4 thi dién sb 2 vao 6
dé6. Vi cach dién sb6 nhu vay ta thu duge bét bién 1a tdng cac s trong
hinh (H,) va tdng cAc s6 trong hinh (H,) ludn 12 s6 18. Do m, n chin nén
téng cac sb trong toan bo hinh chit nhat m x n 13 mot s6 chin. Mubn 14t
dugc hinh chi nhat m x n thi tdng s6 hinh (H;) va (H,) dugc sit dung
phai 12 s6 ch&n. Khi d6, m.n chia hét cho 24. Dleu nay khong xay ra vi
cd m,n déu khong chia hét cho 4. : O

8B- CBToantohop



