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1.1. Gigi thieu phuong phap dai luong bAT bin

Cho . b, c 13 nhiing s6 thuc. Ta xéttdng S u | b | ¢. Néu ta doi
chd u cho b. b cho ¢ va ¢ cho . thi tdng S ludn ludn chi la mot. Tong nay

khong thay doi déi vai thu tu thuc hién phep cong. DU a, b, ¢ ¢ thay do
th(r ty nhu thé nao chang nua S van khong thay dbi. nghia 1a S bat bién doi
véi viec thay doi cac bién khac. Trong thuc té ctng nhu trong toan hoc,
At nhiBu van dé lien quan dén mot s6 déi tugng nghién clu lai bat bién
d6i v6i su thay déi clia nhieu doi tudng khac. Vi du, néu ta chuyén ché
theo hudng mot hinh khoi nao do trong mot mat hhang hoac trong khong
gian. thi d6 dai cac canh, do 16n cac goc cla hinh. khdi khéng thay doi...

Ta co thé hiéu la - Moi dai luong dinh tinh hay tinh chat va quan hé
gitra nhung phan ta cua mét hoac mot sO tap hop ma khong thay doi voi
mot bién doi nao do dudc goi la bat bien
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Nhiéu vi du chi ra rang su bat bién cé trong mén sb hoc, dai sé va hinh
hoc,... Nhung bai toan c6 lién quan dén bét bién chia lam hai loai -

1. Nhung bai toan 1y bat bién lam két luan (hoic két qua) phai tim.
Nhung bai toan loai nay dugc liét ké rat nhiéu trong chuong 1 cla
cudn sach [11] Nhung bat bién cla bai toan 13 ket qua cua qua trinh
lap trong ndi dung bai toan.

2. Nhung bai toan I3y tinh bat bién lam phudng phéap giai. Trong cuén
sach [11] c6 m6t phan rét nhd dé cap dén van dé nay. Chuong nay
ta dé cap dén cac khia canh cia loai bai toan nay, clng la trinh bay
phuong phap giai cho mét Idp bai toan.

Bai toan xuét phat nhu mét chuyén ¢d tich -

Nguai Néng dan tréng dugc mot cdy khé than cé 99 qud chua chin
mau xanh va 1000 qua da chin mau vang. Mot con Qua dén an moi ngay
hai qua khé va noi vai nquoi néng dan: "An mét qua tra cuc vang, may tui
ba gang mang di ma dung". Qua dén an hai qua khé bat ki khéng phan
biét qua xanh va qua vang. Néu Qua an mét qua vang va mét qua xanh
thi cay khé lai sinh ra mot qud xanh. Néu Qua an hai qua vang, thi cay
khé lai sinh ra mét qua vang. Néu Qua an hai qua xanh thi cdy khé lai
sinh clng qua vang. HGi co thé xdy ra truong hop qua khé cudi cung con
lal trén cay la mau vang khéng ?

D€ thuan tién cho viéc gidi ta ki hiéu : Qua khé xanh 1a X; qud khé
vang la V; qua &n qua la { va cay khé sinh ra qua 1a —. Khi d6 bai toan
cé thé viét lai ngdn gon:

ViV oV, XX =V, ViX X

Tu cach viét trén ta thay rang sé Iugng qua xanh hodc 1a khéng thay doi
hoac la giam di 2 qua sau méi 14n An (Mbi 1An Qua An hai qua). Vi trén

cay s6 nhing qua mau xanh 1a I1&, con s6 nhing qua mau vang 1a chan,
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nén qua cudi cung trén cay sé la mau xanh, khong phu thudc vao céach
an qua cua Qua.

Tinh bat bién trong bai toan trén la gi ? Do 1a s6 nhing qua xanh du
Qua cd &n qua nhu thé nao di nia thi nd khdng thay déi hoac néu nd thay
doi thi thay doi moét cach ¢d dinh 1a gidm di hai qué. Chinh diéu bat bién
d6i vOi qué xanh va gid thiét bai toan dua ta dén 13i gidi. Nhu vay viéc
tim ra tinh bat bién trong nhing dai lugng da cho cla bai toan la rat quan
frong.

Nhing bai toan c¢6 dang nhu moét quy trinh hay thuat toan thudng ton
tai mot trang thai khdi dau va mot day nhiang bude di hop 1é (budc bién
déi). K&t luan cla nhing bai toan loai nay thudng phai tra 18i nhing cau
hoi sau day

1. C6 thé dat téi dugc trang thai cudi cung da cho khéng ?

2 Tim tit ¢4 trang thai cudi cling c6 thé dat tdi ?

3. C6 tOn tai gidi han tién tdi mot trang thai cudi cung khong ?

4. Tim tat ca chu ki c6 thé cb trong day trang thai ?

Phan sau day ta xét nhung cach thic tim tinh bat bién trong mot bai
toan nhu thé nao thdéng qua céac vi du.

1.2. Phar hién bAT bién TRoNG bAi TOAN

Thong qua vi du sau dady, ban doc sé thay su bat bién dugc nhin tu
nhiing khia canh khac nhau déu giai dudc bai toan.

Vi du 1.1. Trén bang ta viét 10 dau cbéng va 15 dau tru tai cac vi tri bat
ki. Ta thuc hién xb6a hai dau bat ki trong do va viét vao do mét dau coéng
néu xoa hai dau giéng nhau va dau trir néu xoa hai ddu khac nhau. HAi
trén bang con lai dau gi sau khi ta thuc hién thao tac trén 24 1an?
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Loi giai. Cach 1: Ta thay moi dau ¢dng bang sé 1, con moi dau trir bang
s6 1. Thao tac thuc hién xb6a hai s6 va viét lai mot sd sé 1a tich cua
ching. Vi thé tich cla tat ca cac s6 viét trén bang sé khong thay déi. Vi
vay ngay tir dau gia thiét cho tich céc sé trén bang bang - 1, thi cudi cling
cing con lai s |, nghia la trén bang con lai dau tru.

Céch 2: Ta lai thay moi ddu cong bang sé 0, con déu trir bang sd 1.
Thao tac thuc hién la tdng cla hai s& xda di 1a s chan thi ta viét lai s6
0. Nhu vay tong cac s6 trén bang sau khi thuc hién mot thao tac hoac 12
khoéng thay doi hoac la gidm di 2. Pau tién tong cac sé trén bang 13 moOt
s6 lé (bang 15), thi s6 cudi cung trén bang con lai 1a s6 18, vay 1a sé 1.
Nghia la trén bang con dau tru.

Cach 3: Bang cach thay nhu & cach 1, bay gid sau méi lan thao tac,
s6 1 hodc la khéng thay déi hodc |1a giam di 2. Vi thé luc ban dau sé chi
sO 1 1ale, thi cudi cung chi con lai mdt s6 - 1, nghia 1& con lai mdt dau

tru. ©

Phan tich ba cach giai ta thay cach 1 Igi dung tinh khéng ddi cla tich
cac sd viét trén bang; cach 2 s dung tinh khéng déi clia téng chan céac
sO va cach 3 1a su khdng ddi clia s6 chan cac dau trir. Nhu vay trong cach
giai ta da st dung tinh chat bat bién cla tich, tdng hodc sé luong chin 1&
cua cac sO. Qua cach giai trén ta thay rang khi gap nhing I6p bai toan
ma thao tac Iap di Iap lai, ta phai bi€n ddi va tim ra nhing tinh bat bién
cua thao tac ta thuc hién. Chu y rang céac thao tac ta thuc hién khdng phu
thudc vao thao tac trén hai sé ndo bat dau, viéc chimg minh né tuong tu
nhu cach lam trén, ban doc lam bai tap 1.18 (3 cudi phan nay). Mbt bién
thé cla bai toan trén dugc cho dudi dang nhu vi du sau:

Vidu 1.2. B6n ki tu X va nam ki tw O duogc viét xung quanh mot duong
tron theo mot thar tu bat ki. Néu hai ki tu canh nhau 1a nhu nhau thi ta viét
them vag gitza chung X mai, nguoc lai ta viét thém vao gida chung O mdi
Sau do ta xoa nhing kit ¢t X va O di. Ta thuc hién thao tac trén lap lai
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mot s6 1an. Hi sau moét s6 1an thuc hién qua trinh trén, ta co nhan dudc
chin ki tu O quanh dudng tron hay khéng?

Loi gidgi. NéutadatX 1vaO 1, khidochuy la gita nhiing ki tu
canh nhau dudc thay bang tich ctia ching. Néu ta xét tich P cla tat ca
gia tri trudc va sau khi thuc hién mét 1an thay doi, ta sé thay rang P mdi
bing binh phuong clia P ci. Do d6 P ludn luén bang 1 sau khi thuc hien
thay d8i. Nhung chin ki hiéu O doi hdi P~ 1 khdng bao gid ¢o thé xay
ra. ©

Vi du 1.3. M&t hinh vudng co canh 4 cm dudc chia thanh 16 6 vubng, moi
6 vubng c6 canh 1cm. Trong méi 6 vubng danh déu cdng (1), tru mot o
danh déu trir( ). Nhiing dau & cac & vudng co thé thay doi dong thoi theo
hang, cot hoac dudng chéo. Co kha nang sau hiu han lan doi dau theo
nguyén tac trén dan dén tat ca cac 6 vudng déu co dau cong (+) khong?.

i,

7 _EE_
I”/V//

Hinh 1.1 Hinh 1.2

Loi gidi. Ta thay dau cong, tri bang cac so tuong ung 1 va 1. Trang
thai ban dau gia sU la hinh 1.1. Dai lugng bét bién ¢ day la tich cac Jofe
cac 6 ¢b gach chéo trong hinh 1.2, vi sau nhung thao tac md ta trong bat
toan dai lugng nay ludn luén co gia tri - 1. Nghia la trong cac 6 dugc gach
chéo ludn ludn ton tai mdt 6 co s6 1, suy ra khong thé nhan dugc bang
khdng chira mét dau trif nao. ©
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Vidu 1.4. Trén bang ta viét tap hop s6 gém cac s60, 1 va?2. Ta thuc hién
x0a di hai sO khac nhau va dién vao do chi sé clia sé con lai (nghia la 2
thay cho 0 va 1; 1 thay cho 0 va 2: 0 thay cho 2 va 1). Chung minh rang
néu sau mot sd 1an thuc hién thao tac trén, trén bang chi con lai mot chi
SO duy nhét thi chit sé do khong phu thudc vao thu tu thuc hien cac thao
tac cac sé da co trén bang.

Loi giai. Ta thuc hién mot I1an thao tac thi s lUsng moi loai trong ba loai
sO tren tang len hoac giam di 1, suy ra sé lUgng céac loai s6 thay déi tinh
chin 1&. Khi trén bang chi con lai mét sO, nghia 13 hai trong cac sé 0, |
va 2 ¢d s lugng bang Khong, con sé thr ba bang mot. Nghia Ia ngay tu
dau sé lugng hai s6 trong ba s@ trén bang phai cé cung tinh chan Ié va
Mot loai sO con lai ¢ tinh chan 1€ khac. Vi thé khéng phu thuoc vao th(r
tu thuc hién thao tac, cudi cung chi con mot trong cac s6 0,1 va 2 con lal,
s6 nay ¢ s6 lugng chan 1& khac véi s6 lugng chan [ cla hai s6 kia. ©

Trong ching minh bai toan trén. néu sg lUgng ca ba loai s trén bang
CO cung tinh chan 1é thi du ¢ thuc hién cac thao tac trén thé nao g nua,
cudi cung cling khéng thé con mot s6 duy nhéat trén bang. Céach giai nhung
vi du trén la rat dién hinh, dé cung ¢6 phuong phap giai ta xét mét vai bai
toan sau

Vi du 1.5. Trén bang ta viét ba sé nguyén. Sau do ta xda di mot sb va
viét vao do téng hai sé con lai trar di 1. Thao tac nhu vay lap lai mét sé
lan va cudi cung ta nhan dugc ba s6' 17, 1967,1983. Phai chang nhing s6
dau tién trén bang dugc viét132. 2.2 ?

L oi giai. Bai toan nay 13 Mot bai toan kho da duoc ra trong mot ki thi hoc
sinh gidi d Nga. Ta tudng ching nhu phai tim lai cac budc thuc hién t ba
sO két qua dén cac sé ban dau. Nhung bai toan ¢c6 cau trd I8i 1a: V6i cac
thao tac da ra, ta khong thé thu’c hién bi€n déi tir ba s6 ban dad dén ba
56 két qua, khi @6 cac cach th{r 1a vo vong. Bai toan ¢b cho thao tac bién
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doi ba s6 nhung khéng cho biét gi vé bat dau to s6 nao va thi tu' ra sao?
Thé thi céi gi bat bién trong bai toan nay ? Ta xét cu thé :

Sau budc diu tién tirba s6 2,2, 2 ta nhan dugc 2, 2, 3, ba s nay cb hai
sO chan va mot sé 1&. TU budc thi hai trd di thi két qua ludn ludn cé hai
sb chan va mét sé 1é du ta thuc hién bat dau tU bat o 6 nao (vi nhiing
s& chan bang tong cla mét s& chan va mét s6 18 trir di 10 s8 18 13 tong
cua hai s6 chan trir di 1). Nhung trong két qué da cho déu 13 ba sé 1& ca,
nen voi thao tac da cho va xudt phat tir 2, 2, 2 khéng thé cho két qua. ©

Bai toan trén dugc giai nhd phat hién ra tinh chén 1é clia ba s6 khong
thay doi, nén ti trang thai xuat phat khong thé nhan duoc trang thai két
qua.

Vidu 1.6 (Kiev 1974). Nhimg s6'1,2,3,...,1974 duoc viét trén mdt bang.
Nguoi ta thay hai sO bat ki bang mot sé hoac 13 tong hodc 14 hiéu cla hai
s6 do. Chung minh rdng sau 1973 14n thuc hién thao tac trén, chi con mot
s6 con lai trén bang khong thé 1a s6 0.

Loi giai. V&i kinh nghiém gidi bai toan trudc, ta quan tam dén tinh chin 1&
cua cac s6 da cho va sau méi 1an thao tac dudc s6 chan 1& nhu thé nao.
Khi bat dau trén bang co 987 sé 1&. Mbi 1an ta thuc hién thay doi, s6 cla
nhung s le ho&c la con nguyén (khi ta lay hai s6 c¢b tinh chan Ié khac
nhau hodc hai sb cung tinh chan) hoac la gidm di hai sé (khi ta 18y hai s6
cung tinh le). Nhu véay sé clia nhiting s 1& con lai sau médi 1an thuc hién
thay doi ludn ludn 1a mot sé 1. Vay khi con lai mdt s6 cudi cung trén bang
thi né phai 1a s6 I&, do d6 né khong thé 1a 0. ©

Vidu 1.7. Mot hinh tron duoc chia thanh sau ré quat. Nhing s6 1, 0, 1,
0, 0, 0 dugc viét vao trong cac ré quat nay thu ti theo nguoc chiéu kim
dong hé. Ta thuc hién thao tac lap: Tang s6 cda hai ré quat canh nhau
len 1 don vi. Khi thuc hién cac thao tac trén co dua Jdén két qua cac sd
irong cac re quat déu bang nhau khong ?
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Loi giai. Ky hiéu a1, ay, ..., as 1a nhing s6 trong cac ré quat hién thoi. Khi
d6s6S a1 a iaz ayg | as ag la mot dai luong khong d6i. Khai
dautacd S 2. Bich cudicungta mudnla S 0 sé khong bao gio dat
dén. ©

Vi du 1.8. Ngoai bién déng, trén mdt hon ddo sinh séng giéng than Ian
cO ba loai mau: mau xam coé 133 con; mau nau 155 con va mau dé ¢é
177 con. Néu hai con than lan khac mau gap nhau, thi chung déng thdi
doi mau sang mau thu ba. (Vi du néu than 1an mau xam gap than 1an mau
nau, thi ca hai con déu déi sang mau dd.) Trong nhimng truong hop hai
con than lan cung mau gdp nhau thi chung giit nguyén khéng déi mau.
Co xay ra tinh trang la trén dao tat ca than Ian trd thanh cung mét mau
dudc khéng 7

L 67 gidi. Tinh ch3n 1& & cac bai trudc 1a nhimg bat bién rat tot dé ta giai
toén, tinh chan 1é ciing dugc xac dinh bdi phép chia cac s6 cho 2. Tuong
tw nhu v@y ba sé nguyén 133,155,177 chia cho 3 ta dudc bd s6 du 1,2
va 0.

Ta thu xét néu moét con than lan xdm g3p mét con than 1an nau, thi
ching dong thdi doi thanh mau dd. Khi d6 ta ¢b 132 con xam, 154 con
nau va 179 con do. Nhing s6 du cla 132,154 va 179 cho 3 tuong (ng 12
0,1 va 2, nghia la lai gap lai day du cac s6 du da cé.

Néu mét con than 1an xam gép con than 1&n mau do, thi chiing déng
thoi d6i mau thanh ndu. Khi dé ta ¢ 132 than 13n xam, 157 than 1&n nau
va 176 than fan dd. L8y nhiing s& trén chia cho 3 cho s8 du tudng Ung la
0,1 va 2, nghia la lai gap ca ba kha nang cla s6 du.

Néu con than lan nau va than 1&n dd gap nhau, thi ching cung déi
mau thanh xam. Khi do6 c6 135 than 1an xam. 154 than 13n nau va 176 than
@n do. 86 du clia nhimg sé than Ian trén chia cho 3 tuong (ng 1a 0, 1 va
2, van c¢b day di cac sé du khi chia cho. 3.
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Bat bién ¢ day la du thay déi mau nhu thé nao thi s6 du cla cac so
luong than lan chia cho 3 déu c¢6 day di basd 0,1,2.

S6 lugng tat ca than lan trén dao 1a 133 | 155 + 177 465 1a mbt sd
chia hét cho 3. Néu tat ca than lan déu cung mét mau thi sé du cla so
luong than 13n mau xam, nau va do chia cho 3 tuong Ung 1a 0,0,0. Diéu
nay vo li vi cac s6 du phai cd day dd cac s6 du nay khi chia cho 3. Nhu
vay cau tra 13i Ia khéng thé dugc. ©

Viéc tim ra dai luong bat bién clia mot déi tugng trong du kién bai toan
that Ioi hai khi gidi nhirng bai toan loai nay. Su da dang cua cac bai toén
nay dugc liét ké dudi day:

Vidu 1.9. Tai mdi 6 vudng trong bang 8 x 8 dugc viét mot s6 nguyén. Ta
co thé chon bat ki bdng nhd 3 x 3 hodc 4 x 4 va tang tat ca sé trong bang
nhd Ién 1. V6i cach lam nhu vay liéu co thé nhan duoc nhiing so chia hét
cho 3 trong tat cd 6 vubng cla bang 8 x 8 sau mét s6 hiu han Ian thuc
hién khéng ?

Lo giai. Khdng, khong bao gid cb két
gua nhu vay. That vay, ta tinh tong cac
s§ trong cac 6 dudc gach chéo trong
hinh 1.3. Bd&i vi mdi hinh vudng cd
4 x 4 chita 12 6 gach chéo, con moi
hinh vudng cd 3 x 3 chua 6 h'oéc 9 0,
thi sau mot thao tac tong céc sé trong
cac 6 gach chéo chia cho 3 ¢6 sb du
khong doi. Vi thé néu ngay tr dau tinh

T
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dudc tong khang chia chia hét cho 3, Hinh 1.3
thi trong nhitng 6 gach chéo ludn ludn chira nhung 6 ma trong do c¢o chua
cac s khong phai boi cla 3. ©

Cung li luan nhu vay ban doc co thé giai bai tap 1.19.
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Vidu 1.10. 7ren moét bang 0 vudng co 8 - 8 & vudng bao goém 32 6 trang
va 32 6 den. Néu mot nqudi chai co thé thay tat ca 6 trang thanh den va
6 den thanh trang cung mét luc trong modt hang hoac mot cOt bat ki, thi ¢co
the thuc hicn hau han budc thay déi nhu vay dé trén bang chi con dung
mot 6 den hay khong?

Loi giai. Khong. Néu ¢ ding k 6 den trong mot hang hoac moOt cot trudce
khithuc hién thay doi, thi sau khi thuc hién mot 1an thay doi, s 6 den trong
hang do hoac cotddsélas8 k suthayddiscodenla(8 k) k 8 2k
O den trén bang. Vi 8 2k la mot s6 chan, tinh chan 1& cla s6 nhung 6
den van gilr nguyén trudc cling nhu sau thuc hién thay déi. Do bat dau
co 32 6 den, nén khéng thé chi con lai mdt 6 den trén bang tai mot budc
bi€én doi nao do. ©
Vidu 1.11.

Cho mdt bang hinh vudng co canh 10

cm, dugce chia ra thanh mot 100 6 vudng

N )
? l=l - o
nho vai canh 1Tcm. Ngoai ra ta dat lén
do 25 hinh cha nhat nhu nhau co chiéu ---=-.-=-
cao 4cm va chicu rong 1cm, moi hinh B -=.-.-.

chu nhat dugce chia ra thanh 4 6 vudng
I EERENEE

co canh la Tecm. Co thé sap dat nhimg
hinh chir nhat trén bang hinh vudng

sao cho chung phd toan bo bang vudng
hay khong ? (Khdong chdp nhan co Hinh 1.4
hinh chir nhat nao 101 ra khoi canh cua bang).

L oi giai. Ta to6 bang vudng bang mau den trang sao cho nhu hinh 1.4. Ta
nhan dugc 25 0 den va 75 0 trang. Ta chu v la dat nhung hinh chu nhat
trén bang vuong sao cho moi & vudng clia hinh chir nhat trung voi mot &
vuong nao do cua bang vudng Hinh cha nhat nay sé ohu 1én hoac 1a 2
hoac la 0 o vuong den. Tu do suy ra khi dat tat ca 25 hinh chi nhat trén
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hang vudng, ching sé phl kin mot sé chan nhing 6 vudng den. Boi vi s
luong cla 6 vudng den da to 1a 25, nd khong phai la mét s6 chan. Nhu
vay khong thé phil bang 25 hinh chir nhat trén hinh vudng da cho.  ©

Vi du 1.12. Cho n la mdt sé nguyén duong lé. Ngudi ta viét cac sd
1,2,....2n lén bang. Sau do ngudi ta ldy hai s6 bat ki a,b thudc day
trén, xoa chung di va viét vao do ia b.. Chung minh rang sau mét s6 lan
thuc hién nhu vay, mét s le sé con lai cudi cung.

L 67 gidi. Ki hiéu S 1a tong cla tat ca nhung so trén bang (chua xda). Kho
daus = 1 +2 4+ 2n=mn(2n4 1) 1a mdt sd lé. Sau mdi budc S bi giam
di 2min(a,b) == a 4 bl ~ ia - bl, day 1&a mdt sd chan. Nhu vay tinh chan
& cla S khéng ddi. Trong qua trinh giam dantacdé S =1 (mod 2). Khdi
dau S la mot s lé. Nhu \}éy két thiuc sé cing la mét so 1é. ©

Vi du 1.13. Tai cac dinh cta mét hinh luc giac 16i, ta ghi cac soé: 8, 3, 12,
1,10 va 6. M3i 1an thuc hién thay d6i nqudi ta co thé thém hodc bot vao
hai dinh lién tiép tay y cung mét s6. Sau mét sé lan thuc hién nhu vay,
ta co thé dat duoc sau sb: 5,2, 14, 6,13 va 4 dugc thay lan lugt tha tu vao
sau so trén khéng?

L 07 gigi. Gia sU tai mot luct di nao do, tai cac dinh cla luc giac ¢ cac sob:
ay,ar, a3, A, As, Qg. Xet t5ng S .a; ar taz—ag+ as - ag. Khithém
vao hai s& canh nhau cuing mét sé thi rd rang 1a tong S van gilr nguyén
gia tri. Trong trudng hop bai toan, tong S 20 trong day sd két qua va day
s& khdi dau tring nhau. Vay ta di tim mét cach chuyén tir 8,3,12,1,10,6

thanh 5, 2, 14, 6, 13, 4. Ki hiéu ' LI Uy 96 th nhat va s6 thd hai trr di 1
11

8,3,12,1,10,6 ' 5 7.212,1,10,6
2l 72143106 Y Y 5,2,14,3,10,4
VST 5,2,14,6,13,4. - R

Vi du 1.14. Ta sdp dat ba may tu doéng trén moét day chuyén, moi may
nhan doc mét tam thé co ghi hai s6 nguyén va dua ra mot tdm thé mai

2. GIAl TOANBPPBLB.B-A
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theo nguyén tac sau: Sau khi doc thé co ghi cap s6 (a, b), may thi nhat (1)
in ra the cé cap sé (u b, b), may thu hai () inrathe cocap sé6(a i b,b)
va may thu ba (1) in ra the co cap sé (b, a). Khdi dau ta cho thé cé cap
sO (19,87). Co thé dung ba may tu dong trén theo mot thu tu bat ki d6
nhan duoc the vdi cép so-

a) (41,1412 b) (18.81)7

Loi giai. Tim bat bién trong bai toan nay bang cach quan sat hé thdng in
the va nhiing cap s6 da cho va két qua. Ta thay ring ¢ ba may déu thay
doi s6 In ra nhung udc s6 chung I6n nhat clia né khéng thay dodi do ta nhé
dén thuat toadn Euclid va cach tinh s6 in ra clia ba may. Ta thay rang udc
s6 chung 16n nhat: (19,87} 1va(18,81) 914 hai s6 khac nhau, du két
hdp ba may nhu thé nao thi két qua b) ciing khong thé xay ra. Con trudng
hop a) tinh bat bién thda man vi (14,41) 1. Vay thé vdi cac s6 (14,41)
c6 thé nhan duoc bang cach két hop céac may tu dong trén. Nhung ta phat
chi cac budc thuc hién méi la cach giai tron ven bai toan. Tat nhién cb
rat nhiéu cach thuc hién két hop ba may dé in ra két qud, ta chi can chi
ra mot phuong an la du (con c¢6 téi uu hay khéng danh cho ban doc). Ki
hiéu s6 méy trén mui tén 12 thuc hién in theo s6 may nay:

19,87) 1 (87,190 5 (11,19) M ey =5 sy ML (17.8)
3,8) M (8,3) 1y (2, )“‘u@wméu,;ﬂ%uJ)MQHanli
1,130 =5 (14, 13) X (13014) 25 414, ©

Nhung bai toan vé thay doi vi tri cac sé trong mét bd s6 cling ¢d cach
giai tim bat bién tuong tu.

Vidu 1.15. Nhitng sé 1,2,3,....n duoc sdp xép theo mot thu tu nao doé.
Mot phep bién doi la doi chd bt ki hai s6 canh nhau trong bé s6 cé san.
Chung minh rang néu ta thuc hién s6 I1& 1an phép bién déi nhu vay, thi
ludn ludn nhan dugc moét sé khac vai bd sé ban dau vé cac vi tri cua cac
s6 1,2 ...n

2 GAITOANBPPPEPLBBEB



R e e e ol L - - v
L] . b .
.
. 1
; - .
- .

1.2. Phat hién béat bién trong bai toan 19

LOi giai. Ta ki hiéu ay,ay,...,a, 1@ Mot hoan victabd sd 1,2,...,n. Ta
ndi rang hai s6 a; va a; trong hoan vi nay ia nghich dao néu i < j thi
a; > a;. Khi ta thay doi hai s6 canh nhau trong hoan vi, nghia la ching
ta tAng hoac gidm sé luong nghich dao di 1. Ta thuc hién s6 Ié [an thao
tac nhu vay, thi ta da bién ddi tinh chan 1€ cla nhiing sé nghich dao, diéu
d6 nghia la ta da thay doi hoan vi. Bang cach chiing minh tuong tu ta cé
thé md réng bai toan nay nhu trong bai tap 1.20 (trong phan cudi cla tiét

nay). ©

Vi du 1.16. Tai nhing bén & t6 khac nhau trong mot tuyén dudng 6 té
cung xudt phat mét luc 25 6 to theo cung chiéu (mét tuyén dudng 6 to 1a
mét con dudng duy nhét va khép kin). Theo nguyén tac, nhing 06 té nay
co th€ vuot qua lan nhau, nhung khéng dugc vuot qua hai xe. Nhimg 6
t6 nay cung két thuc mot vong déng thdi tai bén 6 té6 minh da xuét phat.
Chimng minh rdng trong toan bd thdi gian s6 lan xe vugt nhau la mét sé
chan.

Loi gidi. Ta ki hiéu mot trong nhiing chiéc 6 t6 bang mau vang, nhing
chiéc con lai duoc danh s6 1,2, 3, ..., 24 theo th{ tu xudt phat tU vi tri xe
mau vang. Khi méi 1an ¢ xe vuot ma nd 1a xe ghi s6 va di sau xe mau
vang, thi day sé thay déi hai so lién nhau trong trudng hop 1an xe vugt
nay khong tham gia xe mau vang.

Ta xét trudng hop mot chiéc xe nao do6 vugt chiéc 6 td mau vang. Néu
trudc thdi diém vuot nhiing sé trong bang la mot hoan vi ay, ay, ..., azg, thi
sau khi vuot ching tao thanh hoan vi ay, as, ..., a4, a;. Ta gia thiét rang
su vuot nhau hoan toan lién tiép 23 lan thay.d’Si_déy sO: ay, a», g —

a»,as,...,ary,a; —0a3,0a4,...,424,03,0Q2 ~— ... — — Qp,U3,...,024,0U].

Néu xe mau vang thuc hién moét 1an vugt thi t hoan vi ap, as, ..., azq

“ta nhan dudc hoan vi as, a1, az, ..., a2z, tU hodn vi nay cing bién doi 23

|an thay doi day sé.

Nhu vay du trong trudng hop nao thi mai lan vuct dua dén mot so le
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&n chuyén ddi day s6. Néu trudng hop téng quat sé 1an vuot 1a le, thi cd
sO lé 1an chuyén déi. Do bai toan 1.15 nhan dudc day s& khac vdi bd s6
ban dau (khac véi vi tri cac xe ltc ban dau), nhung cudi cung cac xe lai
trd vé vi tri ban dau, nén ta cd s6 chan Ian cac xe vuot nhau. ©

Rat nhiéu dang bai toan tim dai luong bat bién, vi du sau day tinh bat
bién dudc cho ngay trong gia thiét cla dé bai:

Vidu 1.17. Chodiém S (a, b) trén mat phéng vai 0 < b < aq, ta dung
day cac diém (xn,yn ) theo quy téc sau day:

Xn 1 Yn | ;—}Xnyn
2 ) Uﬂ 4 '

Xg -~ a, Yo 'b, X o1
Tim gidi han cua c4ac diém sinh ra & trén.

Loi giai. Bai toan nay dé tim thay dai lugng bat bién. Tir cac cdng thic
treén suy ra xn.1Yn.1 = XnYn VO Moi . Ta ti€n hanh gidm chi s6 §én
XnYn  ab vGi moi n. Bay chinh 1a dai lugng bat bién. Khdi dau ta déu
CO Yo < xo. MOi quan hé nay cling bat bién vdi MOI N Yn < Xny. That vay,
ta chng minh bang phuong phap quy nap, gia sl yn < xn v8i Mot n nao
do, ta phai chirmg minh rang Yn .1 < Xp . Vi trung binh diéu hoa thuc su
nho han trung binh cong, nén

0 < | Xn Un Xn Un Xn Un
< Xmo ] Un | ' <
Xn | Up 2 2

vOi moi n. Do day gidm thuc su, nénta cd  lim Xn im y. x. Nhu
n o« N~

vay, x*  ab, nghia la x Vab. , @

Bai lugng bat bién trong bai toan trén giup ta rat nhiéu, ta phai dung
dén hai dai lugng bt bién dé giai. Nhung bai toan kiéu'thé nay co thé tim
thdy rét nhiéu trong chuong 2 cuén sach [7]

Bai TAp

Bang nhung cach lam cda cac vi du trén ta co thé 4p dung va giai cac

bai tap sau day. M6t sé bai cd dua ra gai y, con néu khdng cé goi y. cac
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ban xem lai nhiig bai mau o phan trudc va thuc hién cach giai hoan toan
tuong tu.

> 1.18. Trén bang den viét mot s6 ddu cong (1) va moét sé dau tru ().
Cho phép xda di hai dau bat ki va néu chiing cung dau ta viét lai dau cong
(1), con néu chung khac dau ta viét lai dau trur ( -). Chitng minh rang dau
cudi cung khoéng phu thudc vao cac budc lién ti€p thuc hién thao tac trén
(Goi y: Xem lai bai hai khé phan trudc).

>1.19. Tu bang trong gia thiét cla vi du 1.9 va cac thao tac nhu vay cd
nhan duoc bang khdong chira mét sd chan nao khong? (Gdi y: Xem lai
cach giai vi du 1.9).

> 1.20. Chiing minh rang két luan cla vi du 1.15 cdon ding, néu trong
ohép bién déi ta doi chd hai s8 bat ki trong hoan vi da cho. (Giai nhu vi
du 1.15).

> 1.21. Ta xé mot miéng gidy thanh 10 manh, trong mét s manh gidy
d6, ta lai x& mdi manh thanh 10 manh nhod, va ti€p tuc nhu vay. Hoi ta cé
thé nhan dudc theo cach 1am trén 1975 manh gidy khoéng?

>1.22. Trén bang ta viét cac sd 1,2, ..., 1975. Cho phép xba hai s6 bat ki
va viét vao dé s6 du cla phép chia tdng hai sd nay cho 13. Sau mdt sb
lAn 1am nhu vay trén bang chi con lai mét s8, hoi s6 d6 ¢d thé 1a nhiing
s® nao?

> 1.23. Trong moi 6 trong mang ¢d 4 x 4 ta viét ddu cong hodc dau tru.
Ta thuc hién bién doi dong thdi theo hang hodc theo cbt véi dau ngugc
lai. S6 lugng ddu trif nho nhét ta ¢d thé tinh dugc tr mang ban dau va cac
mang bién doi sau dé goi la sé ddc trung clia bang nay. S6 dac trung nay
c6 thé nhan dudc gia tri nhu thé nao?

>1.24. Trén moét dudng tron ¢d 30 con kién: 10 kién trang va 20 kién den.
Cho phép ddi chd hai con kién ma gilra chang c¢d ba con kién khac. Hai vi
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tri cua hai con kién bat ki dudc goi la tuong duong néu ching cd thé déi
chd cho nhau sau mot s6 1an thuc hién phép ddi chd nhu trén. HAi tn ta
bao nhiéu vi tri khéng tuong duong cla nhung con kién?

> 1.25. Nhung s6 1,2,...,2003 dudc viét theo th tu nay. Mét phép bién
doi 13 chon bon sd bat ki trong chung va dat lai cac vi tri ching da chiém
nhung theo thu tu cac sé ngudc lai. Co thé bang phép bién ddi nay dé
thuc hien dudc viéc sap x&p thanh 2003, 2002, ...,2, 1 khéng ?

> 1.26. Cho bon s6 4,5,6,7. M&i 1an thuc hién thay déi Ngudi ta viét 4 so
maoi thay vao bon s6 cli: M6i s6 mdi bang trung binh céng clia ba s6 d3
co trudc. Ching minh rang sau mot sd lan thay doi ta khong bao gig dat

dudc nhom 4 s6: 5,6,7,3 (Goi y: Chu y rang téng clia bén s6 a,b,c,d va

bons6a|b r:blcld cidla alb|d
3 ’ 3 ’ 3 | 3

ludn ludn bang nhau).

> 1.27. Trén mét dudng thang phan bé mdt s& diém. Gila moi hai diém
ién tiép ta danh dau thém mot diém. Sau dé giira moi hai diém lién ti€p
trong cac diém nhan dudc ta lai danh dau thém mét diém va van van. S6
lugng nhing diém nhan dugc chan hay 1é sau khi ta thuc hién cach thém
diém trén 1000 Ian (Tra I0i: Sb 18).

> 1.28. Ta dat hai may tu dd6ng co thé 1am dugc cac thao tac sau day:
May I cho the vao cb s6 nguyén A in ra trén né tong A 1 10 hoac A | 15
theo su diéu khién cla ta. May Il cho thé vao ¢6 s& nguyén A in ra trén
no hieu A 10 hoac A 15 theo su diéu khién cia ta. Cho thé vao cd sO
0, bang hai may tu ddng trén ta co6 thé in ra thé c6 sé: a) 125 hoac b) 123
dudc khong? (Tra Idi: a) Co thé; b) Khong thé).

> 1.29. Chia mét hinh- chir nhat thanh nhung & vudng cé canh 1cm. Né
dugc phu bdi toan bé, khéng chong 1én nhau va kKhong thoi ra mép ngoai,
bang sé lugng da biét nhing manh cé hai dang: Nhung manh hinh vuéng
co canh 2cm va manh hinh chiy nhat ¢ chiéu dai 4cm va rong 1cm. Néu
ta thay mét manh hinh vudng bang mot manh hinh chir nhat va bang cach
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chuyén chd nhing manh con lai, thi hinh chi nhat ban dau ¢é dugc ph
kin khong? (Goi y: T hinh ch nhat nhu bai 1.11. Chd y mét manh hinh
ch nhat phl s6 chan 6 vudng trang va chan 6 vudng den, con manh hinh
itelale 'ph{] 1 6 vudng den va ba 6 vuong trang. Tra I8i: Khdéng dudc).

1.3. Giai ToAN bang dai luong bAT bién

Bang cach phat hién ra nhing dai lugng bat bién trong bai toén ta
cH thé giai nhiéu bai toan. Tuy nhién néu khong luyén tap thi rat khd va
khdng co phuong phap sang stia dé giai. Tiét nay ta ti€p tuc tim hiéu thém
nhing cach tim dai lugng bat bién trong bai toan.

Vi du 1.30. C6 ba déng séi gém nhiing vién s6i nho co sé lugng tuong
ing la 19,8 va 9 (vién soi). Ta dugc phép chon hai ddng soi va chuyén
mot vién soi cua nhing dong soi da chon sang déng soi thu ba. Sau mot
s6 1an lam nhu vay thi c6 kha nang tao ra moi déng soi déu co 12 vién soi
khong 7

L 6i giai. Khong. Dat sé vién soi trong ba dong soi tuong (ng la a,b va c.
Ta xét s6 du chia cho 3 cda nhiing sé nay. Khi xuat phat, nhimg s6 dong
du nay 1a 1,2,0. Sau mét 1an chon thay doi, nhiing s6 du nay 1a 0, 1,2 vi
hai ddng sOi cd su chuyén mot vién sdi dén dong thir ba. Nhu vay nhing
s@ du ludn fudn 1a 0, 1,2 v8i nhiing thif tu khac nhau (dai lugng bat bién).
Do dd tat ca cac doéng séi déu cb 12 vién soi 1a khdng thé dugc (vi khi d6
s6 du clia ba ddng soi la 0,0,0, vo Ii). ©

Vi du 1.31. Hai ngudi chai moét tro chaoi voi hai dong keo. Pong keo thi
nhat co 12 cai va déng keo thur hai ¢ 13 cai. Mbi ngudi choi duoc 1dy hai
cai keo tir mot trong hai déng keo hoac chuyén mét cai keo tr dong thu
nhat sanqg dong thi hai. Nqudi chai nao khéng thé lam dudc nhing thao
tac trén coi nhu 13 thua. Hay chung minh rang ngudi choi di lugt thu hai
khong thé thua. Ngudi do co thé thang khong?
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Loi giai. Ta ki hiéu S la gia tri tuyét dsi cla s& keo trong déng th( hai trir
di ddng thi nhat. Khdi dau, S 13 12 1. Sau mai lan chai S sé giam
hoac tang Ién 2. Nhu vay, s6 ducla S chia cho 4 ¢é dang: 1,3, 1, 3,.... MOi
lan sau khi nguai thir nhat chai, s6 du cla S chia cho 4 udn 1udn la 3. Ta
thay rang ngudi choi bi thua khi va chi khi khdng con cai keo nao ¢ dong
thr nhat va chi con mét cai keo 0 dong thit hai, khidd S 1 -0l = 1. Nhu
vay nguoi choi th hai luén ludn cd thé thuc hién dudc cach chaoi, do d6
nguadi dé khoéng thua.

Ta thay rang, hoac I3 tong sé keo d hai d6ng gidm di hodc la sb keo

d déng th(r nhat giam di, nhu vay tro chaoi phai cd két thdc, do dé NGUoi
choi thit hai phéi thing. ©

Vidu 1.32. Mé&ithanh vién cla mot cau lac bd co nhiéu nhét 1a ba déi thi
trong cau lac bd (doi tha & day 13 tuong tac 1an nhau) Chung minh réng
nhung thanh vién cla cau lac bd co thé chia thanh hai nhom sao cho moi
thanh vién trong méi nhom cé nhiéu nhat mét déi tha trong cung nhom.

Loi giai. Khi bat dau, ngau nhién ta chia nhimg thanh vién trong cau lac
bO thanh hai nhém. Ki hiéu S 1a s6 cac cap doéi thd trong cung nhém.
Néu mot thanh vién cé it nhat hai déi tha trong cung nhom, thi thanh vién
nay c6 nhiéu nhat mét doi thi trong nhom khac. Thanh vién nay dugc di
chuyén sang nhdom khac, ta sé giam S diit nhat 1. Vi S 13 mét sO nguyén
khong am, né khéng thé gidm ma; dugc. Nhu vay sau mot s6 hiiu han I14n
chuyén ddi, mbi thanh vién cé thé cé nhi€u nhat mot déi thi trong cung
mot nhom. ©

Chua y: Phuong phép chitng minh bai toan trén gol la phuong phap xuéng
dbéc vé han. N6 chi ra rang ta khong thé gidam mai so luong khi nd chi ¢d
huu han gia tri (ban doc co thé xem ki phudng phap nay trong cudn sach

[9]).

Vi du 1.33. Ta bat dau vdi nhing sé a,b,c,d. Ta thay chung boi cac
SO a’ a bbb c¢/ ¢ dd° d a Ta thuc hién qua
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trinh nay 1996 lan. Co kha nang dén sé cudi cung A,B,C,D sao cho
BC AD, AC BD, AB CD /a nhitng s6 nquyén t6?

Loi giai. Tra 10i: Khong.
Bon budc 1ap dau tién cho két qua
a-b b-cC cC-d d-a
a-2b+c b-2c+d c-2d+a d-2a+b
a-3b+3c-d b-3¢c+3d-a c-3d+3a-b d-3a+3b-c
2a-4b+6bc-4d 2b-4c+b6d-4a 2c-4d+ba-4b  2d-4a+6b-4c
Do db sau 4 budc 13p tat ca cac sé déu 1a sé chan. Nhu vay sau 1996
phép 1&p tat ca cac sb 1a bdicta 2. Vithé IBC -AD|, |AC -BDI,|AB- CD
tat ca 1a boi clia 4, suy ra khong cd s6 nao 1a sé nguyén to. ©

Vidu 1.34. Trong mét bang 6 vubng coé n x n 6 vdin la mot sé 18. Trong
mbi 6 ta viét 11 hodc —1. Goi a; la tich tat ca cac s6 thudc hang thiri va
b; la tich tat ca cac sé thude cot therj (i,i - 1,2,...,n). Chung minh rang

ay a2t ---4an-+by4+byt -4 by #0.
L.oi gidi. Néu ta doi ddu clia s6 nam & hang thi p va cét thir q, nhiing so

ap va by cling doi ddu, con nhiing s6 khac van git nguyén. Ta xem su
thay doi clia a, | b, trudc va sau khi ddi dau:

truGe | sau | trudc | sau | trudc | sau | trudc | sau

Qs -1 i +1 -1 T +1 4 +1 -1 | +1 -1
b -1 4 +1 +1 J -1 | -1 _+1 - +11 _ -1‘:
a, 1 by -2 | +2 0 0 0 0 +2 -2

Ta thdy rang a, + b, bién ddi bang cach thém vao mot sé bdi clia 4. Ta xét
bangchicosd +1,v8ibangnaya; +a>4---1anitbitbayt-- by - 2n
va theo diéu kién n 1a mot so 1€, nhu vay tdng nay khong chia hét cho 4.
Bsi vi moi bang khac nhan dudc tUr bang toan s6 11 bang cach bién doi
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mot s6 phan td va ta thay rang tSng ay lay i ---lan t by b -1 by
déu khéng chia hét cho 4 va nhu vay téng nay ludn khac 0. &

BAil TAp

> 1.35. Moi s6 trong cac so tir 1 dén 1 000 000 dudc thay bang tong cac
sO chu so cla nd. V4i day so ta nhan dudc, lai lam nhu vay va tiép tuc.
Cudi cung nhan dugc mot triéu s6 cd mét chir s6. Nhimg s6 1 nhiéu hon
hay nhiing s& 2 nhiéu han? (Goi y: Hay s dung sb du ciia mot s chia
cho 9 bang s6 du cla tdng cac chir s8 chia cho 9. Tra I8i: Nhing s6 |
nhiéu hon.)

> 1.36. (Hungari 1989) Tai mdi dinh cda mdt hinh vudng, ta dat mét s
que diém. Khgi dau chi cd6 mdt que diém trén mot dinh va ba dinh kia
khong cd mét que diém nao. Budc tién hanh dat diém: Ngudi ta cho phép
lay mot s6 bat ki nhiing que tai mdt dinh va dat vao hai dinh bén canh s6
que ma téng clia ching bang hai lan sd que da lay di. Sau mét sé hiu
han lan dat diém, sé diém tai bdn dinh hinh vudng cb thé 1a 1,9, 8, 9 tinh
theo chiéu kim dong ho hoac 1a tinh theo ngugc chiéu kim dong hé duge
khdong?

> 1.37. Nhiing s6 1,2, ..., n dugc sap xép theo mot thr tu nao dé trén mot
duong thang. Ta ¢ thé chuyén ddi hai sd bat ki canh nhau. Chimng minh
rang mot s 1é nhiing chuyén ddi tao ra day so ludn ludn khac véi day
dugc sap xép theo thir ty ban dau.

1.4. BAT bién don diéu

Theo dinh nghia bat bién ¢ phan trudc thi dai lugng bat bién 1a mot
tinh chat cta bai toan khdng thay déi qua su tac ddng bién ddi clia hé
théng. Nhung khi ta thay doi hé théng ma cd dai luong bién déi theo mot
quy luat nao doé thi sao ? Vi du nhu khi hé théng bién ddi cé mét dai luong
ludn ludn tang hoac ludn ludn giam moét luong cd dinh. Vi du nhu cdp s6

"o



