NGUYEN LY BAT BIEN

(K¥ nang giai va sang tao bai toan mon)

Xét tap X cua nhitng trang thai (mdi trang thai ¢6 thé la mot bo » so thuc - mot
bang SO (nxn)). Mot day lap cua cac trang thai dugc thanh lap béng cach thuc hién nhiéu
lan mot phép bién doi, mot thuat toan hay mot quy tac cho phép chung ta chuyén tir trang
thai nay sang trang thai tiép sau

x, >x,—>x,—>LL —x

P6i vai day lap nhu trén ¢ 3 dang bai toan sau dugce dat ra:
I. BAl TOAN VE TINH CHAT HUU HAN HOAC VO HAN CUA DAY LAP

Néu day lap la hiru han thi xac dinh chiéu dai 1én nhat cla day lap va trang thai
cudi cung hodac mot trang thai bat Ki.
Bai toan 1. Trén ban cd 6 vién soi, dugc chia thanh vai dong nhé. Mai phép bién doi
duogc thue hién nhu sau: Ta lay ¢ moi dong 1 vién va lap dong mai. Hoi sau 30 budce bién
d6i nhu trén, cac vién soi trén mat ban dugc chia thanh may dong, moi dong c6 bao nhiéu

vien”?

1. BAI TOAN VE TINH CHAT TUAN HOAN CUA DAY LAP

Bai toan 2. Bat dau véi bd 4 s6 thue duong (a.b,c,d) trong do a, b, ¢, d khong dong thoi
bang 1. Ta lap bd méi (ab.be,cd,da) va lap lai phép bién ddi nay. Chimg minh ring
trong cac bd 4 s6 nhan duogc tir phép bién doi khong cé bd (a,b,c.d).

I11. BAI TOAN VE SU TON TAI CUA DAY LAP MA TRANG THAI CUOI CUNG
THOA MAN MOT TINH CHAT CHO TRUOC

Day la dang bai toan khai quat cua nhirng bai toan thuong gap ma khi giar chung,

ta phai st dung nguyén ly bat bién.




Bai toan 3. Trén bang c6 (10x10) c6 9 6 bdi den. Mdi budce bién ddi ta boi den mot 6 ké
lién (c6 canh chung) vdi it nhat 2 6 den. Hoi sau mot s6 hitu han budc ta ¢ thé t6 den ca
bang dugc hay khong?
V. TIM PAI LUONG KHONG THAY POI SAU MOI PHEP BIEN POI
Bal toan 4. Trén mot duong tron, chung ta viét 2 s6 1 va 48 sb 0 theo thir tww 1,0, 1, 0,0,
., 0. M6i phép bién doi ta thay mét cap 2 s lién nhau bt ki (x,y) béi (x+1,y+1).
Chung minh rang biang nhitng phép bién dbi trén ta khong thu duoc day 50 s6 bang nhau.
Bai toan 5. Xét mot da giac déu 12 dinh A,A,,....,A4,. Tai dinh 4 ta viét s6 -1, tai cac
dinh khac ta viét so 1. Mdi phép bién ddi ta déi ddu 6 dinh lién ké cua da gidc. Hoi c6 th
thu dugc trang thai: (Dinh A, viét s6 -1 va céc dinh con lai viét sO 1) sau mét sd hiru han
phép bién d6i hay khong?
V. TIM TINH CHAT CUA MOT PAI LUONG KHONG THAY POI SAU CAC
PHEP BIEN POI
Bai todn 6. X¢ét day s6 1,2,3,4,...,2n vé6i n 1é. Mdi phép bién dbi ta x04 2 s6 a.b bt ki
va viet thém vao ddy mot so |a—b . Sau moi bude diy giam mot $6. Chirng minh rang so
cudi cung con lai phai la s6 lé.
Bai toan 7. Cac s6 1,2,3,4,...,n ban dau duoc xép theo mot thir tu nao do. Moi phép bién
d6i cho phép doi thir tu 2 sé ké nhau. Ching minh riang sau mot sb 1¢ 1an phép bién doi
ching ta khong thé nhan dugc hoan vi ban dau.
VI. NGUYEN LY BAT BIEN

Thyc chat cach giai cia bai toan 4 va 5 latimham f: X —>ce; (c la hing s).
bai todn 6, 7 la sir dung tinh chat £ : X — ¥ . Vay ta c6 thé mo ta nguyén Iy bat bién nhu
mot ham s6 hoc xac dinh trén tap cac trang thai X va nhan gia tri trén tap Y. (Y thudong la
tAp c4 sO nguyén duong, tap so thuc, tip cac bo sb nguyen dueong,bd so thuc). Su dung

tinh chat cia ham £ chung ta giai cac dang bai toan 1, 2, 3 trén day ldp cia nhitng trang

thai. Trong phan nay ching ta sir dung nhiéu vi du cu thé dé luyén tap ki nang giai.
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Bai toan 8. Cho bod 3 s nguyén (a,b,c), ta xdy dung bo mai (a—-b|,|b—c

c—al).

Chung minh rang sau mot s6 hitu han pheép bién d6i ta nhan duoc bo 3 s6 ¢ chira s6 0.
Bai toan 9. Gia su, n sb thuc n>4 duogc viét xung quanh mot duong tron. Néu 4 so ké
nhau g, b, ¢, dthoaman (a—d)(b—-c) <0 ta d6i vi tri cia 2 s6 ké nhau b, c. Chung minh
rang cac phép bién d6i nhu trén s& két thic sau mot s6 hiru han budc.

Bai toan 10. Xét mot day s6 nguyén x,,x,,...,x, cho trude. Néu véi >/ 1a hai chi so tuy y

sao cho x, —x, =1 thita thay thé x,x bol x

i+1°

x ., (theo dung thir ty). Ching minh rang
cac phép bién doi nhu vay sé két thic sau mot so hiru han budec.

Bai toan 11. Trong day s6 1,0, 1,0, 1,0, 3, S, 0, bat dau tir s6 thir 7 thi méi so bang chit
sO thap phan cudi clng cua tong 6 s6 ding trude. Ching minh rang trong day vo han thu

dugce khong xuat hién lai 660, 1,0, 1, 0, 1.
VII. MOT SO BAI TOAN PON GIAN

Pé rén luyén ki niang giai ching ta bat dau véi cac bai toan don gian va mot so
nhan xét vé phuong phap giai.
Bai toan 12. Xét tap M ={(0,0),(1,1),(-3,0),(2,-1)} . Mdi phép bien doi ta thay the
(a,b) e M bat ki boi (a+2¢c,b+2d) véi (¢,d)e M . Hoi sau mot so hitu han bude cé
nhan dugc tap M, = {(--1,2),(2,'—1),(4,,0_),(1,1)}
Bai toan 13. Changta bat dau vdi 2 s6 0, 1. Mot phép bién doi ching ta thém vao hoic

xoa di 2 sb ké nhau (0, 0) hoac (1, 1). Chirng minh rang chung ta khong thé nhan duoc

cap 2 so (1, 0) & trang thai cudi cing.

Bai toan 14. Trong day vo han cac binh phuong c6 chira mot day con vo han lap thanh

cap so cong?

Bai toan 15. Ki hiéu d(n) la tong cac chit s6 cia n € ¥ . Hiy tim » thoa man ding thirc
n+dn)+d(d(n))=1997.

Bai toan 16. Gia su (a,,a,,...,a,) lamothoan vicua 1,2,...,n. Vo1 n le, chung minh réng

P = (a, —-I)a, —2)a;, - 3)...(a, —n)
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la s6 chan.
Bai toan 17. Xét day s6 1,2, 3, ...... . 4n-1, ta thuc hién cac phép bién doi lién tiép nhu
sau:

Xo4 2 s bat ki trong ddy va viét tiép vao day mot s6 bang hiéu cua ching. Ching
minh rang s6 nguyén con lai cudi cing la s6 chan.
Bai toan 18. Ta viét tuy y cac s6 nguyén duong vao mot bang (mxn). M&bi phép bién doi
cho phép gap doi cac s& ciia moOt hang hodc trir 1 tat ca cac sé_ cua mot cot. Chirng minh
ring ching ta c6 thé thuc hién mot so phép bién d6i nhu vay dé nhan dugc mot bang gom
toan so 0.
VIII. MOT SO BAI TOAN NANG CAO

Trong phan nay chung ta xdy dung cach giai cho nhirng bai toan phtrc tap hon.
Bai toan 19. Xung quanh cong vién ngudi ta trong » cAy va gia st trén moi cdy c6 mot

con chim. Thinh thoang 2 con chim dong thdi bay sang ciy bén canh theo hudng ngugce

lai. Hol ¢6 thé dén mot lic nao d6 tat ca cac con chim cung dau trén mot cay khong?
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BAI TAP VA HUONG DAN

Bai toan 21. C6 mot hang gom 1000 sb nguyén. Ta x4y dung hang th( hai bang cach viét
dudi s6 nguyén a cia hang thir 1 s6 ffa) bang s6 lan xuét hién cta a & dong thir 1.

Bing cach twong tu ta xay dung lién tiép cac hang tiep theo. Chirng minh riang sau
mét s6 hitu han bude chung ta s€ xay dung dugc 2 hang giéng het nhau.
Bai toan 22. Ta viét cac sO nguyén trén mdi 6 ciia ban co (8x8). Mdi phép bién dbi,

chung ta chon ra bat ki mot hinh vudng con (2x2) hodc (3x3) va thém 1 vao cac so

i
o ”y

nguyen 0 moi 0.

L. Ta c6 thé luon nhan duge mot bang gom toan s6 chan hay khong?
2. Ta ¢6 thé ludn luén nhan dugc mét bang ma gom toan cac sb chia hét cho 3 hay
khong?

Bai toan 23. Tai cac dinh cua da gilac ching ta viét cidc sO6 nguyén x sao cho

5

=» x >0. Neux, y, z la 3 s0 tai 3 dinh lién tiép c6 y < 0 ta thay 3 s nay boi 3 s6
r=|

X+ y,—y,z+ y. Chitng minh rang phép bién doi trén s& dirng lai sau mot sé hiru han

buoc.

Bai toan 24. Co 2n ngai dai s dugc moi dén du mot bita tiéc. Biét réng mot dai sir khong
quen nhiéu nhat »-1 dai st khac. Ching minh ring c6 thé xép cac dai st xung quanh mot

ban tron sao cho khdong co6 dai stir nao ngoi gitra 2 nguoi khong quen.
Bai toan 25. Xet cac s6 a,,a,,a,,L. ,a, gom cac s6 nhan mdt trong hai gia tri 1 hodc -1

thoa man
S =aa,a;,a, +a,a,a,a, +L +a aa,a, =0.
Chirng minh rang » phai chi hét cho 4.

Bai toan 26. Gia sir 4 s6 a,b,c,d 1a 4 sé nguyén khong dong thoi bang 0. Véi (a,b,c,d)

la trang thai ban dau ching ta thuc hién phép bién di sau:
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Thay (a,b,c,d) boi (a-b,b—c,c—d,d—a).

Chung minh réng vO1 phep bién doi trén chung ta luén nhan dugc nhitng bo 4 $O ¢6
mot thanh phan 1on tuy v.
Bai toan 27. Trong mot hdi déng nhan dan, moéi thanh vién cua hoi dfﬁng ¢ nhiéu nhat 3
ngudi bat ddng chinh kién véi minh. Chimg minh ring ta cé thé chia hdi dong thanh hai

hoi dong nho sao cho trong moi hdi dong nho madt thanh vién chi ¢6 nhiéu nhat mot nguol

bat dong chinh kién.
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NGUYEN LY BAT BIEN

(K¥ nang giai va sang tao bai toan ma1)

Xét tip X cua nhitng trang thai (mdi trang thai co thé 1a mot bo » so thuc - mot
bang so (nxn)). Mét diy lap cua cac trang thai duogc thanh 1ap bang cach thuc hién nhiéu
lan mot phep bién ddi, mot thuat toan hay mot quy tac cho phép chung ta chuyén tur trang
thai nay sang trang thai tiép sau

x, >x,—>x,>LL —>x

Déi véi day lap nhu trén ¢o6 3 dang bai toan sau dugce dat ra:
I. BAI TOAN VE TINH CHAT HUU HAN HOAC VO HAN CUA DAY LAP

Néu ddy lap 1a hiru han thi xac dinh chiéu dai 1on nhat cua diy lap va trang thai
cudi ciing hodc mét trang thai bat ki.
Bai toan 1. Trén ban co 6 vién soi, dugce chia thanh vai déng nho. Moi phép bién doi
duge thue hién nhu sau: Ta ldy & méi dong 1 vién va lap dong mdi. Hoi sau 30 budc bién
doi nhu trén, cic vién soi trén mit ban dugc chia thanh may déng, mdi dong cé bao nhiéu
vien?
Bai giai

Madi trang thai (phép chia) chung ta m6 ta bang médt bd sb nguyé€n duong. Vi du
nhu (4, 1, 1) co nghia la 3 dong, | déng 4 vién va hai déng con lai mdi déng 1 vién

Néu nhan duoc trang thai (3, 2, 1) thi cac phép bién ddi sau khong lam thay doi
cach chia vi theo quy tac ta co -

(3.2,1) = (2,1,3) = (1,2,3) > (1,2,3)

(Van la 3 nhom, mot nhém 3 vién, mot nhéom 2 vién, 1 nhdm 1 vién). Suy ra, so

cac trang thai clia diy lap la hiru han, néu moi cach chia déu dan ti trang thai (3, 2, 1) sau

mot sO hiru han buge. That vay, ta ¢c6 bang mo ta cac phép bién doi nhu sau:
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[2,1,1,1,1] [2,2,1,1] — [4,L1] — [3,3]
, \J \
[LLLLLI] — [6] — [51] - [4,2] <«[3,LL1}] <« [2,2,2]
J,
[3,1,2]

Nhu viy, sau nhiéu nhat 1a 6 budc ta sé€ gap trang thai [3, 1, 2]. Suy ra, & bude 30

ta co cach phan chia la (3, 1, 2).
1. BAI TOAN VE TINH CHAT TUAN HOAN CUA DAY LAP
Bai toan 2. Bat dau vai bé 4 s6 thuc duong (a,b,c,d) trong do6 a, b, ¢, d khong dong thoi
bing 1. Ta lap b m&i (ab,be,cd,da) va lap lai phép bién dbi nay. Ching minh ring
trong cac bd 4 s6 nhan dugc tir phép bién doi khong c6 bd (a,b,c,d).
Bai giai

Gia sr phan chimg rang sau mot s6 hiru han budc ta nhan dugc bo sé ban dau
(a,b,c,d),dat S =abcd .

O budce 1, tich cia 4 sb sé la: (ab)(bc)cd)(da) = S’

J budc 2, tich cua 4 soséla S*.

Suy ra, & budc thit k, tichciad séséla S¥ (k=1).

Tir gia thiét phan chimg suyra S° =S (k2l) = S=1."
Tom laitaco abed =1.
Ta xét mot so trang thai
(a,b,c,d) —> (ab,bc,cd,da) —> (abjc,bczd,cdza,dazb)
> (ab’c*d,bc’d’a,cd’a’b,da’b’c) = (b°c?,c*d? d’a”,a’b’)
Nhu vay b o trang thai 4 nhan dugc tu trang thai 2 biang cach binh phuong timg
thanh phén va xép lai thi ty (thi 2 — thir 1, thir 3 — thir 2, thor 4 — thir 3, tht 1 — thu

4). Va cir nhu vay, bo thir 6 nhan dugc tir b thir 4, bd thir 8 nhan dugc tur bo thu 6 vuv....
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Ky hiéu ¢ =Max(ab,bc,cd,da) = ¢’ la thanh phan 16n nhat cua bd th 4, ¢ 1a

~h -

thanh phan 16n nhit ctia bd thir 6, v.v..., ¢ la thanh phén lén nhat cua bé thir 2k . Theo

gia thiét phan chimg, diy lap la tuan hoan (dén mdt budce nao do sé thu duoc (a,b,c,d)).
Suy ra diy s6 1,67, ..., la day v0 han chi nhan mot s6 hiru han g1a tri. Vay ta thu dugc
t=1.

Tacéd, l=a’b’c’d” =abbcedda<tttt=t"=1.

Suy ra, ab=bc=cd =da = a=b=c=d=1 (mau thuan).
1. BAI TOAN VE SU TON TAI CUA DAY LAP MA TRANG THAI CUOI CUNG
THOA MAN MOT TINH CHAT CHO TRUOC

Pay la dang bati toan khai quat cua nhirng bai toan thuong gap ma khi giai chung,
ta phai str dung nguyén ly bat bién.
Bai toan 3. Trén bang c6 (10x10) c6 9 6 bdi den. Mdi budc bién dbi ta boi den mot 6 ké
lién (c6 canh chung) véi it nhit 2 6 den. Hoi sau mét so hitu han buéc ta c6 thé to den ca
bang dugc hay khéng?
Bai giai

Sau mbi phép bién déi chu vi cla tat ca cac & den khong tang (1)

Chu vi 8 Chu vi 8 ' Chu vi 12 Chu vi 11

Chuvil6 Chuvi 12
3



O trang thai ban dau, chu vi d,<4.9=36 (2).

(Chu vi 16n nhét bing 36 khi 9 6 d6i mdt khong ké nhau).

O trang thai két thic, chu vi d,, =4.10 =40 (3).

T (1), (2), (3) suy ra khong thé nhan dugc trang thai cudi cung.
o Nhén xét. Ta md ta bai toan tong quat nhu sau:

Xét Ac X. Bc X, hoi co ton tai mdt diy l3p cua cac trang thai

x, ->x,>x,—>LL —x sao cho x, €A4,x,€B. Trong cac bai toan cu the, cac tap

A, B duogc xac dinh bang mot tinh chat nao dé:

A={ae€ X |a thoa man tinh chat F}
B={be X |b thoa man tinh chat F,}.

Bai toan 3 dwoc mo ta nhw sau:

. X 14 tap hop céac bang (10x10) bi boi den it nhat 9 6 tuy y.

. Quy tac bién doi: T6 den mot d ké vdi it nhat 2 6 den.

. A:{xeché96tGden }

. B={xe X| tatcacacdtoden |

o Cau héi: C6 ton tai mot day lap x,x,,...,x, ma x, € 4,x, € B hay khong.

Khi tim 101 giai cta cac bai toan 1, 2, 3 néu trén thi sy kho khan khong phai la mo
ta bai toan ma 1a phai tim ra mot tinh chit ciia mét dai lugng (y€u td) nao do tir bai toan.
Cong viéc nay thudong goi la tim ra mot bat bién nao d6 dé str dung cho viéc giai bai toén.
IV. TIM PAI LUONG KHONG THAY POI SAU MOI PHEP BIEN POI
Bai toan 4. Trén mot duong tron, chung ta viet2s6 1 vad8sd0theothortu1,0,1,0,0,
.., 0. M&i phép bién dbi ta thay mot cip 2 sb lién nhau bat ki (x,y) boi (x+1,y+1).
Chimg minh ring bing nhitg phép bién ddi trén ta khong thu duge day 50 so bang nhau,
Bai giai

Ta ki hiéu cac sé viét trén duong tron theo thr tu la x, x,,..., x,, . Ta xét dai lugng

4
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I =(x; = x,)+(x;—x,)+(x; —x, ) +...+(x,0 — X)

Gia tri cua f khong thay d6i sau mdi phép bién ddi vi 2 s6 lién ké trong téng 7 co 2
dau nguoc nhau (khi tang ca 2 so thi s6 hang mang dau + sé ting 1, sO hang mang dau - s&
giam 1). (1)

Taco I, =2 (0 trang thai ban déu)_ (2)

I, =0 (& trang thai két thac).  (3)

Tu (1), (2), (3) suy ra khdéng thé thu duoc 50 so béng nhau.
Bai toan 5. Xét mot da gidc déu 12 dinh A4, 4,,...,4,,. Tai dinh A ta viét s6 -1, tai cac
dinh khac ta viét s§ 1. Mi phép bién ddi ta ddi dAu 6 dinh lién k& ctia da giac. Hoi c6 thé
thu duogc trang thai: (Pinh A, viét sb -1 va cac dinh con lai viét s 1) sau mot so hiru han
phép bién dbi hay khong?
Bai giai

Sau moi phép bién d6i, cac tich aa,,a,a,,a,a,,a,a,,,a.a,,a.a,, déi dau vi chi c6 1

thira s0 doi dau. Suy ra I = (a,a,)(a,a,) khong thay ddi sau moi phép bién ddi. (1)

Tai vi tri ban dauta c6 /, =1 (2)
Tai vi tri ket thuc ta ¢ [, = -1 (3).

Tu (1), (2), (3) suy ra khong thé nhan duoc trang thai tai dinh A4, viét -1, dinh khac
viet s6 1.
: Nhdn xét: Néu phép bién doi.1a d6i dau tai 4 dinh lién ké clia da giac, ta c6 Loi giai
nhu sau:

Sau moi phép bién ddi, céc tich a,a.a,,a,a,0,,,0,a,4,,,4,a,d,, & d6i dau vi chi mot

thira s0 do1 dau sau moi phép bién dodi. Suy ra:

I =(aa;a,)(a,a,a,,) khong doi sau moi phép bién doi. (1)
I, = -1 (trang thai ban dau) (2)
I, =1 (trang thai két thuc). (3)
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Tu (1), (2), (3) suy ra khéng thé nhin dugc trang thai cudi cing nhu theo yéu cau
cua bai toan.
V. TIM TINH CHAT CUA MOT PAI LUQGNG KHONG THAY POI SAU CAC
PHEP BIEN POI
Bai toan 6. Xét day s 1,2,3,4,....2n voi n 1é. M&i phép bién dbi ta xoa 2 s6 a,b bat ki
va viét thém vao ddy mét s6 | a—b|. Sau mdi budc diy giam mot s6. Chirng minh ring s6
cudi cing con lai phai la so 1&.
Bai giai

Ki hiéu S la téng cac sb cua diy & tung trang that. Gia su a > b, sau moi phép bién
ddi S thay ddi mot luong bang —(a+b)+(a—b) = -2b Suy ra tinh chat chan, 1é cua S 14
bat bién. (1)

Trang thai ban ddu S =1+2+3+L +2n=n2n+1) las6 & (vinlé).  (2)

Tu (1), (2) suy ra so con lai duy nhét & trang thai cudi cung phai la s 1é.
Bai toan 7. Cac sb 1,2.3.4.,....n ban dau dugc xép theo mot thir tu ndo d6. Maoi phép bién
dbi cho phép ddi thir tr 2 sé k& nhau. Chirg minh ring sau mot sé 1é lan phép bién doi

chung ta khéng thé nhan duogc hoan vi ban dau.
Bai giai

Trong hoan vi (a,,a.,...,a,) cua cac s6 1,2,3.4,....,n, mot bd (a,,a,), )< k,a >aq,
got la mot bo tot.

Ki hiéu d 14 tdng s cac bo tét & trang thai thir i. Khi thuc hién mot phép bién doi
thi tong s6 cac bo tot ting 1 hodc giam 1. Suy ra, tinh chat chin, 1& ctia d thay doi sau
mdi phép bién ddi. Sau mot sé 1¢ 1an bién ddi d,va d, (trang thai cudi cung) khac tinh
chin lé. Vay khong thé nhan duoc hoan vi dau tién.

VI. NGUYEN LY BAT BIEN
Thuc chét cach giai ciia bai todn 4 va 5 latimham f: X —cej (c la hing s0),

'bai toan 6, 7 14 st dung tinh chit f: X —¥ . Viy ta c6 thé mé ta nguyén ly bat bién nhu

6
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mdt ham s6 hoc xac dinh trén tap cac trang that X va nhan gia tri trén tap Y. (¥ thuong la
tap ca $d nguyén duong, tap so thuc, tap cac bo sO nguyén duong,bd sb thuc). St dung
tinh chat cia ham f ching ta giai cic dang bai toan 1, 2, 3 trén ddy lip cta nhirng trang
thai. Trong phan nay chung ta sir dung nhiéu vi du cu thé dé luyén tap k1 nang giai.
Bai toan 8. Cho bd 3 sd nguyén (a,b,¢), ta xdy dung b mdi (la=-0b|,lb—cl,|]c—al).
Ching mihh rang sau mdt s6 hiru han phép bién ddi ta nhian dugc bd 3 s6 c6 chira sb 0.
Bai giai

Khéng mat tong quat, ta gia thiét g, b, ¢>0. Vi & trang thai thir 2, 3, thanh phan da
la sO duong.
Tladat J = Max(a,b,c); J, =Max(la-bl,|b—c|,|c—a]).
Ta c6 bat dang thirc

| x — y |= Max(x 5y y) — Min(x, y) < Max(x, y)

Suyra J,<J,=J, <J,~1.Tuongty J,<J ~-1=>J,<J,-2K,J <J,—n.(1)
Chon n > J, suy ra (1) khong thoa mﬁn.. B
Viy cac phép bién dbi trén phai dimg sau mot sd hitu han budc va khi d6 bo 3 sd nhan
duoc ¢ chira so 0.

Bai toan 9. Gia s, » s6 thuc n>4 dugc viét xung quanh mot duong tron. Néu 4 so ké
nhau a, b, ¢, d thod man (a—d)(b—-¢) <0 ta ddi vi tri ctia 2 sé ké nhau 4, ¢. Chimg minh
ring cac phép bién ddi nhu trén s& két thuc sau mdt sb hitu han budec.
Bai giai
Ta danh s6 cac s6 xung quanh dudng tron theo mot hudng nhét dinh X5 X geees X, .
Va doi véi mot cach siap xép ta xac dinh (¢ trang thai thi k)
F(x, X000, ) =X%, + X%, +L +x _x +Xx X

Gia st tai tinh huong (trang thai) thir  ta cé

(x —xH_,,)(,lc“i+I -x.,)<0&xx,  +x .x ;<xx,,+x_x., (1)

i+ i+27i+3 P72 i+
Sang trang thai thir k+1taco bd (x,x ,,x,,,x, ;)

7



PGS.TS. Nguyen Vil meg Trzrong THPT Chuyen Khoa hoc Tu rzhzen 20 12

fo=xx%+xx+L +(xx,  +x.,x +X,,,X.,3)+ X, 3%, +L +x x

i 7vi+1 (17742 i

Jen =%, +x,x,+L +(xx , +x_,x, +x.,x.;)+L +x x

iXiv2 T XjpaXi T X
Ap dung diéu kién (1) ta c6 fo < feu-  (2)
Mait khac, £chi nhian mot s6 hiru han gia tri (nhiéu nhat 1a »! gia tr1) (3).
Tir (2), (3) suy ra cac phép bién dbi nhu trén phai két thiic sau mét sd hiru han budc.
Bai toan 10. Xét mot diy s nguyén xl,x.,, ,X_ cho truc'rc. Néu véi 2> 1a hai chi sé tuy y
sao cho x, —x =1 thi ta thay thé x,,x, bol x,,, '?3 (theo dung thtr tu). Ching minh ring
cac phép bién d6i nhu vay sé& két thiic sau mot s6 hiru han bude.
Bai giai

. Ta 1ap ham s6 hoc

f(x,%0500x,) =% +x; +L +x

Sau moéi phép bién doi ta thay x* + x‘f boi (x, +1)° + (x, + 1)* trong f.
Vay fthay d6i mét lugng bang (x, +1)* + (x, +1) =(x’ +x)=2(x, —x,)+2=4.Vay fla
ham tang thuc su.

. Kihigu M =Max(x,x,,...,x,); m=Min(x,,x,,...,x_)
Ta xét mot phép bien doi x -x, =l=y=x+Ly =x +1
Neu x=k-1=y=x+l=k

x =k=>y=x+1=k+]1

x, =k+l=>x =k=>y =x ~-1=k-1

x,=k-1=x =x +l=y =k

Vay néu {x,x,,..,x, )0k -Lk,k+1} =D

- n

SUY 13 { V), Vareos Vo s =Lk k+1} 2D . (1)

Trong d6 {y,,¥,,-...»,} nhan dugc tr x,,x,,...,x, sau mdt phép bién ddi.
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. Ta ching minh y <M +3n (2) (y, 12 mot thanh phin bat ki cia bd
s6 nhan duge sau mot phép bién doi bat ki).

Gia s phan ching y 2 M +3n, suy ra moi s6 nguyén M <a<y phai la thanh
phan ctia mét bd » sb nao d6 trong day lap (Vi sau mdi phép bién d6i cac thanh phan cua
bd # 50 ting nhiéu nhét 1. Ma theo gia thiét phan chimng d ting t6i y, > M +3n).

Tir két qua (1) suy ra {y,,yz,...,yn} ¢ giao khac trong véi (n+1) tap doi miot Yad( v
nhau.

{M—l,M.,M+1}.,{M+2,M+3,M +4},..,{M+3n-—1,M+3n,M+3rz+l}

(Mau thuin vi bd chi c6 » sb6). Hoan toan tuong tu, ta chirng minh duoc
y, >m-—3n (3).

Tir cac bat dang thirc (2), (3) suy ra £bi chin trén.

Vi f1a ham ting thuc su nén suy ra qué trinh bién ddi phai két thiic sau mét so6 hiru
han budc.
Bai toan 11. Trong day s6 1,0, 1,0, 1,0, 3, 5, 0, bit du tir 6 thtr 7 thi m&i sé bang chi
36 thap phan cudi cung cua téng 6 $0 dung trudce. Chiang minh réng trong day vé han thu

duoc khong xuat hién1ai 660, 1,0, 1, 0, 1.
Bai giai
Xeét phep bién doi (X35, %) = (X,,X5,...,%,) trong do x, la chit sd cudi cung
clia tong x, +x,+L +x, . Taldp ham s6 hoc
J(x,x5,.0,x,)=2x, +4x, +6x; + 8x, +10x, +12x,
Khi do
F X5 X )= (X, Xy, X, ) = [23c3 +4x, +6x, +8x, +10x, -|—-12x?]—-

= [2-"71 +4x, +6x, +8x, +10x, +12x6]

=[10x, +2(x, - (x, + x, +L -+ x,))|
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Vi x, la chir s6 cudi cung cua x, +x,+L +x, suy ra x, —(x, +x,+L +x,) chia
hét cho 10.

Suyra f(x,,%;,...,%;) = f(X,,%,,...,X,) chia hét cho 10.

Ta cé6 f(1,0,1,0,1,0) =18, theo tinh chat ctia £ thi tat ca cac gia tri f & cc trang
thai sau phai co s6 cudi cung la 8 dé f..,—J, chia hét cho 10. Néu xuat hién 0,1,0,1,0, 1
trong day thi f (1;0,1,0,1,0) phai ¢o s& cudi cung la 8. Nhung theo dinh nghia ta lai c6
f@‘l,O,l,O,l,O) =24 (méau thuan).
VII. MOT SO BAI TOAN PON GIAN

Pé rén luyén ki nang giai chiing ta bat dau vdi cac bai toan don gian va mot so
nhin xét vé phuong phap giai.
Bai toan 12. Xét tap M ={(0,0),(1,1),(-3,0),(2,~1)}. Mdi phép bien doi ta thay thé
(a,b)e M bat ki boi (a+2¢,b+2d) véi (c,d)e M . Hoi sau mdt s hiru han bude cé
nhan dugc tap M| = {(-1,2),(2,-1),(4,0),(1, 1)}
Bai giai
Véi (x,y) € M tacd |x - y| chia hét cho 3.
Néu (a,b)e M, (c,d)e M taco (a+2c)—(b+2d)=(a-b)+2(c—d) chia hét cho 3.
Do vay ching ta khong thé nhin dugc M, sau mot s6 hiru han budc vi (4,0) € M, ma
4 - 0 khong chia hét cho 3.
Bai toan 13. Chiing ta bat dau vdi 2 s0 0, 1. Mgt phép bién doi ching ta thém vao hodc

x04 di 2 s6 ké nhau (0, 0) hoic (1, 1). Chimmg minh rang chiing ta khong thé nhan duogc
cap 2 sb (1, 0) & trang thai cudi cung.
Bai giai

Trong mét trang thai 2 sb bat ki 1, 0 (mot xép trudc) tao thanh mot cap tot. Khi
thuc hién cac phép bién doi thi tong so cac cap tot s& khéng ting, ting chin, giam chin. O
trang thai ban dau ta co téng sb cip tot d=0, & trang thai cubi cung d, =1 (khéac tinh chan,

1¢) vay khong thé nhin dugc 1, 0 & trang thai cudi cing.
10



Bai toan 14. Trong day v6 han cac binh phuong c6 chira m6t day con vo han lap thanh

cap s6 cong?
Bai giai
Xét 3 binh phuong 14p thanh cap sé cong a’ < a,” <a,’.
Khiddotacod a°-a," =a,"-q° < (a,—a,)a, +a,)=(a,~a,)a, +a)
Via +a,<a,+a,=>a,—-a,<a,—a, (1)
Gia st phan chirng ring c6 ton tai mot diy con vo han lap thanh cap sO cong, ap
dung(l)taco a,—a, >a,-a, >a,—-a; >...
Day s6 trén la day s6 nguyén duong giam thuc su (bi chin dudi bdi 0) nén khong
la diy vd han (mau thuan).
Bai toan 15. Ki hiéu d(n) 1a tong cac chitsocua ne ¥ . H"a".y tim » thoa man ding thic
n+d(n)+d(d(n))=1997.
- Bai giai
Vi n=d(n)(mod3) = d(d(n)) = d(n) = n(mod3)
Suy ra n+d(n)+d(d(n)) =0(mod3)
Mat khac 1997 ?éO(mod 3). Vay khédng ton tai .
Bai toan 16. Gia st (q,,q,,...,a,) lamdt hoan vicua 1,2,....n. Vi n I, ching minh réng
P=(a -D(a, -2)a, -3)...(a, —n)
la s6 chan.
Bai giai
(1a su phan ching P la sO &, suy ra moi thua $6 a —1 phi1 la so lé. Suy ra

D (a,—1) 1a s6 1& (Téng cia mdt so 1& cac s6 hang 18). Mat khéac S =) a - D i=0
= =

(=l

(méau thuan).

| ]
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Bai toan 17. Xétdiays6 1,2, 3, ...... , 4n-1, ta thuc hién cac phép bién doi lién tiép nhur
sau:

Xo4 2 s6 bat ki trong ddy va viét tiép vao day mot s6 bang hiéu cua chiung. Ching
minh rang s6 nguyén con lai cudi cung 1a so chin.
Bai giai

Sau moéi budce s6 phan tir cua diy giam 1. Suy ra sau 4n-2 budc ta thu duoc day
o6m 1 s6 duy nhat.

Tai trang thai ban dau trong ddy c6 2n sb 1&. Sau mdi phép bién d6i thi sé so 1é
giam 2 hoac khong giam vi

- Néu xoa 2 s0 1é ta ¢6 hiéu cua chung 13 s6 chin, suy ra so so 1é giam 2.

- Néu xo4 2 sb chiin thi hiéu cia ching 14 sé chin, suy ra sb sé Ié khong thay

doi.

- Néu xo4a 1 s6 1&, 1 s6 chan thi hiéu cua chiing 1a s 1&, suy ra tong so so 18

khong thay doi.

Vi & trang thai ban dau o 2n s6 1&, suy ra trang thai két thuc ciing phai c6 so chan
s6 1&. Vay con 1 s6 cudi cing thi sé d6 phai la s6 chin dé sb so 1é bang 0.
Bai toan 18. Ta viét tuy y cac s nguyén duong vao mot bang (mx n). Mbi phép bién d6i
cho phép gap d6i cac s6 ciia mot hang hoic trir 1 tat ca cac sO cia mét cot. Chung minh
ring ching ta co thé thuc hién mét sé phép bién ddi nhu vay dé nhian dugc mot bang gom
toan s6 0.
Bai giai

Néu c6 mdt cOt gdm toan sd 0 thi ¢t s6 ndy hoan toan khong thay d6i khi ching ta
nhin d6i mot hang. Nhu vay, dé dat dugc muc dich ching ta can xay dung dugc mot cot
bat ki gém toan sb 1, sau d6 trir 1 vao cac s6 cua cot nay. Cac cot sau thuc hién tuong tu.

Pé c6 mot cdt gom toan sé 1, chung ta lam nhu sau: Vi cé thé trir 1 vao céac sb cua
mot cOt nén ludn tim dugc hoac tao ra b‘éng cach hién tiép trir vao 1 cot mot s6 1 tai mot

cot ndo do. Ta nhan doi vao hang c6 chira s6 1 va tir 1 vao chinh cot nay. Sau 2 phép bién

12
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doi cac so cua cdt nay giam di 1. Ti€p tuc cac phép bién doi trén ta nhan dugc mot cot

gom toan s 1 (dpcm).
VIII. MOT SO BAI TOAN NANG CAO
Trong phan nay ching ta xay dung cach giai cho nhirng bai toan phuec tap hon.
Bai toan 19. Xung quanh cdng vién ngudi ta trong » cdy va gia sir trén mdi ciy cé mot
con chim. Thinh thoang 2 con chim dong thoi bay sang ciy bén canh theo hudng nguoc
lai. Hoi c6 thé dén mét ltc nao do tit ca cac con chim cung du trén mot ciy khong?
Bai giai
Chuing ta danh sb céc cdy trong cong vién 1la 1, 2, 3, 4, ..., n.
. Truomg hop n =2k + 1 (1) 12 c6 thé va bang cach sau day:
0 Chim tir ciy 2, cay 2k + 1 dong th&ri bay vé cay 1.
O Chim tir cdy 3, cdy 2k dong thoi bay vé (2, 2k + 1) — 1.
o Chim tir cay 4, ciy 2k - | d6ng thdi bay vé (3, 2k) — 1.
O Chimtecay(k+1,k+2) > (k,k+3)— > 1.
. Trudng hop n =2k (cau tra 1o 1a khong thé).
Gia sir tai mot thoi diem nao d6 ta ki hidu P 12 s6 chim trén cay thir i va xét tong
S=1.F+2F +L +nP,
Khi con chim bay sang bén canh theo chiéu danh sé thi sO _hang (P gram |, s& hang
(i+1)F,, tang i+1.
Suy ra S tang 1. Néu chim bay tir cdy # sang cdy 1 thi nP, giam n, 1P ting 1. Suyra §
glam n—1. '

Khi con chim bay theo chiéu nguoc lai voi ly ludn tuong tu ta ¢6 S giam 1 hodc

tang n—1.

Vay khi 2 con chim bay dong thoi sang cdy bén canh theo chiéu ngugc lai thi tong

S thay d6i mot lugngla 1+ (- =0; (n-D—-(n-1)=0; 1+(n-1)=n; ~(n-1)-1=-n
Nhu vay tong S 1a bat bién trong phép chia cho n.

13



Tai trang thai ban dau S =1.1+2.1+L n.l= n£n2+ % .
Khéng chia hét cho n vi n;—l = 2k2+!- khéng 1a s6 nguyén.

Tai trang thai cudi cung ta c6 S = n.j chia hét cho »n (mau thuan).
Bai toan 20. T mdt bo » s6 (x,,X,,...,x, ) trong d6 x, (i =1,...,n) nhan mdt trong hai gia
tri +1,—1. M&i phép bién do6i ta 1ap bd méi (x,%5, X, %3, X3X,,..., X, X, ) . Chung minh ring néu
n=2",(k=>1)thi sau mot s hitu han budc ta s& nhan dugc bo (1,1,1,K ,1).
Bai giai
Ta chirng minh quy nap theo «.
k=1(n=2): 1,-1)>(-L-1)—>1)

k+1

Gia str bai toan dung vdi day chiéu dai n=2". Ta xét day chiéu dai 2**'. O trang
thai 2 ta co:
> > ) >
(x,%,° %5, %,%," %, K ,x % "%, %,%,7%,) = (%3, %,%,,K ,x,_x,x,X,)

2 bd s6 duge cdu tao bai 2 bd chicu dai n=2":

(x.x;,x,%x,K ,x _x) va (x,x,,x,x, K ,x,x;). (1)

O trang thai thi 4 ta thu duge (x,x;, x,x,, %%, %,%,K ,x,x,) .

Bo6 sb nay co thé nhan duoc bang phép bién d6i riéng ré cta 2 bd (1). Suy ra ap
dung quy tac bién doi cho 2 bd (x,x;,x,x,.K ,x,_x) va (x,x,,x,xK ,x,x,) theo gia thiét
quy nap ta s€ nhan dugc hai b gOm toan sb 1. Va 2 bd nhin dugc nay ciing la két qua cla

phép bién d6i bd & trang thai 2.

14
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Bai toan 21. C6 mot hang gom 1000 sb nguyén. Ta xdy dung hang thir hai bang cach viét
dudi sé nguyén a cia hang thir 1 s6 f{a) bang s6 lin xuit hién cua a & dong thir 1.
Bang cach tuong tu ta xay dung lién ti€p cac hang tiép theo. Chirng minh ring sau
mot s6 hiru han budc ching ta s& xiy dung duoc 2 hang gidng hét nhau.
Bai giai
Theo quy tic bién ddi ta sé nhan duogc cac cdt nhu sau:
a
Ve
Jif(@)

J0(a))

Irong do fla) XUt ‘hién & hang thir hai it nhat la f{a) lan. Suy ra
/(@)= f(f(a))= f(a) (ting thuc su néu ¢é cac sd b#a cling xuit hién & hang 1,
f(b) = f(a) lan) '

Bat dau tir hang thir hai cac sé trén mdi cot 1a cac s nguyén dwong va don diéu
khong giam. Suy ra sau mét s6 hiru han buéc cac sd trén moi cot s€ khong tang. Khi do
hang sau sé& giong hét hang trudc.
Bai toan 22. Ta viét cac so nguyén trén mdi 6 ctia ban cd (8x8). Mdi phép bién déi,
ching ta chon ra bat ki mot hinh vudng con (2x2) hodc (3x3) va thém | vao cic sd
nguyén & moi 0.
I Ta c6 thé ludn nhin dugc mot bang gdm toan sé chin hay khong?
2. Ta c6 thé ludn luén nhian dugc mot bang ma gém toan cac sb chia hét cho 3 hay
khong?
Bai giai

Tra loi: Khong.

15
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: Ki hiéu S 1a tong cac sb cua bang trir hang thir 3 va hang thr 6. Sau
mdi phép bién ddi S ting 4 hoic 2. Suy ra S =0(mod2). Do vay néu S, khdng
chia hét cho 2 thi khong thé nhian dugc mdt bang gdom toan soé chin duoc (vi
S =0(mod?2)).

. Ky hiéu S 13 tong cac s6 cia bang trir hang thir 4 va thir 8. Sau moi
phép bién ddi S tang 9 hodc ting 6. Suy ra S =0(mod3). Viy néu S, # 0(mod3)
thi khong thé nhan dugc mot bang gom toan céc so6 chia hét cho 3 duoc.

Bai toan 23. Tai cac dinh cua da giac ching ta viét cac sO nguyén x, sao cho
5 » r ’ ' 4

S =in >0. Néux, y, z1a 3 so tai 3 dinh lién ti€p ¢6 y < 0 ta thay 3 s6 nay boi1 3 so
i=|

x+y,—-y,z+y. Chimg minh ring phép bién d6i trén s& dimg lai sau mot s6 hiru han
bude.
Bai giai
Tai moi trang thai ta 1ap ham s6 hoc sau:
Jo(x,,x,,%5,x,, %) = (X, —x3)2 +(x, -—x4)2 +(x; = xﬁ)2 +(x, — xl)2 + (x5 — J(:;.,)2
Néu x, <0 ta thuc hién phép bién d6i va nhan dugc
Jfi(x, %, %+ x,,—Xx,, x5 +x,) = (X — X, —x4)2 + (x, +x4)2 + (x, - x.)" +(x, +x1)2 +(x; + x, --~-x,)2
Ta co:
fi—fo=2x,(x, +x, +x;+x, +x,)=2x,.5 <0 (vi§S>0).
Gia str phép bién d6i khéng dirng lai sau mét sd hiru han bude, ta thu dugc diy vo han
fo>f>/f>LL
cuia cac sO nguyén duong (mau thuan).
Bai toan 24. C6 2n ngai dai sir duge moi dén du mot bira tiéc. Biét ring mot dai sir khong
quen nhiéu nhat n-1 dai sir khac. Chirng minh rang c6 thé xép céac dai sir xung quanh mot
ban tron sao cho khéng cé dai sir nao ngdi gitra 2 ngudi khong quen.
Bai giai

16
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Trude hét ta xét mot cach xép bat ki, gia sir 2 dai st khéng quen A, B ngdi canh
nhau. Ki hiéu d 1a s6 cac cip khong quen ngdi canh nhau. Ta xdy dung mot cach xép dé d

giam thuc su nhu sau:

B‘!

o

A B

Ta di chuyén A xung quanh dudng tron. Khi do A s8 gip it nhat » ngudi ban A’
cua minh (theo gia thiét A khong quen nhiéu nhit » - 1 ngudi). Trong sd n ngudi ngdi
canh A’ phdi c6 mdt nguodi quen cia B (vi B khéng quen nhiéu nhat # - 1 nguoi) ta goi
ngudi d6 1a B’. Doi chd gitta B va A’ ta thu duge 2 cap quen nhau. Suy ra d giam it nhét

l. Do vay, sau mot s6 hitu han budc ta sé cé d = 0.
Bai toan 25. Xét cac so a,,a,,a,,L. ,a, gém cac s6 nhan mot trong hai gia tr1 1 hoac -1
thoa man
S =aa,a,a, +a,a,a,a, +L +a aa,a, =0.
Ching minh rang » phai chi hét cho 4.
Bai giai
Néu thay a bor —a tas€co4 so hang trong tong khong d6i dau (a thugc 4 so hang).
Néu 4 s hang chira a > (0 suy ra$ giam 8.
Neu 4 56 hang chira a <0 suy ra S tang 8.
Néu 3 s6 am, ! sé duong suy ra § tang 6 - 2=4.
Néu 3 s duong, 1 s6 am suy ra S giam 4.

Néu 2 s0 am, 2 sb duong, suy ra S khong doi.

17



4

PGS.TS. Nguyén Vii Luwong - Truomg THPT Chuyén Khoa hoc Tw nhién 2012

Nhu vay S, =8

(mod4).
Ta ¢c6 S, =0(mod4) Trong tong S tiung budc ta chuyén cac s6 Am thanh s6 duong (-1
thanh 1) va ¢ trang thai cudi cung ta cé S, =n.Suyra 4|n.
Bai toan 26. Gia sir 4 s6 a,b,c,d 1a 4 s6 nguyén khéng dong thoi bang 0. Véi (a,b,c,d)
la trang thai ban dau chiing ta thuc hién phép bién d6i sau:
Thay (a,b,c,d) boil (a-b,b—-c,c—d,d—a).
Chimg minh rang vdi phép bién dbi trén ching ta ludn nhan dugc nhitng bo 4 s0 ¢o
mot thanh phan 16n tuy y.
Bai giai
Gia sit 4 s & trang thai n 1a (a,,b,c,d ), theo quy tic bién d6i ta cé
a +b +c +d =0
Chung ta xay dung ham s6 hoc nhu sau:
P =P(a_ b ,c.,d )= a,f + brf +c%+ df
Khi d6
P.=(a -b)+(0b,-c)+(,~d) +(d, —a,)’
=2(a +b +c’+d’)-2(ab +bc, +cd +da)
Ta lai co |
0=(a,+b +c,+d ) =(a,+c,) +(b,+d,) +2(a,+c, (b, +d,)
=(a,+c, ) + (b, + d) +2ab +bc, +cd +da,)
= -2(ab +bc +cd +da)=(a,+tc, )_2 +(b +d )
=2a’+b’+c +d )+(a,+c,) +(b, +d )
>2(a’+b°+c’°+d>)=2P

= P.>22"a’ +b’ +c’+d’).

= P

n+

Bai toan 27. Trong mdt hoi dong nhan dan, moi thanh vién cua hdi d6ng c6 nhiéu nhat 3

ngudi bat ddng chinh kién véi minh. Chimg minh ring ta c¢é thé chia hdi dong thanh hai
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hdi dong nho sao cho trong mdi hoi ddng nhé mot thanh vién chi ¢é nhiéu nhat mot ngudi
bat dong chinh kién.
Bai giai

Trudce hét ta tach tuy y thanh 2 hoi dong va ky hiéu d, 1a tdng sb nguoi bat dong
chinh ki€n véi timg thanh vién trong hdi dong thir 1, d, 1a tdng sb ngudi bt ddng chinh
kién voi timg thanh vién trong hoi dong thir 2. Ki hiéu d =d, +d, .

Gia sir thanh vién A c6 it nhat 2 ngudi bat dong chinh kién trong héi ddng thir 1.
(Khi cach chia khong thoa man yéu ciu bai toan). Khi dé A s& c6 nhiéu nhét 1 ngudi bt
dong chinh kién trong héi dong thir 2 (theo gia thiét). Vay ta chuyén A sang hoi dong thu
2 thi A thod man yéu cau cua bai toan. Hon nira, khi d6 d giam 2 va d, tang . Suy ra
bat bién d giam 1. Sau mét sé hiru han budc phép bién ddi ding lai co nghia Ia khong ¢6

thanh vién nao c6 it nhat 2 ngudi bat ddng chinh kién.
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