cuc VA pol cuc

Cuc va doéi cuc

Duong Biru Loc-Truong THPT chuyén Tran Pai Nghia

A. Puong doi cwe cua mot diém doéi véi 2 dwong thang

1. Dinh nghia: Hai diém A, B goi la lién hop dbi véi 2 dwong thang a, b khi ching lién hop

v&i 2 diém C, D la giao diém cta AB vdi a, b.

O day khai niém A, B lién hop véi C, D ¢6 nghia 1a A, B, C, D 1a hang diém diéu hoa hay

(ABCD) = -1

2. Bai toan: Cho 2 dwong thang c, d va diém A & ngoai. Tim quy tich nhiing diém B lién hop
cua A doi voi c, d.

B. Pwong déi cwe caa diém déi véi mot dwong tron
1. Dinh nghia: Hai diém A, B goi | lién hop dbi v&i dwdng tron (O) khi dwéng tron duéng
kinh AB tryc giao voi (O).
Pudng tron (O;R) goi la trwe giao vai dwdng tron (O’;R’) khi va chi khi phwong tich ctia O dbi
v6i (O’) bang R2. Khi d6 dwong tron (O°) cling true giao véi (O).

Ké mot cat tuyén AC'D’. L&y
mot diém B’ lién hop cta A dbi
voi C'D’.

Ké cat tuyén di déng ACD. Nbi
OB ciat ACD tai B. Ta c6
(O,AB'C'D’) 1a mét chum didu
hoa nén (O,ABCD) cling la mot
chum diéu hoa. Do d6 A, B lién
hop véi dbi voi ¢, d. Vay quy
tich nhirng diém lién hop cua A
ddi véi ¢, d la dwong thang lién
hop ctia OA dbi véi c, d.

D™ .
\ Pwéng thang nay goi la

dworng do6i cwe ciia A doi véi
¢, d. Biem A goi la cuc.

s s

Chuy

- khi ¢ // d thi dwong dbi cuc
cling song song va&i c,d.

- Trong mét hinh 4 canh du
méi dwing chéo dwoc 2
dwong chéo kia chia diéu hdoa
doéi véi 2 dinh.
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2. Bai toan: Tim quy tich nhirng diém lién hop cta diém A déi véi duwong tron (O).

L4y mot diém B bat ky lién hop cha A dbi véi dwong tron (O). Theo dinh nghia ta c6 dudng
tron (O) trwc giao véi duwdng tron dwong kinh AB. AO cét duwong tron (O) tai C, D va dudng
tron (O’) tai H. Ta c6 OC? = OD? = OH.OA = (AHCD) = - 1 hay H Ia lién hop cia A dbi véi
C,D. Vi A, C, D c¢b dinh nén H cé dinh. Vay quy tich nhitng diém lién hop cta A dbi voi
dudng tron (0) 1a mét dwdng thadng a vudng goc véi OA tai H véi OHOA =R?.

Pwong thang a goi la dwéng déi cwe cia A déi véi dwdng tron (O) va A goi la cye cia
a déi véi (0).

Chuy:

Trong _mét _tr_gidc _ndi_tiép,
giao diém cua 2 dwdng chéo
sé lién _hop véi 2 giao diém
cua 2 cdp canh dobi.

Gia str IJ cat CD, AB lan lwot
tai M, N ta ¢c6 M,K lién hop v&i
C,.DvaN,Klién hopvoiB, A=
IJ 1a dwong dbi cuc cua K dbi
véi duwong tron.

Twong tw IK 12 dwong dbi cuc
cia J va KJ 1a duong dbéi cuc
cua l.
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3. Tinh chét cua dwong déi cuec.

a) Puong dbi cwe ctia mot diém A (khac O) dbi vai dwong tron (O) 1a mét dwong thdng hoan
toan xac dinh vi OH.OA =R?

b) Hai diém A, B c6 2 duerng dbi cwe khac nhau dbi véi mot dudng tron.

c) Néu dwérng ddi cwe ctia A di qua B thi dwdng déi cuc chia B sé di qua A.

That vay néu dudng dbi cuc ctia A di qua B thi B 1a diém lién hop cha A dbi vai (O) cho nén
A ciing |a diém lién hop cda B dbi vai (O) ,vay A nam trén dwdng dbi cuc cia B.

d) Néu mét diém A chay trén dwérng thang (d) thi dwéng ddi cwe ctia A ludn di qua cwe B cla
(d).

e) Néu 4 diém ABCD lap thanh mét hang diém diéu hoa thi 4 dwéng dbi cue cua ching lap
thanh mét chum diéu hoa.

Gia st A,B,C,D nam trén A. Goi | la cuc cta A dbi véi (O). Goi dy, do, ds, dg 1an lwot 1& cac
dwéng dbi cwe cta A, B, C, D, chiing déng qui tai | va 1an lwot vudng goc véi OA, OB, OC,
OD. Vi chum (O,ABCD) diéu hda nén chum I(d;dzdsds) cling 1a chum diéu hoa.

4. Binh ly Brianchon. Mét hinh luc giac ngoai tiép c6 3 dworng chéo déng qui.

Céac diém A,B,C,D,E,F c6 cac dudng déi cwc la SM,MN,NP,PQ,QR,RS. Goi o,B,y 1a giao
diém cua cac duong thang (MN,QR), (NP,RS), (PQ,SM). Goi a, b, ¢ la cac dwong ddi cuc
cua o,B,y.

Vi MN qua anén a qua B

ViQR qua aanénaquakE

Vay BE 1a dwdng dbi cuwe cla o.

Twong tw CF la dwéng dbi cue cua B, DA 1a dwéng dbi cwe cda .

Theo dinh ly Pascal o,B,y thdng hang nén BE, CF, DA déng qui.
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Déi vé&i ngii giac ngoai tiép : AD, BE, CM dong qui.
E

D

Déi voi tir giac ABCD ngoai tiép: hai dwong chéo AC, BD va hai dwong thang néi cac
tiep diem cac canh doi thi dong qui.
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C. Mét s6 bai toan ap dung:
Bai 1. (Trung Quéc 97) Cho tir gidc ABCD ndi tiép dwong tron(O) . Goi P 1a giao diém cda
AD va BC, Q la giao diém cia AD va BC. Tir Q vé céc tiép tuyén QE, QF véi (0). Chirng
minh: P, E, F thang hang

Giai
T& gidc day da ABCDPQ cho ta P nam
trén duwong ddi cwc cia P ma EF 13
duwong dbi cwe cua P do d6 P,E,F thang
hang.

Bai 2. (Uc-Balan 98) Cho cac diém phan biét A, B, C, D, E, F nam trén cung mot duong tron
theo thir tw d6. Cac tiép tuyén tai A, D va cac dwong thang BF, CE déng qui. Chirng minh
rang cac dwong thang AD, BC, EF hoac cung song song hodc déng qui.

Giai
Néu BC//EF thi do tinh déi xirng ta ¢6 BC L IO ma AD
1 10 nén AD//BC.
Néu BC cat EF tai K thi K nam trén déi cuc cia | ma
AD 1a dbi cwc cla | nén K thudc AD. Vay AD,BC,EF
dong qui tai K

Bai 3. Cho AABC néi tiép dwong tron
(O). Ba duwdng phan giac ciua AABC
cat (O) lan lwot tai A’, B’, C. Ba cép
tiép tuyén véi (O) tai A/A’, B,B’ va CC’
cat nhau tai Ay, By, C1. Chirng minh Ay,
B1, C4 thdng hang.
Giai

A1, By, C4 c6 céac duorng dbi cuc 1a AA’,
BB’, CC’ ma 3 dwdng nay dong qui tai
tam dwdng tron ndi tiép AABC nén Ay,
By, C; nam trén dwong déi cuc cla
tam dudng tron ndi tiép déi vai (O).
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Bai 4. Cho t& giac ABCD ngoai tiép dwdng tron (O) c6 cac canh AB, BC, CD, DA tiép xUcvéi
(O) lan lwot tai G, H, K, L. Goi E Ia giao diém cta AB va CD, F la giao diém cta AD va BC va
P 1& giao diém cta GK va HL. Ching minh: OP L EF

Giai
P e HL la d6i cwc cGa F nén F nam trén déi cwc
cua P
Twong tw E cling nam trén déi cuc cha P
— EF |a déi cwc cia P = EF L OP

Bai 5. Cho AABC ngi tiépdwong tron (O). Tiép tuyén tai A cua (O) cét BC tai D. DO cat AB,
AQ lan lwot tai E va F. Goi M, N la trung diém cta AB va AC. Chirng minh: EN, FM va AO
dong qui.

Giai

T A ké duwong thang vudng goc véi OD cat BC tai H. Chum (A, BCHD) la chum diéu hoa.
Mat khac ta c6 OM L AB, ON L AC, OD L AH, OA L AD = (O, MNDA) la chum diéu hoa

= cat tuyén MN cGa chum &y cho ta QPMN 14 hang diém diéu hoa

= APO |4 dworng dbi cwe ctia Q dbi véi AB,AC = APO phai di qua giao diém cta EN va MF.

Bai 6. Cho AABC va mc}t'diém D trén AC, mét diém E trén AB. BD va CE cat nhau tai O.
T(én AO lay mét diém L bat ky. LD cat CE tai H, LE cat BD tai |. Chitng minh DE, HI va BC
dong qui.
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Giai

Goi P la giao diém ctua ED va BC; P’
la giao diém cta ED va IH.
T giac hoan toan AEBOCD cho ta
EDMP la hang diém diéu hoa.
Tw giac hoan toan LIEODH cho ta
EDMP’ |4 hang diém diéu hoa.
Vay P trung P’.

L

Bai 7. Cho goc xOy va mét diém P ¢6 dinh trén Ox. Buong tron (C) di dong ludn tiép xic voi
Ox, Oy tai A, B. T P vé tiép tuyén PM véi (C). Chirng minh BM qua mét diém cb dinh.

Giai
Goi H, D, E Ian lwot |a giao diém cta BM véi OC,NA va OA.
E nam trén dbi cwc ciia N nén N nam trén dbi cuc cta E
E nam trén dbi cwe ctia A nén A nam trén dbi cwc cla E
vay AN la dbi cwc cla E dbi véi duwdng tron (C)
= AN la dbi cuc cta E dbi véi NO, NP = EAOP |a hang diém diéu hoa = (H, EAOP) 13
chum diéu hoa ma HO la phan giac ctia géc EHA nén HP L HO hay H 13 hinh chiéu cGa P 1&n
phan giac ctia goc xOy. Vay H c¢b dinh.
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Bai 8. Cho duong tron tam | ndi tiép AABC tiép xtc véi cac canh tai A’, B, C'. Hai dwong
phan giac cua goc B va C lan lwgt cat B'C’ tai D va E. BE va CD cat nhau tai M. Chirng minh

IM L BC.

Giai
Goi F la giao diémcua B'C’ v&i
BC, ta c6 AA’ 1a dbi cuc cla F dbi
véi duwong tron (1) = AA’ cling la
déi cuwc cha F dbi véi AB, AC =
BCA'F |a hang diém diéu hoa
= A’ lién hop v&i F dbi voi MB,
MC
Ma IM la dwong dbi cuc cua F
déi véi MB, MC nén A’ thudc IM
Hay IM L BC

Bai 9. (T7/317 tap chi THTT) Cho t& giac ABCD ngoai tiép (O). Goi E, F 1a giao diém cta BD
v&i (0). H 12 hinh chiéu cia O 1én AC. Chirng minh: BHE = DHF

Giai

A

Goi K= MN n PQ,
L=NPMQ,I|=MP
N NQ
— KI 1a déi cwc cua L,
LI 1a dbi cwc ctia K
Le NP = C e Kl
Le MQ = A e Kl
vay A,C,K|IH thing
hang

D Ke MN=B e LI
Ke PQ=De LI
vay L,B,E,l,F, D thing
hang
AC la dbicuyccla L =
AC 1L OL = O,H,L
thdng hang
AC la dbi cuc clha L
d6i voi (0) = LIEF Ia
hddh = (H,LIEF) Ia
chum diéu hoa ,lai c6
HL L HI = HI la phan
giac goc EHF (1)

AC la dbi cwc cia L ddi voi (O) = AC 1a dbi cuc cla L dbi véi CB, CD = LIBD la hddh = (H,
LIBD) 1& chum diéu hoa , lai ¢ HL L HI = HI |a phan giac cta goc BHD (2)

T (1) va (2) suy ra BHE =DHF
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Bai 10. (Trung Quéc 2006) Cho dwérng tron (O) dwong kinh AB. Tir diém C trén AB ndm bén
ngoai (O) ke cét,tuyén CDE. Goi OF la dwong kinh cia dwong tron ngoai tiép ABOD c¢6 tam
la O1. Bwong thang CF cat lai (O4) tai G. Chirng minh O, A, E, G cung nam trén duwdng tron.
Giai
C nam trén dbi cwc clia P
FD,FB la céc tiép tuyén ctia (O) = BD
la doi cye cua F
P thudc BD = F nam trén dbi cuc cla
P
= CF la d6i cyc cta P
Of = CF LOP
A O B C  matkhac CF L OG
= O,G, P thang hang
Tacéd
PE.PA =PD.PB =PGPO
— AEGO ndi tiép.

Bai 11. (IMO 98) Cho AABC. Buwdng tron (1) ndi tiép tam giac tiép xtcvéi cac canh BC, CA,
AB lan lvot tai K, L, M. Buong thang qua B va song song v&i MK cét LM, LK 1an Iwot tai R, S.
Chng minh rang géc RIS nhon.

Giai
Dé thdy MK 1a di cwc cua B va RS
la dbi cwe cua H
S nam trén d6i cwc cia H = H
nam trén dbi cwc cla S
S nam trén déi cwc cia C = C
nam trén dbi cwc cla S
vay CH la déi cuc cia S
twong tw AH 13 d6i cuc cia R
= CHLISvaAH LIR
= goc RIS bu voi géc AHC
Goi N la trung diém cta AC. Ta cé
2HN =HA +HC =
HM+MA +HK +KC = MA +KC
Do AM, KC khéng song song voi
nhau nén 2HN < MA + KC = AC
= gbéc AHC tu = gb6c RIS nhon
Bai 12. Cho t& giac ABCD noi tiép dworng tron(O). AC cat BD tai |. Cac dwdng tron ngoai tiép
cac tam giac AOD va COD cat nhau tai J khac O. Chirng minh IJ L OJ

Giai

Goi K 1a giao diém ctia AB va CD. KO cat dwdng tron tai M,N.
Ta c6 KA.KB = KC.KD = K thudéc OJ 1a truc dang phuong clia 2 duwéng tron (AOB),(COD)
— KJKO = KMKN = (KO + 0J) KO = (KO + OM)(KO + ON)
= KO? + OJKO = KO? + KO.ON + KO.OM+ OMON = OJ.OK =R?
= K,J,M,N la hang diém diéu hoa hay J thudc déi cuc cla K = 1J 1a dbi cwc ctia K = IJ LOK
Vay IJ L OJ
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Bai 13. Cho AABC c6 cac dwong cao BE, CF cat nhau tai H. Goi N, P lan lwot 1a trung diém
cua AC va AB. EF cat PN tai K. Chirng minh rang AK vuéng géc v&i duwdng thang Euler ctaa

AABC.

POL=90°-A, PLO,=180°-C

Giai
Goi L 1a tdm dwong tron Euler
cua AABC = HL la dudng
thang Euler ctia AABC.
Goi | 1a giao diémcua PE va
NF, ta ¢c6 PENF néi tiép =
AK la dbi cwe clia | = AK L LI.
Ta can ching minh L, I, H
thdng hang.
Xét 2 duong tron (BPE),
(FNC) c6 tam lan lvot 1a Oy,
O..
Pyon = IP.IE=IF.IN = Py0z
Phion= HB.HE = HF.HC =
Phio2)
O4P la trung trwc ctia BE
OiL la trung trwc cua PE
=

:@_:900_53#: _ PI; -0, _PLcosB _RcosB
sin(90" -B) sin(90" - A) cosA  2cosA
— Op- RsinC
2CosA
2
= I:)L/(O1) = O1L2 —O1P2 ZW(COSZ B —sin? C)

Chtrng minh twong twtacé R , =

= Plo) =P,

4cos® A

2

(cos® C—sin®B)

Ba diém I, H, L c6 cung phwong tich déi véi 2 dwdng tron (O4), (O2) nén ching thdng hang.

Vay AK vuéng géc véi dwdng thang Euler clia tam giac ABC.

Bai 14. Cho AABC, duéng tron ndi tiép tiép xtc véi BC, CA, AB lan luot tai D, E, F. Buong
tron ndi tiép ADEF tiép xtc véi EF, ED, DF lan lwot tai M, N, P. Chérng minh: AM, BP, CN

dong qui.

Giai

10
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Goi O, | 1an lwot la tam cac dwong tron noi tiép cac tam giac ABC va DEF.
Goi H, K, L lan lwot la giao diém cua cac cap dwong thang (EF,PN), (DF,MN), (DE,MP)

Tacé %%% =1 nén theo dinh ly Ceva thi DM,FN,EP déng qui.

Céc dwong thang nay co céc cuc lan lwot 1a H,L,K dbi vai dwong tron (1) = H,L,K thdng hang.
Goi A’ la giao diém cta DM va PN ta c6 (HA'PN) = -1 = (HMFE) = -1 = M thudc g‘l’éi cwc cla
H doi véi dwong tron (O) ma A ciing thudc doi cwe ctia H doi voi (O) nén AM la doi cye cua H
d6i voi (0).

Chirng minh tvong ty ta cling ¢6 BP 1a d6i cwe cdia K déi véi (O), CN la doi cwc clia L doi voi
(O). Do H, K, L thang hang nén AM, BP, CN dong qui.

D. Bai tap tw luyén.

Bai 15. Cho AABC c6 3 duong cao AA’, BB, CC’. Buong tron (1) ndi tiép tam gidc tiép xtic
véi 3 canh BC, CA, AB lan lwot tai D, E, F. Goi A4, By, Cq lan lwot la trung diém cia AA’, BB,
CC.
a) Ching minh DAy, EB;, FCy dong qui ]
b) Goi A, By, G2 lan Iwot la giao diém cua cac duong thang DA+, EB4, FCq voi dwong
tron (1). Chirng minh AA,, BB, CC, dong qui.

Bai 16. Cho AABC noi tiép duong tron (O). Mot dwong thang bat ky cét cac canh AC, AB lan
lwot tai D, E va cat (O) tai P, Q. BD, CE cat (O) lan Iwot tai M,N. Goi | la giao diém cua
MP,NQ va K 13 giao diém ctia MN,PQ. Chirng minh Al L OK.

Bai 17. Cho AABC noi tiép duong tron (O). Puwdng tron (1) ndi tiép tam giac tiép xdc véi 3
canhtai D, E, F.
a) Ching minh Ol 13 duwéng théng Euler ctiia ADEF.
b) Cac phan gidc ngoai cac goc A, B, C cat cac canh lan lwot tai M,N,P. Chérng minh M,
N, P thdng hang va dwong thdng MNP vudng géc vai Ol.

Bai 18. Cho AABC. Buong tron (1) ndi tiép tiép xdc voi BC, CA, AB lan luot tai D, E, F. P 13
m‘C)t diém bat ky sao cho PA, PB, PC cat (l) lan lwot tai X, Y, Z. Chirng minh DX, EY, FZ
dong qui.
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