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Loi mé dau

Hang diém diéu hoa - ty so kép 1a mét khai niém quan trong trong hinh hoc xga
anh bdi mét trong nhitng ¥ tuéng quan trong nhat cuia né 12 bdt bién dudi cac
phép xa anh. Tit gidc diéu hoa 1a mét ti giac néi tiép dac biét tha vi trong hinh
hoc, do dé né la mét topic khdng thé thiéu trong hinh hoc Euclide ¢ dién (néu
coi dwong tron nhw dwrong thang suy réng thi tiz gide diéu hoa 1a mét khai niém
ty nhién xudt phat tir hang diém diéu hoa, ty so kép). Mdc du khai niém vé tir
gidc diéu hoa da cé tir khd ldu, nhung nhifng nghién cizu mang tinh hé thong
dau tién vé ti gidce diéu hda chi bat dau vao khodng nam 1885 sau céng trinh
cua Robert Tucker dang trén to “Mathematical Questions from the Educational
Time”. Rdt nhiéu céc bai hinh hoc trong cac cugc thi Olympic Toan gan ddy
chita dung trong né cdc y twong cua tir gide diéu hoa. Trong bai viét nay ching
t6i muon gidi thiéu téi ban doc cac tinh chdt dac biét tha vi cua tir gide diéu
hoa va nhiing izng dung dep trong gidi toan.



Phan I: Kién thitc co ban.

1) Dinh nghia
T gidc ndi tiép ABCD duogc goi la diéu hoa néu ton tai diém M thudc duong
tron ngoai tiép tr giac sao cho M(ACBD)=-1.

Nhdn xét: T giac ABCD 1a diéu hoa thi véi moi diém M thudc (O) ta déu
c6 M(ACBD)=-1.
Chuy:
1) M(ACBD) duoc dinh nghia nhu sau: M(ACED) = STMB MA) . Sn(MD, MA)
sin(MB,MC) sin(MD, MC)
2) Trong phan nay ta quy udc (O) 1a dudng tron ngoai tiép tir giac diéu hoa
ABCD.

2) Tinh chit
Cdc tinh chdt cia Tir gidc diéu hoa da dwoc dé cdp va chitng minh trong rdt
nhiéu tai liéu. Bai viét ndy chi xin hé thong lai mét cach day dit va khdong chitng
minh:
a) Tt giac ABCD diéu hoa <> ABCD = AD.CB
Nhdn xét: 1) Ap dung dinh 1i Ptolemy cho tt giac diéu hoa ABCD ta co:
AC.BD=2AB.CD=2AD.CB
2) Vi tinh chat nay tuong duong voi % = % nén ta da st dung

thuat ngtr “Twr giac di€u hoa”.

b) Tt gidc ABCD diéu hoa khi va chi khi A,,A., BD dong quy hodc d6i mot
song song. Trong d6 A,,A. 1an luot 13 tiép tuyén tai A va C cta (O).

¢) Tt gidc dicu hoa ABCD ndi tiép (O) ¢6. Chirng minh ring (O) tryc giao voi
duodng tron Apollonius ti s6 k dung trén doan AC.

d) Cho tir giac diéu hoa ABCD. Goi N 1a giao diém cua AC va BD. Chuing

s NA (BAJZ (DAT
minh rang: — = = =] =
NC \BC DC
e) Cho tir gidc diéu hoa ABCD. Goi M la trung diém ctia AC. Chimg minh
rang:
ZADB= /MDC.

Chu y: Puong thang DB trong bai toan nay chinh 1a duong d6i trung cta tam
gidc ADC. Day cling 1a mot tinh chat quan trong va rat hay dung cua 7w gidc diéu
hoa.



3) Phu luc
Sau day xin dwoc néu ra mot so bai todan co ban hay dwoc dung trong cdc bai
toan can sw dung T giac diéu hoa

Bai toan 1: Cho tir giac diéu hoa ABCD i tiép (O); M 1a giao diém hai tlep tuyén
tai B, D cua (O). Buong thang song song v&i AB ké qua C ciat DB, DA lan luot ¢
H, K. Chtrng minh rang: HC=HK.

Bai toan 2: Cho tir giac diéu hoa ABCD noi tiép (O), goi M 1a giao diém hai tiép
tuyén tai B, D cua (O) Goi I 13 giao diém cia OM va BD. Khi ay IB 1a phén giac
cua goc AIC.

Bai toan 3: Cho ttr gidc ABCD ni tiép (O). ABACD=S,ADABC=F,ACABD=E.
Tiép tuyén SM, SN véi dudng tron. Chimg minh rang E, F, M, N thang hang.

Bai toan 4: Cho tir giac ABCD ngoai tiép (0). M, N, P, Q 1a tiép diém cua (O) véi
AB, BC, CA, AD. Ching minh réng AC, BD, MN, PQ déng quy.

Bai toan 5: Trén duong thang d cho 4 diém A, C, B, D theo thtr ty d6. S 1a mot
diém khong thudc d. mot dudng thang song song vdi SA theo thi ty cat cac tia SB,
SC, SD tai Y, X, Z. Chttng minh rang (ABCD)=-1 khi va chi khi YX=YZ.

Bai toan 5 dugc coi nhu mot dinh ly da duoc dé cap tdi1 trong chuyén dé Hang
diém diéu hoa. N6 1a y tuong cho nhiéu bai toan lién quan téi Ti gidce diéu hoa ma
chung ta sé& thay rd hon qua cac vi du va bai luyén tap!



Phan II: Ung dung ciia Tt giac diéu hoa.

Van dung Ti gidc diéu hoa, chung ta c6 thé xay dung nhiéu bai toan hay,
nhimg 101 giai dep. Do d6 ma cac bai toan lién quan t61 T gidc diéu hoa thu:ong
xuyén xuat hién trong cac dé thi, tir chon doi tuyén tru:ong cho toi thi hoc sinh gioi

qudc gia (VMO), qudc té (IMO). Sau day chung ti xin néu ra mot s6 vi du dién
hinh:

Ung dung 1: Chitng minh dong quy va thang hang.

Vi du 1: Cho tam giac ABC khong can tai A, ndi tiép duong tron (0), M 14 trung
diém ciia BC. Cac doan N, P thudc doan BC sao cho MN=MP. Cac dudng thang
AM, AN, AP theo thir ty cit (O) tai X, Y, Z. Chirng minh rang: BC, YZ va tiép tuyén
tai X cua (O) dong quy.
Lo’t gidi:
Lay K thudc (O) sao cho AK//BC. (*)
Goi S 1a giao diém cac tiép tuyén tai K, X cta (O).
Tir (*) két hop véi diéu kién MB=MC, MN=MP, ta suy ra:

A(BCXK)=-1

A(YZXK)=-1
Suy ra cac tu giac BXCK, ZXYK diéu hoa.
Tir d6 suy ra BC, YZ cung di qua S. (Tinh chat (2))
Piéu d6 c6 nghia 1a BC, YZ va tiép tuyén voi (O) tai X dong quy.

(dpcm)

Nhén xét: O vi du ndy, cac yéu to c6 trong gia thiét: trung diém cta doan thang,
hai duong thang song song goi ta nghi tdi viéc sir dung bai toan 5 (trong muc 1.3)!

Vi du 2: Cho duong tron (1) noi tiép tam giac ABC, tiép xuc véi cac canh BC, CA,
AB lan luot ¢ D, E, F. Goi M 1a giao diém thi hai ctia dudng thang AD va dudng
tron (1); N, P theo thtr ty 1a giao diém tht hai cia MB, MC va (1). Chtrng minh rang
MD, NE, PF dong quy.
Loi gidi:
Bé dé : Cho lyc giac noi tiép ABCDEF. Chimg minh rang AD, BE, CF dong quy
khi va chi khi ABCDEF _
BC.DE.FA
Chung minh:

Xét tam giac AEC va cac diém D, B, F. Theo dinh li Ceva dang luong giac va
theo dinh 1i ham s6 sin, ta co:
AD, EB, CF ddng quy khi va chi khi:
sinZDAE sin/ZBEC sinZFCA
sinZDAC 'sinZBEA'sinZFCE

DE BC FA

DC BA FC
< AB.CD.EF = BC.DE.FA

Tro lai bai toan:



Ta co:

ME.DP=EP.MD (do t&r giac MEPD diéu hoa)

NF.MD=FM.ND (do t&r giac FMDN diéu hoa)

Suy ra: ME.DP.NF.MD=EP.MD.FM.ND

Hay ME.PD.NF=EP.DN.FM (rtit gon hai vé di MD)

Theo bd dé trén ta co dpem.

Nhdn xét: Mau chét cua bai toan nay 1a nhé duge bod dé trén (day 1a mot bd dé kha
quen thudc).

Vi du 3: Cho tam giac ABC va diém M . Cac duong thang AM, BM, CM theo thir
tu cat BC, CA, AB tai D, E, F. Lay X thuéc BC sao cho ZAMX=90". Y, Z theo thtr
tu 1 diém d6i xtmg ciia M qua DE, DF. Chtng minh rang X, Y, Z thang hang.
Loi gidi:

Nhdn xét: O bai nay, dé chimg minh X, Y, Z thang hang ta nghi t6i viéc sit dung
tinh chat 2 ctia 71 gidc diéu hoa. Dé dat duoc muc dich nay, ta can phai lam xuat
hién Tt gidc diéu hoa va hién nhién phai xuat hién mot duong tron. Dé y gia thiét,
su dbi xing cia M qua DE, DF va mot cach tu nhién ta c¢6 1oi giai sau:

Goi T 1a diém d6i xing véi M qua BC.

Ta co:

DY=DZ=DM=DT nén bén diém T, M, Y, Z cliing nam trén dudng tron tdm D.
Mit khac, vi ZAMX =90 nén XM tiép xtic véi (D) tai M.

Vi M, T dbi xtmg v6i nhau qua BC nén XT tiép xuc véi (D) tai T.

Ta co0: M(DXEF)=-1 (day la mot hang co ban)

—M(XTYZ)=-1 (Vi MX, MT, MY, MZ theo tht ty vudng goc véi DM, DX, DE,
DF).

Suy ra: M(MTYZ)=-1

Hay ttr giac MYTZ diéu hoa.

=X,Y,Z théng hang.

(dpcm).

Ung dung 2: Chitng minh dwong théing luén di qua diém co dinh, diém co dinh.

Vi du 4: Cho tam giac ABC ndi tiép duong tron (O) ¢d A ¢b dinh va B, C thay ddi
trén (O) va ludn song song vi mot duong thang c¢b dinh cho trude. Cac tiép tuyén
cta (O) tai B, C cét nhau tai K. Goi M 1a trung diém ctia BC, N 1a giao diém cua
AM v6i (O). Ching minh rang dudng thang KN ludn di qua mot diém c6 dinh.
Loi gidi:

Goi giao diém thi hai ctia KN véi (O) 1 1.

Tt giac IBNC diéu hoa nén ta o A(IBNC)=-1.

Mit khac, M 1a trung diém caa BC nén Al//BC, suy ra diém | ¢ dinh.

Vay duong thang KN ludn di qua mot diém cb dinh (diém I).



Vi du 5: Hai duong tron (O) va (O’) cit nhau tai hai diém phéan biét A, B. Lay M
thude (O), MA, MB cit (0) tai N, P. Goi Q la trung diém ctia NP. Chimg minh
rang MQ 1udn di qua mét diém c6 dinh.
Loi gidi:
Goi giao diém thi hai cia MQ véi duong tron (O) 1a C.
D@ théy tr gi\c MACB diéu hoa nén AM va céc tiép tuyén tai A, B cua (O) dong
quy.
Vay MN luén di qua giao diém cac tiép tuyén tai A, B ctia (O) ¢b dinh.

(dpcm)

Vi du 6: Trén mat phang, cho dudng tron (O) va hai diém c6 dinh B, C trén dudng
tron nay sao cho BC khéng 1a duong kinh caa (O). Goi A 1a mot diém di dong trén
duong tron (O) va A khong trung véi hai diém B, C. Goi D, K, J 1an luot 13 trung
diém cua BC, CA, AB va E, M, N lan luot 1a hinh chiéu vudng goc cta A, B, C trén
BC, DJ, DK.
Chtng minh rang céc tiép tuyén tai M, N ctia dudng tron ngoai tiép tam giac EMN
ludn cat nhau tai diém T ¢6 dinh khi A thay doi trén (O).
(Vietnam TST 2012)

Loi giai:
Goi H 1a tryc tdm cta tam giac ABC. Ta xét truong hop H nam trong tam giac, cac
truong hop con lai xét tuong tu.
Trude hét, ta chimg minh rang T nam trén duong thang OD.
D@ dang thdy H nam trén cac duong thang BM va CN nén cac diém D, M, N, H, E
cung thudc duong tron duong kinh HD.
Puong thiang qua H, song song v&i BC cét duong thang OD tai diém S. Do nén S
cling thudc dudng tron dudng kinh HD. Goi X 1a hinh chiéu cua E 1&n AD thi X
cling thudc duong tron nay.
Ta s& chtitng minh cac tr gidc DMSN, XMEN 14 céc tir giac diéu hoa.
That vdy, do HS//BC va D 14 trung diém cta BC nén theo tinh chat vé chum diéu
hoa, ta c6 (HS, HD, HC, HB)=-1 hay tir giAc DMSN la tir giac diéu hoa. Theo tinh
chat cia tr giac diéu hoa ta 6 T nam trén dudng thang DO.
D@ thay tir giac DEJK 14 hinh thang can nén AENK O AEMJ(g.g) .

EM EJ AB

Suy ra — =——=-——. Hon nira, ta c0:
EN EK AC

XM _sinZXNM _sinZXDM _ sinZDAC _ AB
XN sinZXMN  snZXON  sinZDAB  AC
Do do, E'\l\’l' :% hay tir gidc XMEN diéu hoa. Ta co duoc T ndm trén EX hay T

chinh 1a giao diém ciia EX va AO.

Ta s& ching minh khoang cach tir T dén D khong doi.
Goi B’ 1a hinh chi€u ctia B trén AC. Do AAHX[] AADE nén
AX.AD = AH.AE = AB'.AC hay tir gisc CDXB’ ndi tiép.
Suy ra Z/DXC=/DB'C=/DCA= DX.DA=DC’.

2
Theo dinh Ii Thales thi DT =A5DX _ ADDX_ DC™
AH AH




Dé thay DC, AH déu khong d6i nén do dai doan DT khong d6i hay T 1a diém cb
dinh.
Ta co6 dpem.

Ung dung 3: Tir gidc diéu hoa véi Cdc phép bién hinh trong mat phang.

Vi du 7: Trong mit phang cho hai dudng tron ¢ dinh (O) va (O) tiép xtc trong
v6i nhau tai diém M va ban kinh cta dudng tron (O°) 16n hon ban kinh dudng tron
(0). Xet diém A nam trén duong tron (O’) sao cho ba diém O, O’ va A khong
thang hang. Tir A ké céc tiép tuyen AB, AC dén duong tron (0) (B, C 1a cac tlep
diém. buong thang MB, MC lan luot cit lai (O’) tai E va F. Goi D la giao diém
cuat tiép tuyén tai A cua (O’) va duong thang EF. Chimg minh rang diém D di
dong trén mot duong thang co dinh, khi diém A di chuyén trén dudng tron (0”) sao
cho ba diém O, O’ va A khong thang hang.

(VMO 2003)
Loi gidi:
Goi A’ 1a giao diém thir hai cia AM va (O). Vi AB, AC 1a cac tiép tuyén cta (O)
nén tir gidac A’BMC la tir giac diéu hoa.
Suy ra tiép tuyén tai A’, M cta (O) va duong thang BC dong quy tai mot diém. Gia
st diém d6 1a D,
Nhu vay D’ di dong trén tiép tuyén cta duong tron (O) tai M va tiép tuyén do cb
dinh. Phép vi ty tim M, bién (O) thanh (O”), cho nén bién BC thanh dudng thang
EF, tiép tuyén tai A’ thanh tiép tuyén tai A va bién D’ thanh D. Vay tap hop céac
diém D nam trén duong thang MD’ 14 tiép tuyén ta M cua (O).

Vi du 8: Cho duong tron (O) c6 duong kinh AB va mot diém C nam trén (O), khac
A, B. Tiép tuyén tai A cia (O) cat duong thang BC tai M. Goi giao diém cua tiép
tuyén cta (O) tai B va C 1a N. Puong thang AN cit (O) tai D va cat BC tai F.
Puong thang OC cat duong thang qua M va song song véi AB tai I. Puong thang
OD cit dudng thang qua N va song song véi AB tai J. Goi K 1a giao diém ctia MD
va NC. Gid st 1 cit MN tai E.

Chtng minh rang: K 1 tAm cua dudng tron di qua bon diém C, D, E, F.

Loi gidi:

Vi NC, NB 1a tiép tuyen cua (O) ke tr N, NDA 1a mét cat tuyén cta (O) nén tir
giac ACDB 14 tir giac diéu hoa. Suy ra tiép tuyén tai A, D cta (O) va dudng thang
BC ddng quy, tirc 1a MD 14 tiép tuyén cua (O) tai D.

Do d6 ta c6 KC=KD.

Dé thay: IM=IC va JN=JD; F 1a tryc tim ciia tam giac OMN,

Goi E’ 14 giao diém cta OF voi MN. Ta ching minh E’ chinh 13 diém E.

Ta cd: MD? = MX.MO= ME'.MN = MB.MC

Qua phép nghich dao N™ thi B—C;N — E' nén BC bién thanh dudng tron
(MCE”) tiép xtic voi (O) tai C va tiép xtc véi AM tai M. Suy ra I 1a tim ctia duong
tron (MCE’).



Chimg minh twong tu ta c6 J la tdm cua dudng tron (NDE”). Do d6 duong tron
(MCE’) va (NDE) tiép xtc v6i nhau tai E’. Suy ra MN va IJ cit nhau tai E’. Tir d6
E=E".
Khi d6 (MCE) va (MDE) tiép xuc v6i nhau tai E. Do ddos K 13 tim dang phuong
cta (0), (I) va (J) nén KE=KC=KD. Viy K 14 tim duong tron ngoai tiép tam giac
CDE. 1)
Vi MF.MY = MX.MO= MA? = MD? = ME.MN = MC.MB nén phép nghich dao N"¥ bién
F thanh Y, C thanh B, B thanh D va E thanh N. Chu ¥ rang B, Y, D, N dong vién
(cing nam trén dudng tron dudng kinh NB) nén F, C, E, D dong vién.
(2)
Tir (1) va (2) suy ra K 1a tdm duong tron di qua bdén diém C, D, E, F.

(dpcm)

Ung dung 4: Chirng minh cdc dac tinh Hinh hoc khac (sw dong dang, vuéng
goc, ti s0 bang nhau,...).

Vi du 9: Cho tam gidc ABC, P 14 diém bat ki nam trong tam giac ABC. Goi B’, C’
lan luot 14 diém d6i xting v6i P qua AC, AB; E, F lan luot 13 hinh chiéu cta P trén
AC, AB. Goi X 1a giao diém khac A cua hai du:ong tron (AB’C’) va duong tron
duong kinh AP. Ching minh rang tir giac PEXF 1a tir gidc diéu hoa.
Loi giadi:
Goi J 1a giao diém cua FP va AC, K 1a giao diém cta EP va AB.
Ta co:
(AB’,AC’) = 2(AE,AF) = (KB’,KC’) (mod =) nén K nim trén dudng tron ngoai
tiép tam giac AB’C’,
Tuong tu, ta c6: J nam trén duong tron (AB’C’).
Xét ba duong tron (AEF), (AKJ) va _dudng tron duong kinh KJ ¢6 ba truc dang
phuong 1a AX, EF, KJ nén chung dong quy tai diém L.
Goi M la giao diém cta AP véi KJ thi A(XPEF) = (LMJK) = —1 nén t& giac PEXF
diéu hoa.
(dpcm)
Vi du 9: Gia sir ABCD 1a mot ttr giac noi tiép. Goi P, Q, R 13 chan cac duong
vuong goc ha tir D 1an luot 1én cac duong thang BC, CA, AB. Chimg minh rang
PQ=QR khi va chi khi phéan giac cua cic goc ABC, ADC cit nhau trén AC.
(IMO 2003)
Loi gtat
Taco:P,Q,R thang hang (duong thang Simson).
Qua B vé& duong thang song song voi PR cit AC o M.

Phan giac ciia goc ABC va ADC cat nhau tai mot diém trén AC khi va chi khi

AB_AD hay tir giac ABCD diéu hoa.
CB CD
QP=0R khi va chi khi (MQAC)=-1

Vay ta chiing minh t&r gidc ABCD diéu hoa khi va chi khi (MQAC)=-1

10



AQ AB CM CB

Ta c0: 222
AM AR'CQ CP
Mait khac: ADAR ADCP(g.g) Nén AR_DA
CP DC
Do do:
(MOAC)= -1 M _CM AB_CB _AB_AR  AB_AD
AQ CQ AR CP 'CB CP "'CB CD
(dpem)

Vi du 10: Pudng tron noi tiép (I) ctia tam giac ABC theo thu tu tiép xuc véi BC,
CA tai D, E. AD cit lai (I) tai P. Gia st #BPC =90°. Chting minh ring
EA+AP=PD.

Loi giai:

Ta bd qua truong hop don gian AB=AC.

bat K=BC~ EF; Q=PCn~ (l) (Q Kh&c P).

D@ thay: (BCDK)=-1 = P(BQDK)=-1.

Tir d6, v6i cha y rang #BPC=90° , ta suy ra:

ZQPK = ZQDP = ZQDP = ZQPD = QP =QD

Mit khéc, t giac PDQE diéu hoa.

Tt d6 theo dinh 1i Ptolemy, ta co6:

2PE.DQ=DE.PQ.

Tu (1) va (2) suy ra 2PE=DE.

Tir d6 véi chil y cac tam giac AEP, ADE dong dang, ta co:

2AE=AD; 2AP=AE.

Suy ra: EA+AP=2AP+AP=4AP-AP=AD-AP=PD.

(dpcm)

Vi du 11: Cho tam giac ABC néi tiép dudng tron (O) véi AC<AB. Tiép tuyén véi
duong tron (O) tai B, C cat nhau tai T. Puong thang qua A va vudng goc vi AT
cat BC tai S. Trén duong thang ST l4y cac diém sao cho TC, =TB =TB, nam gitta S
va T. Chting minh rang AABC[ AABC,.

(Tap chi Todn hoc va tuéi tré, T8/384, thing 6 nam 2009)
Loi giai:
Ta thay do ~/CBT = /CAB nén /TBA= /CBT+ /ABC = /CAB+ /ABC =180° - /BCA
Nhan xé&t réng, néu goi M 1a giao diém ctia OT va BC thi /BAT = /CAM (Tinh chét

2e)
Tur day, ap dung dinh 1i sin cho cac tam gidc BAT va CAM ta dugc:
B _ SinZBAT _ snZCAM _ MC Q)
TA sSn/ZTBA sn/ZBCA MA
Do TB=TC, nén tir (1) ta c6 ~2 = MC )
TA MA
Mt khac, vi ZTMS= /TAS=90° nén bon diém T, M, A, S cung nam trén mot
duong tron, suy ra ZAMC = ZATC,. (3)

11



BC MC AC
BC, TC, AC
ZACB= Z/ACB, ta dugc AABC AABC,. (dpcm)

Nhan xét: Mé}l chét ciia bai toan nay 1a két qua ZBAT = ZCAM. Day la mot trong
nhirng tinh chat quan trong va kha dep cta Tu giac di€u hoa.

Tir (2) va (3) suy ra AMAC ATAG, . Tir d6 , két hop voi

Vi du 12: Cho tam giac ABC, dudng cao AH, E 14 trung diém cta AH. Puong
tron noi tiép (I) tiép xuc v6i BC tai D. DE cat lai (I) tai F. Chimg minh rang FD Ia
phan giéc cua goc BFC.

(Dién dan Todn hoc MathScope)
Loi giai:
Goi M, N theo thir tu 14 tiép diém cta (I) véi AB, AC;
AD giao véi (I) tai diém thir hai P; Ké duong kinh DK cua (I).

Ta co:
DK//AH
{ = D(HAEK) = -1= D(DPFK) =-1
EA=EH
— Tt gidc DFPK 1a tir giac diéu hoa = FK va tiép tuyén tai P, D cua (I) dong
quy. (1)

Mit khac: Tt giac MPND diéu hoa = MN, tiép tuyén tai P, D cua (I) dong quy.(2)
Tu (1) va (2) suy ra FK, MN, BC dong quy (tai S).
Vi AD, CM, BN dong quy tai mot diém | (de dang ching minh nho dinh 1i Céva)
= (SDBC)=-1
=F(SDBC)=-1
=FD la phan giac cua géc BFC (Vi FD L X).
(dpcm)
(*) diém nay dwoc goi la diém Gergonne cua tam gidc ABC.
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Phan III: Bai tip luyén tap.
e Peé bai

Bai tap 1: Cho tam giac ABC, D 1a trung diém cta canh BC va E, Z 13 hinh chiéu
ctua D trén AB, AC. Goi T 1a giao diém ctia céc tiép tuyén tai E, Z ctia dudng tron
duong kinh AD. Chirng minh rang; TB=TC.
Bai tap 2: Cho tam giac ABC néi tiép (0), ngoai tiép (I). Goi Mla tlep diém cua
BC va (1), D 14 giao diém thtr hai cia AM va (O). Chtrtng minh rang néu OI vudng
gdc v6i AM thi tir gidc ABCD diéu hoa.
Bai tap 3: Cho t&r giac noi tiép ABCD. Pit E= ACHBD;F=ADABC. M la trung
diém cua CD. EF cit dudng tron ngoai tiép tam gidc MAB tai N (M, N thudc hai
nira mit phang khac nhau bo AB).
Chtng minh rang: MA_NA
MB NB'
Bai tap 4: TUr diém A nam ngoai (O) ké cac tiép tuyén AB, AC (B, C 1a cac tiép
diém). Lay T bat ki thudc cung nhé BC. Ké TH vudng goc voi BC (tai H). Chimg
minh TH 14 phan giac ctia goc MHN (M, N 14 giao diém cua tiép tuyén tai T clia
(O) vo1 AB, AC).
Bai tip 5: TUr A ndm ngoai (O) ké hai tiép tuyén AB, AC (B, C la tiép diém). AO
cit (0) & D. Ké BX vudng goc véi CD (X thude CD). Goi Y 1 trung diém cta XB,
YD cit (O) tai diém th hai Z. Chiémg minh rang ~AZC = 90°
Bai tip 6: Trong mit phang cho hai duong tron o, VA o,cat nhau tai A, B. Mot
tiép tuyén chung cuia hai duong tron tiép xtic v6i o, 6 P va w,d T. Céc tiép tuyén
tai P va T cta dudng tron ngoai tiép tam giac APT cat nhau tai S. Goi H 13 diém
d6i xtmg ctia B qua PT. Chting minh rang A, H, S thang hang.
(Vietnam TST 2001)
Bai tip 7: Trong mit phang cho hai duong tron o, tdm O VA o, tAm O’ cét nhau
tai hai diém A, B. Cac tiép tuyén tai A, B cua o, cat nhau tai K. Gia sit M 1a mot
diém nam trén o, nhung khong tring véi A va B. Puong thang AM cit lai o, tai
P, duong thang KM cit o, tai C va duong thang AC cit w, tai Q.
b) Chimg minh rang trung diém PQ thudc dudng thang MC.
¢) Puong thang PQ luon di qua mot diém cd dinh khi M di
chuyén trén o, .
(Vietnam TST 2002)
Bai tap 8: Cho tam giac ABC, duong cao AH, K 1a trung diém cua AH. Buong
tron ndi tlep (1) tiép xtic véi BC tai D. DK cit lai (I) tai T. Chimg minh rang duong
tron noi tiép tam giac TBC tiép xtic vai ().
(Short list IMO 2006)
Bai tp 9: Cho tam giac ABC. Trung tuyén AM cét duong tron noi tiép (I) tai X,
Y. Cac diém Z, T thudc (I) sao cho XZ//YT//BC. Puong thang AZ giao véi (1) tai
diém thtr hai 1a J. Chimg minh rang t&r giac JYTX 12 ttr gidc diéu hoa.
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Bai tap 10: Duong tron tdm J bang tiép goc A cua tam giac ABC tiép xuc véi BC
va AC lan lugt tai M va N. Duong thang BJ cat (J) tai E, duong thang qua J vudng
goc voi AM cit (J) tai F (E va F ndm trén cing mot nira mit phang bd AM chira
diém B).
Chung minh rang FEMN la tir gidc diéu hoa.
Bai tip 11: Cho tam gi4c ABC va diém J 1 tAm dudng tron bang tiép trong
g6c A cuia tam giac. Pudng tron nay tiép xtic véi AB,AC,BC tai K,L,M theo thr
tu. LM cit BJ tai F, KM cat CJ tai G. Goi S,T lan luot 1a giao diém cua AF,
AG véi BC. Chimg minh rang M 13 trung diém ctia ST.

(Bai toan 1, IMO 2012)
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e Loi gidi, hwong dan.

Bai tap 1:
Goi F 1a giao diém ctia DT véi duong tron dudng kinh AD.
Ta c6 tir gidc EDZF diéu hoa, suy ra A(BCFD)=A(EDZF)=-1 (Vi A nam trén
duong tron ngoai tiép t giac EDZF).
Mit khéc, vi D 1a trung diém ctua BC nén AF//BC, suy ra DT vudng goc v6i BC.
Suy ra tam gidc TBC can tai T hay TB=TC.

(dpcm)
Bai tap 2:
Ta chi can xét voi tam giac khong can tai A. Khi d6 OI cat BC tai F. Goi N, P 1a
tiép diém cua (I) voi AC, AB.
Ta c6 FM la tiép tuyén cua (1), suy ra duong d6i cuc cua F di qua M. Ma OI vudng
goc vo1 AM nén AM la duong dbi cuc cua F dbi véi (I) = dudng ddi cuc cua A
d6i véi (I) di qua F, hay F, N, P thang hang.
Lai c6 AM, BN, CP déng quy tai mot diém (dé thiy theo dinh li Céva) neen
(FMBC)=-1. Do d6 AM la duong dbi cuc cta F ddi v6i (O). Suy ra FA 1a tiép
tuyén cta (0). Vi A d6i xtimg voi D qua FO nén FD 14 tiép tuyén cua (O).
Vay tir giic ABCD diéu hoa. (dpcm)
Bai tap 3:
Goi (0°) 1a dudng trd ngoai tiép tam giac ABM.
bat J=EF~BC; I=EF~ CD; K=AB~ CD.
Ta c6: (KJIAB)=-1 = (KIDC)=-1 (Xét phép chiéu xuyén tam F).
Tu do, voi chu y rﬁng M la trung diém cta CD, theo hé thirc Maclaurin, ta co:
KM.KI = KC.KD (1)
Mit khac: ~ KC.KD=KAKB )
Twr (10 va (2) suy ra I thudc (O’).
Tir d6 véi chil y rang MNAB)=I(KJAB)=-1, suy ra AMBN 4 tr giac diéu hoa.
Do do, ta co:
MA NA
MB NB'
Bai tap 4:
MN va BC cit nhau & S.
Ké tiép tuyén ST’ cta (O) (T khac T?), P 14 giao diém cta SC va TT’.
T giac BTCT’ diéu hoa = A, T, T’ thang hang.
Ta co:
H(STMN)=A(STMN)=A(SPBC)=-1
Ma HT L. SC =HT la phan giac ciia goc MHN.

(dpcm)
Bai tap 5:
AZ giao vé6i (O) tai diém tht hai 13 E.
Vi tir giac ZBEC diéu hoa nén D(ZBEC)=-1.
Véi luu y rang YeDZ; XeDC; YB=YX, ta co:
XB//DE = ZEDC =90° = ~CZE = ZCDE = 90° = ZAZC =90°.
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(dpcm)
Bai tap 6: (Huong dan)
Ta chi can chimg minh t&r gidc APHT 1a tir giac diéu hoa. Ta thyuc hién hai budc
chirng minh sau:
Budc 1: Ching minh tir giac APHT 1a tir giac noi tiép.
AP HP

Budc 2: Chimg minh —=—
AT HT

Chuy {DK”AH = D(HAEK) = -1= D(DPFK) =-1
EA=EH

Bai tap 7: (Huéng dan)
a) Goi N 1a giao diém ciia MK va PQ. Ta ching minh N 14 trung diém cua PQ.
Chay: 1) Tt giac AMBC la tir giac diéu hoa.

2) Tam giac APQ c6 cat tuyén 1a K, M, N (Ta st dung dinh i Menelaus)
b) Goi J 1a giao diém ctia AK va o,. (J c6 dinh)
Ta chimg minh tir giac BQJP dleu hoa. Tir d6 suy ra PQ di qua giao diém I cua hai
tiép tuyén vé& tir B, J clia o, cb dinh.

Bai tap 8: (Hudng dan)

Ta c6 bd dé sau: Néu dudng tron (0°) di qua diém T thudc duong trong (0), tiép
xtc voi diy AB ctia duong tron (O) tai C va TC di qua trung diém M ctia cung AB
khong chira T ctia duong tron (O) thi (O°) tiép xuc trong véi (O) (tai T). (1)
Hoan toan giéng véi vi du 7, ta chimg minh duoc két qua sau: TD 1a phéan giac cla
goc BTC. (2)
Két hop (1) va (2) ta c6 diéu phai chimg minh.

Bai tap 9: (Huéng dan)

Ta sir dung bd dé sau:

Bé dé: Cho tam giac ABC. Pudng tron nodi tiép (I) theo thir tir tiép xuc véi BC,
CA, AB tai D, E, F. Puong thang DI cét EF tai N. Chimg minh rang AN di qua
trung diém cua BC.

B& dé trén co thé ching minh bang phuong phap Vector hodc dung kién thic hinh
hoc 9.

Bai tip 10 va bai tap 11: Day 12 hai bai toan c6 mbi lién hé chit ché v6i nhau. Hy
vong moi ngudi ¢ thé nghién ciru va trao doi nhimg van dé lién quan xung quanh
hai bai toan nay!
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Phan IV: Tai liéu tham khao

1) Bai viét cua thiy Nguyén Dang Phat, dang trong Héi thdo truong hé ¢
KHTN nim 2004. Day gan nhu 1 bai bao tién phong viét vé Tir gidc
diéu hoa & Viét Nam

2) Tai liéu gido khoa chuyén Toan 10 (Hinh hoc). Tac gia: Boan Quynh
— Vian Nhu Cuong — Tran Nam Diing — Nguyén Minh Ha — B4 Thanh
Son — Lé Ba Khanh Trinh.

3) Tai nguyén Internet, dic biét 1a cac dién dan sau: dién dan Toan hoc
MathScope, Art of Problem Solving, dién dan Toan hoc VMF.

4) Céac dé thi hoc sinh gioi THPT.

5) Tap chi Todn hoc va tudi tré va mot sd tap chi nude ngoai.
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Loi ket

Mic du di rat cb gang song do trinh d6 con han ché nén bai viét khong
thé tranh khoi nhing thiéu x6t, rit mong c6 dugc sy gdp ¥ cua cc ban
doc. Hy vong tai li¢u nho nay s€ giup ich cho cac ban trong qua trinh hoc
tap, nghién ctru Toan. Cudi cling, xin cam on thay giao, ThS. Ha Duy
Hung, gido vién truong THPT chuyén DPHSP Ha No6i da doc ban thao va
cho nhimg ¥ kién gop y bo ich!

Ha Noi, 25/ 5/ 2012
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