TÖÙÙÙ GIAÙC

1/ Cho töù giaùc  ABCD coùùù AB = CD vaø  M , N laø trung ñieåm  caùc caïnh ñoái BC , AD . MN caét  AB taïi F , caét CD taïi E .

a/Chöùng minh : BFN = DEN .

b/AB caét CD taïi S . Chöùng  minh  MN song song vôùi  tia phaân giaùc cuûa goùc BSD . 

2/Cho töù giaùc ABCD . Goïi M vaø N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa  AD vaø BC . Caùc ñieåm R vaø S treân caïnh  AB sao cho  AR = RS = SB ; hai ñieåm  T , U treân CD sao cho  DT = TU = UC  . Chöùng minh raèng MN caét SU vaø RT taïi trung ñieåm cuûa caùc ñoaïn naøy .

HÖÔÙNG DAÃN .





Goïi X , Y laø trung ñieåm cuûa RT vaø SU . Noái MR , RY , TM  . 





MRYT laø hình bình haønh  ( MR //= ½ SD ; YT //= ½ SD ) . 

Suy ra RT vaø MY caét nhau taïi trung ñieåm cuûa moãi ñöôøng  . Vì X laø  trung ñieåm cuûa RT neân X thuoäc MY  vaø laø trung ñieåm cuûa MY .

Chöùng minh töông töï   ta coù XSNU laø hình bình haønh  neân Y laø trung ñieåm cuûa NX . Suy ra ñieàu phaûi chöùng minh .

3/Cho töù giaùc ABCD  coù hai ñöôøng cheùo vuoâng goùc vaø  AB < BC < CD   . Chöùng minh ABCD khoâng phaûi laø töù giaùc ngoaïi  tieáp .

HÖÔÙNG DAÃN
                    

       
                                  




Theo ñònh lyù Pitago ta coù :  BC2 – AB2  = ( CO2 +BO2 ) – ( BO2 + OA2 ) = ( CO2 +DO2 ) – ( DO2 + OA2 ) = CD2  – AD2 )   (  ( BC+AB )( BC – AB ) = ( CD + AD ) CD – AD )   ( 1 )


Nhöng do  BC < CD  neân BO < OD ;  do ñoù :  AB < AD  vaø töø  ñoù ta coù :  

BC + AB < CD +AD      ( 2 )

Töø (1 ) vaø (2 )  ta coù : BC – AB > CD  - AD  (  BC + AD > CD + AB (   ñpcm )

4/Cho töùùù giaùc ADBC  coùùù 2 ñöôøng cheùo vuoâng goùc vôùi nhau  taïi  O  . Treân  OB  laáy M , treân OC laáy N sao cho  OCM = OBD ;  OBN = OCA . Chöùng minh  AN // DM  .   

5/Cho töù giaùc loài ABCD . Laáy ñieåm M baát kyø treân ñöôøng cheùo  AC . Ñöôøng thaúng qua  M song song vôùi AB caét BC taïi P  . Ñöôøng thaúng  qua M song song vôùi CD caét AD taïi Q . Chöùng minh raèng  :
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   .  Ñaúng thöùc xaûy ra khi naøo ?

HÖÔÙNG DAÃN




B
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        D


         C

    Theo ñònh lyù Taleùt ta coù :  
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  Suy ra : 
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Aùp duïng baát ñaúng thöùc  Bunhiacoâpxki  ta ñöôïc  
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 (2)  


Töø (1 ) vaø (2)  suy ra   ñieàu phaûi chöùng minh .


Daáu ñaúng thöùc xaûy ra khi :  MP.AB = MQ.CD
(3)


Töø (1) suy ra  :   
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Neân :  
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  Do ñoù : 
[image: image11.wmf]2

2

2

.

CD

AB

CA

CD

CM

+

=

  


Töùc laø  daáu ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi  :    
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6/
Cho töùùù giaùc ABCD  , hai ñöôøng cheùo caét nhau  taïi O . Cho  DAC =  DBC . 

Chöùng minh  ABD =  ACD .  

7/    Qua giao ñieåm O  cuûa caùc ñöôøng  cheùo cuûa töù giaùc ABCD  ta keû caùc  ñöôøng thaúng  KM// AD ,    LN// BC ( K , L ( AB  ; M , N ( CD ) . Chöùng minh  : 
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8/   Chöùng minh raèng neáu toång caùc khoaûng caùch giöõa caùc trung ñieåm cuûa  töøng caëp caïnh ñoái  cuûa moät töù giaùc baèng  nöûa chu vi cuûa töù giaùc  thì töù  giaùc naøy laø hình  bình haønh . 

HÖÔÙNG DAÃN 




Goïi  M , N , P , Q laø trung ñieåm cuûa  AB , CD , BC , AD  .  Keû  PE // AB  .


Töù giaùc  MNPQ  coù  MP // QN //=1/2 AC  neân  laø hình bình haønh  .


PE , EN , EQ laø ñöôøng trung bình cuûa (  ABC    (  ENDQ laø hình bình haønh 

· Toång caùc khoaûng caùch töø  E ñeán M , N , P , Q  baèng  ½  chu vi  töù giaùc ABCD .

EM + EN  (  MN    ( daáu “=”  xaûy ra  (  E ( MN  )

EP + EQ   (  PQ     ( daáu “=”  xaûy ra  (  E ( PQ  )

(  EM + EN +EP + EQ  (  MN + PQ   ( daáu “=”  xaûy ra  (  E ( MN  vaø E ( PQ )

      töùc laø  E ( O  , khi ñoù  MBPO , ONDQ  laø hình bình haønh  ( ABCD  laø hình bình haønh .

9/  a/Chöùng minh raèng  trong töùùù giaùc loài  ABCD  ta  coùùù  AB + CD   (  AC + BD .

     b /  Neáu  töùù giaùc loài ABCD coùùù  AC = BD thì  ta coùùù  BC (  BD .  
11/  a/ Chöùng minh raèng  vôùi moïi töù giaùc loài ABCD ta coùù :  

AC2 + BD2  (  AD2  + BC2 +  2AB . CD  

      b/  Chöùng minh raèng trong hình thang  caân  ABCD  ( AB // CD )  ta coùùù :


AC2   + BD2  =   AD2  + BC2  +  2AB . CD .  

16/Cho töù giaùc loài ABCD vôùi E laø giao ñieåm cuûa hai ñöôøng  thaúng  AB , CD vaø F laø giao ñieåm cuûa hai ñöôøng  thaúng AD , BC . Hai ñöôøng cheùo AC , BD  caét nhau taïi O . Goïi M , N , P , Q laàn löôït laø trung ñieåm cuûa  AB , BC , CD , DA . Goïi H , K laø giao ñieåm caùc ñöôøng thaúng  OF vaø MP , OE vaø NQ theo thöù töï . Chöùng minh raèng  HK // EF .
DIEÄN TÍCH

                    1/  Cho töù giaùc ABCD  ( H1 ) vaø hình thang  ABCD  ( H2 ) .

      

a/Chöùng minh :  S1.S3  = S2.S4 .



b/Tính  S1  theo   S2  vaø  S4
 .

2/ Cho töù  giaùc ABCD . M  vaø N laø trung ñieåm cuûa  BC , CD  ; P laø  trung ñieåm cuûa AB .


a/Chöùng minh :  SABCD  (  1/2 ( AM + AN )2

b/Chöùng minh  : PN  (  1 / 2 ( AD + BC )  

               Daáu baèng xaûy ra khi naøo ?                   

3/ Cho töù giaùc  ABCD . Chöùng minh   SABCD   (  1 / 8 ( AC + BD ) 2   . Daáu baèng xaûy ra khi naøo ?    




SABCD = SAOB  + SBOC  + SCOD + SDOA

Maø  SAOB  (  ½ OA.OB .  Daáu “ = “ xaûy ra (  AOB = 900


Chöùng minh töông töï vôùi caùc tam giaùc coøn laïi 

· SABCD  (  ½ (OA.OB + OB.OC + OC.OD + OD.OA )

· SABCD  (  ½ AC.BD 

Maø  AC.BD (  
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   Daáu “ = “ xaûy ra (  AC = BD 

· SABCD (  
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4/ Cho töù giaùc loài ABCD  coùù  ADD + DCB = 900 .  AD = BC  , CD = a , AB = b . Goïi I , N , J , M laø trung ñieåm cuûa  AB , AC , CD , BD . Goïi S laø dieän tích töù giaùc  INJM . Chöùng minh  : 
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  .  Daáu baèng xaûy ra khi naøo ?  

5/  Cho töù giaùc loài ABCD . Goïi M vaø N  theo thöù töï laø trung ñieåm cuûa  caùc caïnh BC vaø AD ; P laø giao ñieåm cuûa  caùc ñöôøng thaúng  AM vaø BN ; Q laø giao ñieåm cuûa caùc ñöôøng thaúng  CN vaø DM . Chöùng minh raèng :  SNPMQ   =  SAPB + SDQC . 

TOÅNG CAÙC KHOAÛNG CAÙCH TÖØ  1 ÑIEÅM TRONG TÖÙ GIAÙC ÑEÁN CAÙC ÑÆNH 

1/Xem vò trí cuûa 4 kho chöùa daàu  nhö  boán ñænh cuûa moät töùù giaùc loài ABCD . Xaùc ñònh vò trí cuûa kho chính chöùa daàu  M sao cho toång ñoä daøi  caùc  oáng daãn daàu töø  M tôùi caùc kho daàu laø beù nhaát  ( töùc laø  xaùc ñònh ñieåm M sao cho  MA + MB + MC + MD laø beù nhaát . 

 





Vôùi moïi ñieåm M  ta coù  caùc baát  ñaúng thöùc  :



MA + MC  (  AC



MB + MD  (  BD

(   MA + MB + MC + MD   (  AC + BD  

Daáu “ = “ xaûy ra (  M laø giao ñieåm caùc ñöôøng cheùo  AC vaø BD  .
TÖÙ GIAÙC

TÖÙ GIAÙC – THEÂM ÑIEÀU KIEÄN – DIEÄN TÍCH 

1/ a/ Cho töù giaùc loài ABCD . Haõy döïng ñöôøng thaúng qua A  vaø chia ñoâi dieän  tích töù giaùc ABCD .

    b/ Cho tam giaùc ABC vaø ñöôøng thaúng d // BC vaø naèm khaùc phía cuûa A ñoái vôùi BC . Laáy M löu ñoäng treân d sao cho  ABMC laø töù giaùc loài . Ñöôøng thaúng qua A  chia ñoâi dieän tích töù giaùc ABMC  caét  BM hoaëc CM taïi N . Tìm quó tích cuûa N . 

HÖÔÙNG DAÃN

a/ 
                              D








    A
      



  I
   





E

            B


C

+Phaân tích :  Ñöôøng thaúng caàn döïng caét DC hoaëc BC taïi E . Giaû söû noù caét DC taïi E . Goïi I laø trung ñieåm cuûa BD , ta coù :  I , E naèm cuøng beân  ñoái vôùi  AC vaø  SIAC =  S EAC   (  IE // AC .

+CaÙch döïng :  Döïng ñöôøng thaúng ñi qua trung ñieåm I cuûa  BD vaø song song vôùi AC  caét BC hoaëc CD taïi E . AE laø ñöôøng thaúng caàn döïng .

+Chöùng minh :  Giaû söû E (  ñoaïn DC . Do IE // AC  neân  SAIC = SEAC  (  SAECB  = SAEC + SABC  

= SIAC + SABC  = SAICB  = SABI + SBIC   = ½ SABD + ½ SBDC  = ½ SABCD 

Bieän luaän : Baøi toaùn luoân coù 1 nghieäm hình .

b/  AB vaø AC keùo daøi caét   d taïi  B1 , C1 . Do töù gaùic  ABMC loài neân M löu ñoäng treân ñoaïn B1C1 .


Goïi I , I1 laø trung ñieåm cuûa BC , B1C1  ;  IB , IC laø trung ñieåm cuûa CB1 , BC1 . Ta chöùng minh quó tích cuûa N laø hai ñoaïn thaúng  I1IB   vaø I1IC .


Laáy M treân  I1B1  . Ta chöùng minh  N ( I1IB .


Theo caùch  döïng vaø tính duy nhaát nghieäm ôû treân , ta coù :  IN // AM  ( N ( MC )  . Goïi P laø giao ñieåm cuûa AM vaø BC , ta coù : 
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 (  Chuù yù : A , I , I1 thaúng haøng ) .


Töø ñoù suy ra  :  
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  (  I1N  // C1C  , nghóa laø  N ( I1IB  ( vì  I1IB  // CC1 )

Phaàn ñaûo :  Neáu N ( I1IB  thì IN // AM vaø AN chia ñoâi dieän tích töù giaùc ABMC . 


Töông töï neáu laáy M treân I1C1  thì N ( I1IC 


Vaäy  quó tích cuûa N laø hai ñoaïn thaúng I1IB  vaø I1IC .

2/ Cho töù giaùc loài ABCD  . Treân hai caïnh AB , CD laáy laàn löôït hai ñieåm E , F sao cho  
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                               B

HÖÔÙNG DAÃN



E


    A



         I 

            D

F
C


Giaû söû IE = IF  . Ta chöùng minh SABC  = SADC .


Ta coù :  SCIE = SCIF ;  SAIE = SAIF  (  SACE = SACF   ( 1 )


Ta laïi coù : 
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   (   SBCE = SADF  ( 2 )


Töø ( 1 ) , ( 2 ) ta suy ra :  SABC = SACE + SBCE = SACF + SADF = SADC  .

ÑÖÔØNG THAÚNG QUA MOÄT ÑÆNH CUÛA TÖÙ GIAÙC – DIEÄN TÍCH 

1/ Cho töù giaùc loài ABCD . Chöùng minh raèng coù duy  nhaát moät ñöôøng thaúng  qua moãi ñænh vaø chia ñoâi dieän tích töù giaùc .

HÖÔÙNG DAÃN 



      D1



 C




  A1

       D


   

     A

          B


Choïn ñænh A cuûa töù giaùc . Keû DD1 // AC  caét ñöôøng thaúng BC taïi D1 . Goïi A1 laø trung ñieåm cuûa BD1 .

( ABD1 coù  AA1 laø trung tuyeán neân  : SDBA1 = 1/2 SABD  = 1/2 ( SABC + SACD1 ) = 1/2 ( SABC + SACD )

· SABA1 = 1/2 SABCD   .

(  SACD1 = SACD = 1/2 AC. D(D,AC) = 1/2 AC. D(D1 , AC) )   Vì DD1 // AC  .

Vaäy AA1 chia ñoâi dieän tích töù giaùc ABCD .

Giaû söû toàn taïi A2 sao cho AA2 chia ñoâi dieän tích töù giaùc ABCD , khi ñoù :  SABA1 = SABA2  

· SAA1A2  = 0  ( AA1   ( AA2  ( A1 ( A2  

Keát luaän : Qua A coù duy nhaát moät ñöôøng thaúng chia ñoâi dieän tích töù giaùc ABCD . 

BAØI  TOAÙN SUY LUAÄN – ÑA GIAÙC

1/ Cho töù giaùc loài ABCD  vaø ñieåm M ôû mieàn trong töù giaùc sao cho  dieän tích ( ABM  baèng dieän tích ( ADM  vaø  dieän tích ( BCM  baèng dieän tích ( CDM . Chöùng toû raèng M naèm treân moät ñöôøng cheùo cuûa töù giaùc ñoù .

HÖÔÙNG DAÃN




  B


     A



M

          D


              

      C



Giaû söû M khoâng thuoäc ñöôøng cheùo naøo caû . Khi ñoù ñöôøng cheùo BD phaûi caét CM vaø AM taïi E khaùc F . Neân coù 1 ñieåm ( E chaúng haïn ) khoâng laø trung ñieåm cuûa BD . Do ñoù dieän tích  ( DEC  ( dieän tích ( BEC . Suy ra chieàu cao töø B ñeán EC khoâng baèng chieàu cao töø D ñeán EC . Theá thì dieän tích ( BCM  ( dieän tích ( CDM  . Ñieàu naøy traùi giaû thieát  . Töø ñoù suy ra ñieàu phaûi chöùng minh .

1/ 
a/ Ngöôøi ta laáy 500 ñieåm tuøy yù thuoäc mieàn trong cuûa moät ña giaùc loài 1002 caïnh sao cho 3 trong soá  500 ñieåm  vaø 1002 ñænh cuûa ña  giaùc khoâng thaúng haøng. Sau ñoù chia ña giaùc thaønh nhöõng tam giaùc maø ñænh choïn töø  1052 ñieåm  sao cho hai tam giaùc tuøy yù khoâng coù ñieåm chung trong . Hoûi coù theå caét ra bao nhieâu tam giaùc ? 


b/ Coù theå chia ña giaùc loài 17 caïnh thaønh 14 tam giaùc khoâng coù ñieåm chung trong hay khoâng ? 

2/ Bieát tæ soá giöõa soá ño caùc goùc trong cuûa hai ña giaùc ñeàu laø 5/7 . Tính soá caïnh cuûa moãi ña giaùc naøy .

HÖÔÙNG DAÃN


Goïi soá caïnh cuûa moãi ña giaùc ñeàu laø m , n ( m , n laø soá nguyeân döông ) . Theo ñaàu baøi ta coù :
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