Dong du

Doéng du 13 mot khai niém toédn hoc co ban, don gidn va sd cip, né thusng
duge gidng day trong chuong trinh trung hoc co s8. N6 cling lam khuon khd dé
phat biéu va ching minh moét trong nhitng dinh 1§ toan hoc thuc sy dau tien
ma hoc sinh dudc hoc, dé 1a dinh 1y Fermat nhé. D&i v6i ca nhan toi, day 1a
lan dau nhan ra cai ma ngudi ta goi la vé dep toan hoc, mot thit rat khé dinh
nghia, nhung 1a cAi ma bao nhiéu ngudi van miét mai, tham ling theo dudi.

Muc dich cfia bai viét nhé nay 1a thuat lai sy xuat hién ciia khai niém dong
du tit c4 nén vin minh ¢d dai, vd nhin manh mot khia canh ma hinh nhuw it
ngudi dé § dén, dé la tinh xtc tac clia né trong sit hinh thanh cac ciu tric dai
sd trong toan hoc hien dai.

1 Euclid va Ton T

Chuong 6 va 9 sach Co s6 ctia Eudlid nhac dén tinh chat chia hét, khai niém s6
chin va s6 1é, nhung chua phét biéu tuong minh khai niem déng du.

Hai s6 nguyén a1, as dudc coi la dong du mod b néu ma a; — as chia hét cho
b, hay noi cach khac a; va sy c6 cting mot phan du Euclid trong phép chia cho
b. Ta sé ky hiéu a; = az mod b.

Khai niém dong du xuat hién kha ré nét trong Dinh 1y phan du Trung hoa.
Ngudi Trung hoa goi né 13 bai toan Han Tin diém binh: Mot nhém khoan mot
tram chién binh xép hang bay thi du ra mot ngudi, xép hang nam thi du ra ba
ngudi, xép hang ba thi khong du ra ai. Tuéng quan giéi nhdm sé tinh ra ring
s6 chién binh bing ding bdy mudi tam. Dya theo tra citu thi thiy Dinh 1y nay
dugc phat biéu lan dau trong sach Toan phap Ton Ti (thé ky tit 3-5 sau cong
nguyéen), khong lién quan gi dén Binh phap Ton T (thé ky thi 5 trude cong
nguyén). Vi vay c6 thé dat cau héi gan ghép bai toan dong du v6i tén ciia Han
Tin c¢6 phai 13 mot nham 1an lich st hay khong.

Dinh 1y phan du Trung hoa phét biéu véi ky hiéu hién dai nhu sau. Néu

n1,...,Mm 1& cac sd nguyén déi mot nguyen td cling nhau, rq,...,7,, 1 cic sd
nguyén thod man 0 < r; < n;, ton tai duy nhat mot s nguyén r thod man
0 <r <TI, n; sao cho r dong du véi r; mod n; véi moi i € {1,...,m}, hay la

r=r;, modn, (1)

Gia thiét quan trong trong dinh 1y phan du Trung hoa 1a gia thiét nguyén
t6 cting nhau. Hai s6 nguyén a v b dugc coi 14 nguyén t6 ciing nhau néu nhu
u6c s6 chung duy nhit ctia ching 13 mot. Néu a va b 13 hai sd nguyén duong,



ta ky hiéu (a;b) 1a u6c s6 chung 16n nhat ciia chiing. Nhu vay, a va b la nguyén
t6 cting nhau khi va chi khi (a;b) = 1.

Sach Co sé ctia Euclid, chuong 6, c6 khao sat kha ki khai niém nguyén t6
cting nhau. Ménh dé s6 2 trong chuong 6 dua ra mot thuat toan hiéu qua cho
viée tim uwéc sd chung 16n nhat va dong thoi xic dinh xem hai s6 nguyén cho
trude c¢6 nguyén té ciing nhau hay khong. Cho a va b 13 hai sd6 nguyén duong.
Xét (z,y) 1a mot cdp bién nguyén véi gia tri ban dau (x,y) = (a,b). Ta thuc
hién phép chua Euclid x = yq + r. Néu r = 0, u6c s6 chiing 16n nhéit ciia a va b
béng y. Néu r > 0, ta tao vong lap véi gid tri méi (z,y) := (b,r) thay cho cip
s6 (z,y) := (a,b) ban dau. Thuat todn ding khi ma phép chia Euclid khong con
phan du. Thuat toan hién nhién phai dimg sau mot sé hitu han bude vi b > r
va bién y khong thé gidm mai trong tap céac s6 nguyén duong.

Dé giai thich cho thuat toan Euclid, ta can nhan xét riang (a,b) = (b, 7), titc
12 wéc s6 chung 16n nhat ciia cip s (a,b) ding bing u6c sd chung 16n nhét clia
cap s (b,r). That vay, tit quan hé a = bg + r, ta rit ra ring mot sé6 nguyen d
1a u6c clia & a va b khi va chi khi né la udc ctia ca b va r. O bude cudi cling,
khi ma phan du bing khong, hién nhién wéc sé chung 16n nhat ctia  va y ding
béng y.

Mot nhan xét rat quan trong la trong tién trinh ctia thuat todn Euclid véi
cap so bién thien (z,y) = (a,b) 6 buéc thit nhat, rdi (x,y) = (b,r) & bude thi
hai, cac gia tri nhan dudc clia 2 va y luon 1a t6 hop tuyén tinh nguyen clia a va
b, n6i cach khac 6 moi thoi diém gia tri clia = va y luon c¢6 dang ma + bn véi
m,n la nhitng s6 nguyén nao dé. Ta c6 thé rat ra két luan ring wéc sé6 chung
16n nhat (a;b) bt buon phai c6 dang nay, titc 1 ton tai nhitng s6 nguyén m,n
sao cho

(a,b) = ma + nb. (2)

Trong ngon ngit dai sd hién dai, ta sé néi rang tap cac sdé 6 dang ma + nb
véi m,n € Z la ideal sinh béi a va b. Ideal nay 13 ideal chinh, né c¢6 phan ti
sinh 1a u6c s6 ching 16n nhét (a,b). Tat nhién Euclid khong ¢6 khai niém ideal
chinh trong hanh trang 1§ thuyét cia minh, nhung khai niém nay da tiém an
trong thuat toan ma 6ng nghi ra.

2 Fermat va Euler

Néu p 1a mot sd nguyén t6 va a 1a mot s6 nguyén khong chia hét cho p, khi do
ta c6 phuong trinh dong du

a»'=1 modp (3)

Day la phat biéu ctia Dinh 1§ nhé ctia Fermat, mot trong nhitng dinh 1y quan
trong nhét trong s6 hoc sd cap.

Euler md rong dinh 1y clia Fermat cho trudng hop dong du modulo mot sé
nguyén khong nhat thiét nguyéen t6. Néu n 1a mot s6 nguyén duong, ta ky hisu
¢(n) 1a s6 cac nguyéen a véi 0 < a < n sao cho (a,b) = 1. V6i mot s6 nguyen t0,



ta c6 ¢(p) = p—1. S6 ¢(n) dugc goi 1a chi s6 Euler ctia n. Dinh 1y Fermat dugc
Euler mé rong ra nhu sau
a®™ =1 modn (4)

véi moi ciip s6 nguyén (a,n) nguyén td cliing nhau.

Fermat phat biéu Dinh 1y nhé trong mot thut cho de Bessy vao nam 1640.
Ong néi ring khong viét ra ching minh vi né hoi dai. Euler té ra nghi ngd vé
chitng minh m& Fermat khong cong bd, nhung 6ng ré rang rat thich dinh 1y nay
va cong bd it nhat hai ching minh khic nhau. Chitng minh dau tién diing cong
thitc nhi phan Newton, chitng minh thit hai dung tac dong ctia nhém (Z/n)*
lén chinh né. Chitng minh tht hai ctia Euler thyc sy di trude lich s, ban than
chiing ta sé phai tiép tuc xudi dong lich st trude khi quay lia binh luan vé ching
minh ctia Euler.

3 Disquisitiones cua Gauss

Trong chuong 9 sach co s6 Euclid ¢6 it nhat 5 ménh dé vé cong vA nhan céic
s6 chin 1é, vi du nhu tich ctia hai s6 18 luon la s6 1é. Chuong dau ctia quyén
Disquisiotiones ctia Gauss cling danh vao viéc chiing minh tap Z/n cac 16p dong
du modulo n tao thanh mot vanh. Pang chd ¥ ring, ngudi ta chua phéat bidu
mot cach téng quat thé nao 1a mot vanh giao hoan vao thoi ctia Gauss, nhung
ong hoang ctia toan hoc da biét ré thé nao 1a mot vanh, va hiéu tam quan trong
ctia viéc Z/n tao thanh mot vanh. Ong ciing chiing minh ring vanh Z/n 1a mot
trudng khi va chi khi n 14 mot s6 nguyén to.

Dinh ly phan du Trung hoa c6 thé duge lam manh lén nhu sau: néu n =
[T, ni v6i ny,...,ny la cac sé nguyén duong doi mot nguyén t6 cing nhau
thi anh xa

Z/n—Z/Zx - XZ/n,Z (5)

la ddng cAu vanh. Dinh 1y phan du Trung hoa sau nay xuat hién dudi nhiéu
hinh hai khac nhau trong toan hoc hién dai, hién nhét 1a trong dai sé nhu trong
chuong mot quyén cam nang dai sé giao hoan cia Matsumura, hay an hon trong
khai niém adele ctia s6 hoc hién dai.

Véi moi vanh giao hoan R, ta ky hieu R* tap con cac phan t& kha nghich
ctia R: a € R dudc goi 14 kha nghich néu ton tai b € R sao cho ab = 1. Tap R*
1a mot nhém giao hoan déi véi phép nhan. Sit dung (?7), ta thiy ring l6p dong
du cia a 14 mot phan tit kha nghich trong Z/n khi va chi khi a va n nguyén t6
cting nhau. Nhu vay chi s6 Euler ¢(n) chinh 12 s6 phan t ctia nhém (Z/n)* céc
phan tit kha nghich ctia Z/n. Thé hién chi s6 Euler nhu s6 phan tit kha nghich
cia vanh Z/n cho phép ta giai thich nhitng tinh chat co ban ctia chi s6 Euler.

Néu n = [[;%, n; v6i ny,...,n, doi mot nguyen t6 cing nhau, tiu (5), ta

suy ra ring anh xa
m

(z/n)* = [[(Z/ni)" (6)

=1



la mot ding cdu nhom. Ding ciu nay kéo theo ding thitc
o(n) = [T o(na). (7)
i=1

dtng dudi gid thiét cac s6 nguyén duong ni,...,n,, doi mot nguyén td cling
nhau.

Dinh Iy Fermat (3) vd md rong ctia n6 (4) ciing c¢6 thé suy ra tit cu triic
nhém ctia (Z/n)*. That vay, véi moi nhém hitu han G v6i m phan tit, v6i moi
g € G, tacé g™ = 1. Day la mot hé qua ciia dinh 1y Lagrange khang dinh ring
s6 phan ti ctia moi nhém con H ctia G ludn 14 mét wée sd ciia s6 phan tit clia
G. Ap dung ménh dé nay vao trudng hgp clia nhém con sinh ra béi mot phan
tit a € (Z/n)*, ta suy ra ding thic a®™ = 1 trong vanh Z/n.

Nhin tir quan diém cau tric dai s6, Dinh 1y nhé ciia Fermat va md rong ciia
Euler don thuéan 1a tinh chit don gidn nhat ctia nhém (Z/n)* cac phan tit kha
nghich ctia vanh Z/n céac 16p dong du mod n. Tuy vay can luu § ring Fermat
va Euler duong nhu khong nhan thic vé didu nay.

Nén luu ¥ ring phai chg dén Galois, Sylvester thi khai niém triru tugng méi
hinh thanh. Tra citu ching minh th hai cia Euler, ta thiy tuy ring 6ng chua
¢6 khai nigm nhém tritu tugng, ong ta da biét cho nhém (Z/n)* tic dong len
chinh né va ching minh dinh 1y Fermat nh6 mé rong dya vao tac dong nay. Qua
day ta thiy rang khai niém nhém tic dong lén mot tap hop xuét hién trude
khai niém nhém tritu tugng rat nhiéu.

4 Dinh Iy nhém nhan va mat ma

Sylvester chi ra ring moi nhém Abel hitu han déu c6 dang

A=7/dy xZ/dy x --- X Z/d, (8)
v6i dy|da| - - |dp 12 mot day s6 nguyén duong, s6 sau 1a boi clia sd trude. Day
s6 dy|da| - - |dpm, hoan toan duge xac dinh béi A, duge goi la kiéu ctia A. S6 m

1 s6 t6i thiéu cac phan t& lap thanh mot hé sinh cia A. Nhém A dude goi 1a
nhém xich néu m = 1, néi cach khiac A c6 mot phan ti sinh.

Ta c6 thé dit ra cau héi xac dinh kidu ctia nhém nhan (Z/n)*. Dinh ly nhom
nhan khing dinh ring trong trusng hop n = p 1A mot sé nguyen t6 (Z/p)* 1a
nhom xich.

Gid st (Z/p)* = Z/dy x Z/dy x -+ x Z/d,, v6i m > 1. Gia sit ¢ 1a mot s6
nguyén t6 uéc clia dy, da, . ... Khi d6 c6 ding ¢™ phan tit z € (Z/p)* thod man
2% = 1. Nhitng phan tit nay 14 nghiém ctia phuong trinh 29 — 1 = 0 trong truong
F, = Z/p. Vi khong thé c6 qua ¢ nghiém ciia phuong trinh bac ¢, ta c6 m = 1.

Dinh 1y nhém nhéan c6 nhiéu tng dung trong ly thuyét sé so cip. Vi du thi
nhat lien quan dén viéc tinh toan ky hiéu Legendre. Cho a v& b 13 hai s6 nguyén
nguyén t6 cling nhau, ta dat

; ©)

(a)i 1 ton tai € Z sao cho 22 =a mod b
~ | -1 khong ton tai z € Z sao cho 22 =a mod b



Xét vi du don gian nhat @ = —1 vd b = p 1a mot s6 nguyen t6 16. Vi (Z/p)*
dang cau véi Z/(p — 1), dé cho —1 1a mot binh phuong, diéu kien can va du la
(_1)%1 = 1. Vi vay ta c6 cong thiic

<1>{1 néup=1 mod 4 (10)

D —1 néup=-1 mod4

Téng quat hon, ngudi ta ding luat thuan nghich bac hai dé tinh toan ky hieu
Legendre. Chung ta sé dé danh luat thusn nghich cho mot bai khéc.

Ung dung tht hai lien quan dén 1§ thuyét mat ma. Cho n 13 mot s6 tu
nhién rat 16n va 1y tap Z/n lam tap cac chit cidi. Ma ho4 sé 1a mot ham sd
€:Z/n — Z/n. Ta sé gia st réng & 14 mot song anh va sé goi ham nguge 1
la gidi ma. Néu n 1a mot s6 16n va € 1a mot hoan vi bat ky, viec xac dinh €71
c6 do phiic tap rat 16n, vugt ra ngoai kha ning tinh toan clia mdy tinh. Xét
truong hgp dic biet £(x) = x® véi a la mot s6 nguyen duong 16n hon mot. Khi
d6 € : Z/n — Z/n 1a mot song anh khi va chi khi n khong ¢6 wde binh phuong,
titc 1a n = py...p, 1a tich cac sb nguyén t6 khac nhau. Trong trudng hgp nay
ta c¢6 thé suy ra tit dinh ly Euler (4) ring v6i moi s6 nguyén r thod man r = 1
mod ¢(n) ta c¢6

2™ =z modn (11)

Néu b 13 mot s6 nguyén duong sao cho ab =1 mod ¢(n) thiham ¢’ : Z/n — Z/n
cho bdi = — 2z 13 ham ngudc cla & Nhu vay dé giadi ma € ta chi can tim sb
nguyén duong b sao cho ab =1 mod ¢(n). Véi gia thiét a nguyen t6 cting nhau
v6i ¢(n) dé tim dugc b ta c6 thé dung thuat tuan chia Euclid, n6i cach khac dé
nghich do ¢ ta chi can biét chi s6 Euler ¢(n). Tit suy luan nay ta thiy ring dé
ma hod ta chi can biét n va a, trong khi d6 dé gidi ma ta can biét ¢(n) va b.
Biét ¢(n) gan nhu tuong duong véi viec phan tich n thanh tich cic sb6 nguyén
t6. Vi phan tich mot s6 nguyén duong 16n thanh tich cac s6 nguyén t6 c6 do
phiic tap tinh toidn cao cho nén trén nguyén tic viéc gidi ma la rat khé ngay ca
khi viéc thong tin vé méa hoa c6 thé hoan toan cong khai.

5 Thay 15i két

Noi dung bai viét thudng xuyén nam trong nhitng bai giang dau tién ctia gido
trinh s6 hoc & bac dai hoc, vi vay kho c6 gi mdéi hay diic sic. Cai ngudi viét
quan tam nhét & day 1a lich st vd qua trinh hinh thanh céc khai niém co s6 ctia
toan hoc va Iy thuyét s6. Hy vong day sé 1a mot cach tiép can khac cho viéce
phd bién toan hoc, tha vi cho ngudi viét 1an ngudi doc.



