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Giáo viên THPT Chuyên Vĩnh Phúc


A. Mở đầu

Như chúng ta đã biết trong lý thuyết số có một định lí rất nổi tiếng về sự tồn tại số nguyên tố. Định lí đó mang tên nhà toán học Dirichlet có nội dung như sau: “với hai số nguyên dương a, b nguyên tố cùng nhau, nhị thức bậc nhất 
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 lấy vô số giá trị nguyên tố”, hay nói cách khác “với hai số tự nhiên a, b nguyên tố cùng nhau, tồn tại vô số các số nguyên tố dạng 
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, trong đó n là một số nguyên dương”.


Định lí này được nhà toán học Dirichlet (1805 - 1859) người Đức chứng minh năm 1837. Chứng minh của Dirichlet phải dùng đến những kiến thức của toán cao cấp. Năm 1949, nhà toán học Selberg (sinh năm 1917) tìm được một chứng minh sơ cấp cho định lí này nhưng cách chứng minh đó cũng rất phức tạp.


Trong bài viết này tôi sẽ đưa ra cách chứng minh sơ cấp của định lí Dirichlet trong các trường hợp đặc biệt của a và b.

B. Nội dung
Định lí 1. 

a) Tồn tại vô hạn các số nguyên tố dạng 
[image: image3.wmf]41
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, trong đó 
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 là một số nguyên dương.

b) Tồn tại vô hạn các số nguyên tố dạng 
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, trong đó 
[image: image6.wmf]n

 là một số nguyên dương.
Chứng minh.
a) Trước hết ta chứng minh được mệnh đề sau:
Bổ đề. Cho a là một số nguyên dương. Khi đó mọi ước nguyên tố lớn hơn 2 của 
[image: image7.wmf]2
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 đều có dạng 
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Thật vậy nếu p là một ước nguyên tố của 
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 và p có dạng 
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. Dễ thấy a không chia hết cho p nên theo định lí Fecma ta có 
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. Kết hợp với kết quả ở trên ta được 
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 vô lí. Vậy mệnh đề được chứng minh.

Giả sử có hữu hạn các số nguyên tố dạng 
[image: image14.wmf]41

m

+

 là 
[image: image15.wmf]12

,,...,

k

ppp

. Khi đó theo bổ đề trên thì số 
[image: image16.wmf](

)

2

12

...1

k

ppp

+

 có một ước nguyên tố dạng 
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 và ước nguyên tố này khác tất cả các số nguyên tố 
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b) Kết quả khá hiển nhiên.

Định lí 2.
a) Tồn tại vô hạn các số nguyên tố dạng 
[image: image20.wmf]61
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, trong đó 
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 là một số nguyên dương.

b) Tồn tại vô hạn các số nguyên tố dạng 
[image: image22.wmf]65
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, trong đó 
[image: image23.wmf]n

 là một số nguyên dương.

Chứng minh.
Trước hết ta chứng minh được bổ đề sau:

Bổ đề. Cho a là một số nguyên dương. Khi đó mọi ước nguyên tố lớn hơn 2 của 
[image: image24.wmf]2
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 đều có dạng 
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Thật vậy, nếu 
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 là một ước nguyên tố lớn hơn 2. Nếu  
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 vô lí. Do đó bổ đề được chứng minh.
Giả sử có hữu hạn các số nguyên tố dạng 
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 có một ước nguyên tố dạng 
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 và ước nguyên tố này khác tất cả các số nguyên tố 
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, vô lí. Vậy tồn tại vô số các số nguyên tố dạng 
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Định lí 3. 


Tồn tại vô hạn các số nguyên tố dạng 
[image: image34.wmf]1
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, trong đó 
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là một số nguyên tố và 
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 là một số nguyên dương.

Chứng minh.
Trước hết ta chứng minh các bổ đề sau:
Bổ đề 1. Cho a, k là các số nguyên dương và 
[image: image37.wmf]2
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Thật vậy, đặt 
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 suy ra k là cấp của a theo module m. Mặt khác theo định lí Euler ta có: 
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. Vậy bổ đề 1 được chứng minh.
Bổ đề 2.  Cho m là một số nguyên dương, p là một số nguyên tố sao cho p không phải là ước của m. Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một ước nguyên tố q của m sao cho q có  dạng 
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Thật vậy, giả sử 
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Bây giờ ta trở lại chứng minh định lí 3. Giả sử có hữu hạn các số nguyên tố dạng 
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 và theo bổ đề 2 ta có tồn tại ước nguyên tố q của m có dạng 
[image: image52.wmf]1

pn

+

. Dễ thấy ước nguyên tố q này đều khác các ước nguyên tố 
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Định lí 4. 


Với mỗi số nguyên dương 
[image: image54.wmf]n

 cho trước, tồn tại vô hạn các số nguyên tố dạng 
[image: image55.wmf]2.1
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, trong đó 
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 là một số nguyên dương.

Chứng minh.

Trước hết ta chứng minh bổ đề sau:

Bổ đề. Cho 
[image: image57.wmf],
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 là các số nguyên dương. Khi đó mọi ước nguyên tố 
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 của 
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 đều bằng 2 hoặc bằng một số có dạng 
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Thật vậy, giả sử 
[image: image61.wmf]p

 là một ước nguyên tố lẻ của 
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. Gọi h là cấp của a module p. Khi đó ta có 
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Ta sẽ chứng minh 
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, kết hợp với (1) ta được 
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. Theo định lí Fecma ta có 
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. Vậy bổ đề được chứng minh.

Trở lại chứng minh định lí. Giả sử có hữu hạn các số nguyên tố 
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 thì theo bổ đề trên ta có A có ước nguyên tố dạng 
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 và ước nguyên tố này không trùng với các số nguyên tố 
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Định lí 5. 


Cho 
[image: image76.wmf]a

 là một số nguyên dương. Khi đó tồn tại vô số số nguyên tố dạng 
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, trong đó 
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 là một số nguyên dương.


Để chứng minh định lí này trước hết ta đưa ra một số định nghĩa và khái niệm liên quan.

Định nghĩa 1. 

a) Mỗi nghiệm của đa thức 
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 được gọi là một căn bậc 
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 của đơn vị. Tập hợp các nghiệm này kí hiệu là 
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 là một nghiệm nào đó của đa thức trên. Mỗi phần tử 
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 như vậy được gọi là một phần tử sinh của 
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b) Một phần tử sinh của 
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 gọi là căn nguyên thủy bậc 
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 của đơn vị. Số căn nguyên thủy bậc 
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 của đơn vị bằng 
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 là hàm Euler.

Định nghĩa 2. Giả sử 
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[image: image95.wmf]n

. Đa thức chia đường tròn thứ 
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 là đa thức xác định bởi:


[image: image97.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12

...

n

n

xxxx

j

xxx

F=---

.
Mệnh đề 1.

a) 
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Chứng minh.

a) Đây là kết quả hiển nhiên
b) Ta chứng minh bằng quy nạp theo 
[image: image100.wmf]n
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 kết quả là hiển nhiên. Ta có:
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Theo giả thiết quy nạp 
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 là ước của 
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Ta có
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Từ đó dễ thấy 
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Mệnh đề 2. Cho 
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 là một đa thức khác hằng. Khi đó tập hợp 
[image: image111.wmf](

)

(

)

{

}

:,0

faafa

+

Î¹

¢

 chứa vô hạn các ước nguyên tố.
Chứng minh. Ta giả sử 
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, vì vậy để chứng minh yêu cầu bài toán ta sẽ chứng minh 
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 chứa vô hạn các ước nguyên tố. Do đó không mất tính tổng quát ta có thể giả sử 
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 chỉ có hữu hạn các ước nguyên tố 
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Mệnh đề 3. Cho p là một số nguyên tố, a và 
[image: image125.wmf]0

m

>

 là các số nguyên tố cùng nhau với p. Khi đó 
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Chứng minh.
(i) Nếu 
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 có cấp là m trong 
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Lấy d là một ước của m. Từ 
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(ii) Ngược lại, giả sử 
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Từ (4) sẽ tồn tại 
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 không có nghiệm bội, vô lí. Vậy 
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Bây giờ ta trở lại chứng minh định lí 5. Theo mệnh đề 3 thì 
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 có vô hạn các ước nguyên tố. Vì vậy có vô hạn có số nguyên tố p thỏa mãn 
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C. Một số bài tập áp dụng

Bài 1. Tìm tất cả các đa thức 
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