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Lêi nãi ®Çu
Trong vµi n¨m trë l¹i ®©y, tæ hîp ®ang dÇn trë thµnh mét phÇn kh«ng thÓ thiÕu trong c¸c k× thi chän häc sinh giái. TÊt c¶ c¸c ®Ò thi olympic to¸n tõ khu vùc cho tíi thi quèc gia hay TST c¸c n­íc còng nh­ IMO ®Òu cã Ýt nhÊt 1 bµi tæ hîp. Cïng víi sù ph¸t triÓn ®i lªn cña to¸n häc nãi chung, c¸c vÊn ®Ò vÒ tæ hîp còng ngµy cµng s©u s¾c ®a d¹ng h¬n. MÆc dï c¸ch gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp hoµn toµn dùa trªn n¨ng lùc t­ duy cña häc sinh , ®Õn tõ nh÷ng suy nghÜ tù nhiªn nh­ng kh«ng ph¶i ai còng cã kh¶ n¨ng Êy. ViÖc ph¸t hiÖn ra lêi gi¶i cña mét bµi to¸n tæ hîp lµ kÕt qu¶ cña c¶ mét sù cè g¾ng nç lùc. HiÖn nay cã nhiÒu ph­¬ng ph¸p tiÕp cËn ®èi víi c¸c bµi to¸n tæ hîp n©ng cao nh­ ®Ö quy, hµm sinh, song ¸nh, truy håi,…§ã ®Ò lµ nh÷ng ph­¬ng ph¸p rÊt m¹nh. ViÖc hiÓu vµ vËn dông nhuÇn nhuyÔn c¸c ph­¬ng ph¸p ®ã cã thÓ gióp b¹n dÔ dµng t×m ra con ®­êng cho c¸c bµi to¸n tæ hîp tõ ®¬n gi¶n ®Õn hãc bóa.
Nh»m môc ®Ých giíi thiÖu ®Õn c¸c b¹n mét vµi h­íng xö lÝ c¸c bµi to¸n tæ hîp n©ng cao, nhãm chóng t«i sÏ göi ®Õn c¸c b¹n mét bµi viÕt nhá víi néi dung träng t©m lµ ph­¬ng ph¸p truy håi, ®Õm hai c¸ch vµ sö dông nguyªn lÝ ¸nh x¹ trong viÖc xö lÝ c¸c bµi to¸n trong c¸c ®Ò thi olympic. C¸c b¹n cã thÓ dÔ dµng nhËn ra sù ®¬n gi¶n trong c¸c lêi gi¶i Êy - mét sù ®¬n gi¶n ®Õn bÊt ngê. 

TÊt nhiªn chuyªn ®Ò kh«ng thÓ tr¸nh khái nh÷ng thiÕu sãt do h¹n chÕ cña nhãm t¸c gi¶, còng nh­ tån t¹i nh­ng vÊn ®Ò mµ chuyªn ®Ò nµy kh«ng ®Ò cËp hÕt. ChÝnh v× thÕ chóng t«i lu«n hoan nghªnh mäi ý kiÕn ®ãng gãp  tõ c¸c b¹n. Mäi ý kiÕn ®ãng gãp xin trao ®æi trùc tiÕp víi nhãm t¸c gi¶.

· ) Môc lôc
1. Lêi nãi ®Çu
2.  Ch­¬ng I : Sö dông ¸nh x¹ trong gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp………… 

3.  Ch­¬ng II : Sö dông ph­¬ng ph¸p truy håi ………………………..

4.  Ch­¬ng III : §Õm b»ng hai c¸ch trong chøng minh c¸c ®¼ng thøc tæ hîp…………………………………………………………………..

5. Phô lôc : EULER vµ c¸c bµi to¸n næi tiÕng
Ch­¬ng i : §Õm b»ng hai c¸ch trong chøng minh          c¸c ®¼ng thøc tæ hîp
Như các bạn đã biết, để chứng minh một đẳng thức tổ hợp, ta có nhiều cách. Cách phổ biến nhất hiện nay là sử dụng hàm sinh và nhị thức Newton, thậm chí kết hợp với cả đạo hàm, tích phân, số phức tạo thành lời giải rất hay. Một cách khác là sử dụng các tính chất của các số n!, Ceq \l(\o\al(k,n)) ,…

Tuy nhiên có một cách khác có sự cuốn hút kì lạ bởi vẻ đẹp đầy chất trí tuệ của nó. Đó là phương pháp đếm số phần tử của 1 tập hợp bằng 2 cách.
1 Nội dung của phương pháp 

Giả sử ta cần chứng minh một đẳng thức có dạng: 
Ta xét một phép đếm X nào đó mà dễ dàng nhận thấy được kết quả của phép đếm là [image: image1.png]


 ( hoặc B ). Tiếp theo ta đếm X theo một cách khác và cho kết quả là B     ( hoặc A ). Vì A và B là kết quả của cùng một phép đếm nên ta có được đẳng thức cần chứng minh.

2 C¸c vÝ  dô
Bài 1: Chứng minh rằng
Ckn=Ckn-1+Ck-1n-1
(1)

Nhận xét: Đây là một trong những đẳng thức quan trọng được sử dụng nhiều và hiệu quả trong những bài chứng minh đẳng thức và bất đẳng thức tổ hợp.

Nhìn vào đẳng thức bên trái, ta sẽ nghĩ đến đếm số tập con k phần tử lấy ra từ n phần tử. Vì vậy ta sẽ đếm số cách chọn k phần tử này theo 2 cách như sau :

Bài làm:

Xét tập hợp A gồm n phần tử:

                              A={a​1 ; a2 ; a3 ; …. an​}

 Gọi B là tập hợp những tập hợp con k phần tử được lấy ra từ tập A
   => 
[image: image2.wmf]B

=Ckn
 Gọi B1 là tập hợp những tập hợp con k phần tử được lấy ra từ tập A mà luôn có phần tử an , B2  là tập hợp những tập hợp con k phần tử được lấy ra từ tập A mà không có phần tử an
( B1 
[image: image3.wmf]Ç

 B2= 
[image: image4.wmf]Æ



[image: image5.wmf]1
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+ 
[image: image6.wmf]2
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= 
[image: image7.wmf]B


       Số phần tử của B1 được đếm như sau:

· Bước 1:Chọn an : 1 cách

· Bước 2: Chọn k-1 số còn lại trong n-1 số: Ck-1n-1
=>
[image: image8.wmf]1
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        Số phần tử của B2 được đếm như sau:

 Vì trong k phần tử  không chứa phần tử an
· Ta chọn k phần tử trong n-1 phần tử còn lại

      => Có:   Ckn-1  (cách)

      => 
[image: image11.wmf]2
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=Ckn-1
Vậy  :    Ckn=Ckn-1+Ck-1n-1
(đpcm)

Bài 2: 
Chứng minh rằng
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(2)

Nhận xét : Các số hạng bên vế trái  : 
[image: image16.wmf]0
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  gợi cho ta nghĩ đến việc đếm số tập con 0 ; 1 ; 2 ; ....n  phần tử được lấy ra từ tập con có n phần tử. 

Bài làm

Ta có  tổng : 
[image: image19.wmf]0
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 là tổng tất cả các tập con của tập có n phần tử.

 Lại có 1 tập con bất kì của tập có n phần tử  được xác định như sau:

· Bước 1 : Chọn chỗ cho a1 : 2 cách         ( có hoặc không)

· Bước 2 : Chọn chỗ cho a2  : 2 cách         ( có hoặc không)

· ......................

· Bước n: Chọn chỗ cho an :   2 cách         ( có hoặc không)

Như vậy tất cả các tập con của tập A có n phần tử là: 2.2....2   =
[image: image22.wmf]2
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                                           ( có n chữ số 2)
 Vậy : 
[image: image23.wmf]0

n

C

 + 
[image: image24.wmf]1

n

C

 + .....+ 
[image: image25.wmf]n

n

C

 =  
[image: image26.wmf]2

n


Bài 3 : Chứng minh rằng
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(3)
Nhận xét : VP chính là tập con có r phần tử của tập có m+n phần tử nhưng nhìn vào m+n ta sẽ nghĩ đến việc chia tập m+n phần tử làm 2 loại , tù đó có thể dẫn đến tích 
[image: image29.wmf].
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Bài làm:

 Xét tập A ={ a1 ;a2 ; a3 ;.......; an ; b1 ; b2 ;.......; bm}

Một tập con có r phần tử của tập A là số tập con có r phần tử của tập có m+n phần tử và bằng  : 
[image: image30.wmf]r
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Lại có 1 tập con bất kì có r phần tử của A có i phần tử loại a thì có r-i phần tử loại b

· Có số cách chọn là : 
[image: image31.wmf].
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Vậy  
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Nhận xét: Một số kết quả mở rộng  

· Nếu thay m=n ; r=n có kết quả sau:
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· Thay  m= n-1  ; r=n  ; m=n

=>     
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=>       n. 
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=>      n. 
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 - Áp dụng công thức (1)   ta có  : n. 
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[image: image48.wmf]i

n

C


Vậy ta thu được kết quả
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Bài 4  : Chứng minh rằng
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Bài làm:
           Xét bài toán: Một lớp học có n học sinh. Tìm số cách chọn ra một số người để lập nhóm, trong đó có 1 người là nhóm trưởng.  

Cách giải đơn giản: Trước hết ta chọn nhóm trưởng. Có n cách chọn như vậy. Sau đó ta chọn các thành viên còn lại của nhóm. Theo yêu cầu của đề bài thì các thành viên còn lại có thể là một tập con bất kỳ (kể cả () của n-1 người còn lại. Do đó số cách chọn các thành viên còn lại là 2n-1. Vậy đáp số bài toán là n.2n-1. 

Bây giờ ta chọn bằng cách phức tạp hơn : Đầu tiên ta cố định số người i mà ta định chọn ra với i = 1, 2, … n. Tiếp theo, ta chọn ra i người từ n người: có 
[image: image53.wmf]i
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 cách chọn như vậy. Với mỗi cách chọn, ta có i cách chọn nhóm trưởng từ i người được chọn. Từ đó suy ra đáp số bài toán là 
[image: image54.wmf]1
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So sánh hai kết quả ta có đpcm.
*)Nhận xét : Đếm bằng hai cách là cách giải thú vị nhất cho bài toán này. Nó thể hiện sự logic trong tư duy của người làm toán, sự sáng tạo trong lời giải. Ta cũng có thể giải bằng những cách khác nhưng lời giải trên đây theo tôi là cách nhanh gọn nhật để giải bài toán này
Bài 5 :  Chứng minh rằng
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Bài làm:

  Đặt X={ x1 ; x​2 ; ....; xn}
· Ta sẽ đếm số cặp (A , M) bằng 2 cách , trong đó:

                    +)   A là tập con của X có k phần tử

                    +)   M là tập con của A

Cách 1 : Vì A là tập con của X có k phần tử

=> có  
[image: image59.wmf]k
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    cách chọn A

M là tập con của A

=> có 
[image: image60.wmf]2
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 cách chọn M

=> có 
[image: image61.wmf]2
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 cách chọn cặp (A;M)

Cách 2: Chọn M có i phần tử: 
[image: image63.wmf]i
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 cách (0≤i≤k )

Sau khi i phần tử từ tập n phần tử ta sẽ chọn k-i phần tử từ tập n-i phần tử còn lại : có 
[image: image64.wmf]ki
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 cách chọn . Những phần tử này gộp với M tạo nên tập A

· Với mỗi i có 
[image: image65.wmf]i
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  cặp (A;M)
       Cho i = 0; 1; 2; .......; k ta có số cặp (A ; M) thoả mãn là 
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Cho kết quả của hai cách đếm trên bằng nhau ta thu được :

[image: image70.wmf]0

.

k

iki

nni

i

CC

-

-

=

å

   =   
[image: image71.wmf]2.

kk

n

C

 (dpcm)
Bài 6 : Chứng minh rằng
k. 
[image: image72.wmf]0
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Bài làm

Đặt X={ a1; a2 ; ...;am ; b1 ; b2 ; ... ;bp}

Xét bài toán tím số tập con của tập X chứa k phần tử trong đó chỉ có phần tử loại a làm đại diện đứng đầu
· Cách 1: Số tập con có k phần tử của X là : 
[image: image76.wmf]k
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 tập 
Mỗi tập con của X có k phần tử là 1 tập có dạng B={c1 ; c2 ; ...; ck}                                            ( ci 
[image: image77.wmf]Î
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[image: image78.wmf]0;

k

 )

Ta biến mỗi tập con có k phần tử của X thành tập có dạng sau :

c1 ; c2 ; ...; ck

c2 ; c1 ; ...; ck


cn ; c1 ; c2 ; ...; ck
Sau khi biến đổi ta có số tập là 
[image: image79.wmf].
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=> Số tập mà chỉ có phần tử loại a làm đại diện đứng đầu là : 
[image: image80.wmf]..
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· Cách 2 : Đầu tiên ta chọn i phần tử loại a  ( 0
[image: image81.wmf]£
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· có 
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· có k-i phần tử loại b : 
[image: image84.wmf]ki
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· Số tập con có i phần tử là : 
[image: image85.wmf]i
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Vì có i phần tử loại a (  Số tập mà chỉ có loại a làm đại diện là
i .
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Cho i=
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 ta có số cách chọn thoả mãn là :

k. 
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Đến đây cho hai kết quả thu được sau hai cách đếm bằng nhau ta có dpcm

Bài 7 :  Cho 1 (  m  (  n. Chứng minh rằng  
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Bài làm
Xét bài toán tìm số cách chọn ra m+1 phần tử từ n+1 phần tử. 
Cách 1 : Đếm trực tiếp

Ta thấy số cách chọn hiển nhiên là 
[image: image94.wmf]1
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Cách 2 : Ta sắp cách n+1 phần tử (giả sử đó là 1, 2…, n+1) thành 1 hàng dọc. 
Gọi a1 < a2 < …< am < am+1 là m+1 phần tử được chọn. Ta phân loại các cách chọn này theo vị trí của a2 ( mục đích là tạo ra 1 phần tử bên trái nó và m-1 phần tử bên phải nó ). 
Vì a1 < a2 < …< am < am+1 nên từ đây ta suy ra  2 ( a2 ( n – m + 2. Do đó nếu đặt a2 = i+1 thì i = 1, 2, …, n-m+1. Với a2 = i+1 cố định thì ta có i cách chọn a1 và 
[image: image95.wmf]1
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 cách chọn a3, …, am+1, tức là ta có 
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 cách chọn 1 ( a1 < a2 < …< am+1 ( n+1 với a2 = i+1. Do i có thể nhận các giá trị từ 1 đến n-m+1 nên ta có tổng số các cách chọn các loại là   
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Từ đó ta có điều phải chứng minh.
3. Một số ví dụ áp dụng  
1. Chứng minh các đẳng thức tổ hợp sau  

 a.
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2. Cho số tự nhiên [image: image104.png]


. Một hoán vị của tập [image: image105.png]


 được gọi là hoán vị bảo tồn [image: image106.png]


 nếu như phần tử [image: image107.png]


 ở nguyên vị trí cũ của nó trong hoán vị mới . Kí hiệu [image: image108.png]


  là số hoán vị bảo tồn đúng k phần tử của A.       Chứng minh rằng:
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3. Trong một kì thi có [image: image111.png]


 thí sinh và số lẻ [image: image112.png]b >3



 giám khảo. Mỗi giám khảo đánh giá từng thí sinh và cho kết luận thí sinh đó đỗ hay trượt. Giả sử k là số thỏa mãn: với hai giám khảo bất kì thì số thí sinh mà họ cho kết luận giống nhau nhiều nhất là [image: image113.png]


. Chứng minh rằng
[image: image114.png]



Ch­¬ng 2: Sö dông ¸nh x¹ trong gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp
Trong phÇn nµy t«i sÏ trao ®æi víi c¸c b¹n thªm vÒ ph­¬ng ph¸p sö  dông ¸nh x¹ ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp. §©y lµ mét ph­¬ng ph¸p rÊt thó vÞ. Nã cã thÓ ®­a ra nh÷ng lêi gi¶i kh¸ bÊt ngê cho nh÷ng bµi to¸n  tæ hîp khã. T«i sÏ cè g¾ng tr×nh bµy thËt ng¾n gän vµ dÔ hiÓu. V× vËy,  t«i cã mét ®Ò nghÞ nhá, ®ã lµ viÖc chøng minh c¸c ¸nh x¹ ®­îc sö dông lµ ®¬n ¸nh hay toµn ¸nh , song ¸nh  sÏ do b¹n ®äc tù chøng minh. Nh÷ng ¸nh x¹ ®ßi hái xö lÝ phøc t¹p  t«i sÏ tr×nh bµy cÆn kÏ, dÔ hiÓu nhÊt cã thÓ.
1 - Nguyªn lÝ ®¬n ¸nh, song ¸nh, toµn ¸nh


Víi A, B lµ c¸c tËp hîp h÷u h¹n. XÐt f  lµ mét ¸nh x¹ ®i tõ A vµo B
· NÕu f  lµ ®¬n ¸nh th× |A| ≤ |B|
· NÕu f  lµ toµn ¸nh th× |A| ≥ |B|
· NÕu f  lµ song ¸nh th× |A| =|B|
2 - C¸c bµi tËp ¸p dông

Chóng ta sÏ b¾t ®Çu tõ nh÷ng bµi to¸n c¬ b¶n:

1. Cho tËp A={1,2,…2n}. Mét tËp con B cña A gäi lµ tËp c©n nÕu trong tËp ®ã sè c¸c sè ch½n b»ng sè c¸c sè lÎ. TËp rçng còng lµ mét tËp c©n . Hái A chøa bao nhiªu tËp c©n. ( Tµi liÖu Chuyªn to¸n- §¹i sè vµ gi¶i tÝch 11 )
Gi¶i Ta thÊy ®©y lµ mét bµi to¸n chøng minh lùc l­îng cña hai tËp hîp b»ng nhau. Mét c¸ch tù nhiªn ta nghÜ tíi viÖc thiÕt lËp mét song ¸nh gi÷a hä c¸c tËp c©n cña A víi c¸c tËp con cã n phÇn tö cña A. §iÒu ®ã gîi ý ta ®Õn h­íng gi¶i cña bµi to¸n. 

Gäi M lµ hä tÊt c¶ c¸c tËp c©n cña A, N lµ hä c¸c tËp con cña A cã n phÇn tö.

XÐt X={2, 4 ,…2n} lµ tËp c¸c sè ch½n cña A
       Y={1, 3 ,.. 2n-1} lµ tËp c¸c sè lÎ cña A

Gäi B lµ mét phÇn tö thuéc M th× B lµ mét tËp c©n. Gäi B1 vµ B2 thø tù lµ tËp c¸c sè ch½n vµ sè lÎ cña B. Theo ®Þnh nghÜa tËp c©n ta cã | B1|=|B2| . XÐt mét ¸nh x¹ f  tõ M vµo N nh­ sau : f(B)=B1 ( ( Y \ B2 )    
Do B1 vµ Y \ B2 lµ hai  tËp rêi nhau nªn ta cã |f(B)|=|B1|+|Y\B2|=|B1|+|Y|-|B2|=|Y|=n

VËy f(B)( N
C«ng viÖc cßn l¹i cña ta chØ lµ chøng minh  f  lµ song ¸nh.

+ f lµ ®¬n ¸nh : Gi¶ sö tån t¹i B , C 

 M mµ f(B)=f(C). Suy ra 

B1 ( ( Y \ B2 ) = C1 ( ( Y \ C2 )
MÆt kh¸c do B1 , C1 lµ tËp c¸c sè ch½n cßn ( Y \ B2 ) , ( Y \ C2 ) lµ tËp c¸c sè lÎ nªn 
B1=C1 vµ   ( Y \ B2 ) = ( Y \ C2 ) → B1=C1 vµ B2=C2
Suy ra B=C. 
VËy f lµ ®¬n ¸nh 

+ f  lµ toµn ¸nh : Víi D 

 N lµ mét tËp con cña A cã N phÇn tö, ta kÝ hiÖu M1, M2 lµ tËp c¸c sè ch½n vµ c¸c sè lÎ cña M. Khi ®ã ®Æt B1=M1, B2=Y\M2 vµ B  =B1 ( B2
Ta cã |B1|=|M1| vµ |B2|=|Y|-|M2|=n-|M2|=|M|-|M2|=|M1|  suy ra |B1|=|B2| 

Do ®ã B lµ mét tËp c©n. VËy f còng lµ toµn ¸nh
Tõ ®©y ta cã thÓ kÕt luËn ®­îc r»ng f lµ song ¸nh

V× cã mét song ¸nh gi÷a M vµ N nªn |M|=|N|.  MÆt kh¸c ta l¹i cã |N|= Cn2n
VËy A cã Cn2n tËp c©n.                                                                                         □
 NhËn xÐt  Bªn c¹nh c¸ch gi¶i d· tr×nh bµy ë trªn, ta cã thÓ thùc hiÖn ®Õm trùc  tiÕp c¸c tËp c©n cña A th«ng qua viªc ®Õm lÇn l­ît c¸c tËp c©n cña A cã 2m phÇn tö  trong ®ã m = eq \x\to(\a(,))
 nh­ sau :

Víi  mçi tËp c©n cã 2m phÇn tö ta cã thÓ chän m phÇn tö ch½n  ( Cmn c¸ch ) vµ chän m phÇn tö lÎ ( Cmn  c¸ch ) . Suy ra cã (Cmn)2 tËp c©n cña  A cã    2m  phÇn tö.  Cho    m = eq \x\to(\a(,))
  , kÕt hîp ®¼ng thøc (C0n)2+(C1n)2+…+(Cnn)2=Cn2n ta cã dpcm.                 □
2.  Cho k, n lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng. T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh :    x1 + x2 + … + xk = n (*) ( Bµi to¸n chia kÑo cña EULER )
§©y cã lÏ lµ bµi to¸n “ x­a nh­ tr¸i ®Êt” cña to¸n tæ hîp.  Cã thÓ kÓ ra mét vµi ph­¬ng ph¸p gi¶i quyÕt ®èi víi bµi to¸n nµy nh­  ®ệ quy, hàm sinh,…Nh­ng ë ®©y chóng ta sÏ tiÕp cËn nã theo mét gãc nh×n kh¸c : Song ¸nh. 
Gi¶i  Gäi A lµ hä c¸c bé {x1 , x2 , …  xk }tho¶ m·n, B lµ hä c¸c d·y nhÞ ph©n cã ®é dµi n+k-1 gåm k-1 bit 0

XÐt ¸nh x¹ f  cho bëi quy t¾c : Víi mçi bé {x1 , x2 , …  xk } ta thùc hiÖn viÕt liªn tiÕp tõ tr¸i qua ph¶i x1 bit 1, råi ®Õn 1 bit 0, råi l¹i ®Õn x2 bit 1, cø nh­ thÕ ®Õn hÕt xn. Nh­ vËy øng víi mçi bé{x1 , x2 , …  xk } ta x©y dùng ®­îc mét d·y nhÞ ph©n cã ®é dµi n+k-1 gåm k-1 bit 0 vµ n bit 1. DÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ mét song ¸nh.

VËy sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (*) sÏ t­¬ng øng víi sè d·y nhÞ ph©n nhÞ ph©n cã ®é dµi n+k-1 gåm k-1 bit 0 vµ n bit 1. MÆt kh¸c mçi d·y nhÞ ph©n t­¬ng øng víi mét c¸ch chän k-1 vÞ trÝ cho bit 0 nªn sè d·y nhÞ ph©n tho¶ m·n lµ Ck-1n+k-1             □
RÊt ng¾n gän vµ dÔ hiÓu !
3. Cho X={1,2,...n} . A lµ mét tËp con cña X. A gäi lµ tËp bÐo nÒu mäi phÇn tö cña A ®Òu kh«ng nhá h¬n sè phÇn tö cña nã. TËp rçng còng lµ mét tËp bÐo. Khi ®ã ®Æt an lµ hä c¸c tËp con bÐo cña X  sao cho mét tËp bÐo bÊt k× kh«ng chøa hai sè liªn tiÕp, bn  lµ hä c¸c tËp con cña X  mµ hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ. Chøng minh an=bn
Gi¶i  

C¸ch 1  Ta ®i tÝnh lÇn l­ît  an, bn
*) TÝnh an 

Gäi M lµ hä c¸c tËp bÐo cã k phÇn tö tho¶ m·n ®Ò bµi. . Gäi N lµ hä c¸c tËp con cã k phÇn tö cña {k, k+1, … n-k+1} 

 XÐt f : M → N cho bëi quy t¾c : Gi¶ sö M = { m1, m2,….mk} 

 M. Do ®ã n ≥ mi ≥ k víi i = eq \x\to(\a(,))
 . Kh«ng gi¶m tæng qu¸t gi¶ sö  mi < mj víi i < j.
§Æt m1=n1 ;  m2 - 1 = n2 ; m3 -2=n3 ; … mk-k+1=nk

Do M kh«ng chøa hai sè liªn tiÕp nªn m1 < m2 -1 < …< mk-k+1
Suy ra k ≤ n1< n2 <… < nk ≤ n-k+1 . Ta ®Þnh nghÜa f(M)=N  = { n1, n2,….nk} Khi ®ã N 

 N
Ta dÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ song ¸nh. MÆt kh¸c |N| chÝnh lµ c¸ch chän k phÇn tö tõ tËp {k,k+1,…n-k+1} vµ b»ng Ckn-2k+2
VËy an= ∑ Ckn-2k+2  trong ®ã k ch¹y tõ 0 ®Õn n ( quy ­íc Cik=0 nÕu i ≥ k hoÆc k<0)

*) TÝnh bn
ý t­ëng cña chóng ta còng lµ thiÕt lËp mét song ¸nh ®i tõ  hä c¸c tËp con cña X  mµ hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ sang mét tËp kh¸c dÔ ®Õm h¬n. Lóc nµy dùa vµo ý t­ëng ®· h×nh thµnh ë chç tÝnh an ta còng m¹nh d¹n thiÕt lËp mét song ¸nh t­¬ng tù.

Gäi C lµ hä c¸c tËp con cã q phÇn tö cña X  mµ hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ. D lµ hä c¸c tËp con cã q phÇn tö cña tËp {1,2,… n-2q+2}. 
Ta thiÕt lËp mét ¸nh x¹ f : C → D nh­ sau : Gi¶ sö C = {c 1, c2,….cq} 

 C. ta cã    thÓ gi¶ thiÕt c1 < c2 < … < cq . §Æt di=ci-2i+2 víi i = eq \x\to(\a(,))
. V× ci+1-ci ≥ 3 nªn di+1-di ≥ 1
Do ®ã 1 ≤ d1 < d2 <… < dq ≤ n - 2q + 2.
Ta ®Þnh nghÜa f (C)=D = {d1 , d2 ,… dq}suy ra D 

 D. Ta còng dÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ song ¸nh. 

MÆt kh¸c |D| chÝnh lµ c¸ch chän q phÇn tö tõ tËp {1, 2,…n-2q+2} vµ b»ng Cqn-2q+2
Khi cho q ch¹y tõ 1 ®Õn n ta cã  bn=∑|C|=∑|D|=∑Cqn-2q+2 víi q={1,2,…n}

( ta còng quy ­íc nh­ trªn )

§Õn ®©y ta dÔ dµng suy ra ®­îc an=bn. VËy ta cã dpcm                                     □
Râ rµng hai ¸nh x¹ sö dông trong tÝnh an vµ b​n cã vÎ kh¸ gièng nhau : sù xuÊt hiÖn “mê ¸m” cña  Ckn-2k+2  . §iÒu nµy gîi cho ta liªn t­ëng tíi viÖc thiÕt lËp mét song ¸nh trùc tiÕp gi÷a an vµ b​n . §©y chÝnh lµ c¬ së h×nh thµnh c¸ch gi¶i thø hai cña bµi to¸n.
C¸ch 2 Gäi A lµ hä c¸c tËp bÐo cã k phÇn tö tho¶ m·n ®Ò bµi, B lµ hä c¸c tËp con cña X cã tÝnh chÊt hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ.
Ta thiÕt lËp mét ¸nh x¹ f : A → B nh­ sau : Gi¶ sö A = {a1, a2, …ak} 

 A . Ta cã thÓ gi¶ sö k  ≤ a1 < a2 < a3 <… < ak ≤ n. §Æt b1+k-1=a1, b2+k-2=a2, ….bk=ak.
 Ta cã ai+1 ≥ ai + 2 víi mäi i = eq \x\to(\a(,))
( ai+1-ai (  2 ( bi+1-bi ( 3 vµ b1 (  1, bk ( n
Ta ®Þnh nghÜa f(A) = b = { b1, b2 ,... bn }={ a1+1-k, a2+2-k,... ak  }

Suy ra B 

 B. Do vËy f lµ mét ¸nh x¹ tõ A vµo B. Ta dÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ song ¸nh.

V× tån t¹i mét song ¸nh gi÷a A vµ B nªn |A|=|B| hay an=bn                                □
Râ rµng c¸ch thø hai ng¾n gän vµ s¸ng sña h¬n nhiÒu so víi c¸ch thø nhÊt ë trªn. Tuy nhiªn mçi c¸ch ®Òu cã c¸i hay riªng cña nã. Nã sÏ lµ c¬ së gióp ta gi¶i quyÕt nh÷ng vÊn ®Ò hãc bóa h¬n sau nµy.

4. Cho [image: image115.png]e



 là các số nguyên lớn hơn [image: image116.png]


 và [image: image117.png]


 là một tập có [image: image118.png]


 phần tử. Giả sử có các tập con [image: image119.png]


 của [image: image120.png]


 thoả mãn: Với mỗi hai phần tử [image: image121.png]r.y 9



, có tập [image: image122.png]


 sao cho  [image: image123.png]re ALy FA;
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. Chứng minh rằng [image: image125.png]



 Gi¶i : 

Gọi [image: image126.png]


 là tập các xâu nhị phân độ dài [image: image127.png]


. Xét ánh xạ [image: image128.png]


 xác định theo quy tắc sau : Nếu [image: image129.png]]



 thì [image: image130.png]


, ở đây [image: image131.png]


 nếu x 

 Ai và [image: image132.png]


nếu x ( Ai
Ta chøng minh ¸nh x¹ trªn lµ ®¬n ¸nh. ThËt vËy, víi x ≠ y 

 S ta cã tập [image: image133.png]


 sao cho  [image: image134.png]re ALy FA;
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. Khi ®ã lu«n tån t¹i chØ sè i sao cho xi ≠  yi
Suy ra f(x) ≠  f(y)  . VËy ¸nh x¹ trªn lµ ®¬n ¸nh.

§Õn ®©y ta suy ra |S| (   |T| hay n (  2m. (dpcm)                                                 □

Vµ sau ®©y chóng ta sÏ ®i vµo gi¶i quyÕt nh÷ng bµi to¸n khã h¬n ( C¸c bµi TST, olympic to¸n c¸c n­íc,…)
5. ( VN TST 96-97 ) :  Cho các số nguyên dương [image: image136.png]


 với [image: image137.png]


 và [image: image138.png]Eip+1)<n



. Cho n điểm phân biệt nằm trên 1 đường tròn tô tất cả n điểm đó bởi 2 màu xanh đỏ ( mỗi điểm 1 màu ) sao cho có đúng k điểm tô màu xanh và trên mỗi cung tròn mà 2 đầu mút là 2 điểm xanh liên tiếp ( tính theo chiều kim đồng hồ ) luôn có ít nhất p điểm đỏ. Hỏi có bao nhiêu cách tô màu khác nhau ? 
( Hai cách tô khác nhau nếu có ít nhất 1 điểm tô bởi 2 màu khác nhau trong 2 cách tô đó )  
§©y thùc sù lµ mét bµi to¸n kh¸ hãc bóa. Chóng ta sÏ cÇn sö dông mét bæ ®Ò nhá trong chøng minh bµi to¸n nµy .
 *)  Bæ ®Ò : Cho n ®iÓm ph©n biÖt cïng n»m trªn mét ®­êng th¼ng. T« n ®iÓm bëi 2 mµu xanh vµ ®á sao cho cã ®óng k ®iÓm ®­îc t« bëi mµu xanh vµ gi÷a hai ®iÓm mµu xanh liªn tiÕp ( tÝnh tõ tr¸i qua ph¶i ) cã Ýt nhÊt p ®iÓm ®­îc t« bëi mµu ®á vµ ë bªn ph¶i ®iÓm xanh cuèi cïng cã Ýt nhÊt p ®iÓm ®­îc t« mµu ®á. Khi ®ã sè c¸ch t« mµu kh¸c nhau lµ Ckn-kp.
 *)  Chøng minh : LÇn l­ît tõ tr¸i qua ph¶i gäi c¸c ®iÓm lµ 1 , 2 , … n. §Æt t­¬ng øng mçi c¸ch t« mµu víi bé k sè nguyªn d­¬ng { i1, i2,…ik } trong ®ã  i1, i2, … ik lµ c¸c ®iÓm t« xanh tho¶ m·n yªu cÇu ®Ò bµi. Kh«ng gi¶m tæng qu¸t gi¶ sö  : 

i1 < i2 < … <ik.
Khi ®ã ta cã ij+1- ij >p ( j = eq \x\to(\a(,))
vµ i1 ( 1, ik ( n-p. DÔ thÊy t­¬ng øng nãi trªn x¸c lËp mét song ¸nh tõ tËp gåm tÊt c¶ c¸c c¸ch t« mµu tíi tËp : 

T={(i1<i2<...<ik) | iJ 

 eq \x\to(\a(,))
} ( j 

eq \x\to(\a(,))
; ij+1-ij > p ( j = eq \x\to(\a(,))

Gäi T0 lµ hä c¸c tËp con cã k phÇn tö cña { 1, 2. ... n-kp }. XÐt ¸nh x¹ f  : T→T0  cho      nh­ sau : Gi¶ sö M ={ (m1< m2<….<mk)} 

 T. §Æt ni=mi-ip+p ( i = eq \x\to(\a(,1.k)) .

Do mi+1-mi>p ( ni+1-ni ( 1. Do ®ã 1 ( n1 < n2 < … < nk ( n-kp.

Ta ®Þnh nghÜa f (M)=N={ n1, n2,….nk} th× N 

 T0.

 Do vËy f  lµ mét ¸nh x¹ tõ T vµo T0. DÔ chøng minh ®­îc f lµ song ¸nh. 

VËy ta cã dpcm.                                                                                                     
 *) B©y giê trë l¹i bµi to¸n : LÇn  l­ît theo chiÒu kim ®ång hå ta gäi c¸c ®iÓm lµ  A1, A2, ... An. Gäi X lµ tËp gåm tÊt c¶ c¸c c¸ch t« mµu kh¸c nhau. 

XÐt ph©n ho¹ch 


X = X1 ( X2 . 
Trong ®ã X1= { x 

 X | trong x cã ®iÓm  mµu xanh n»m trong { A1, A2, ....Ap }} vµ            X2 = X | X1 .  HiÓn nhiªn víi x 

 X2 th× trong  x  kh«ng  cã  ®iÓm  xanh   nµo  thuéc  tËp   {A1,... An}. Do ®ã theo bæ ®Ò ta cã |X2|=Ckn-kp.

 XÐt X1. KÝ hiÖu X1i = { x 

 X | trong x cã Ai ®­îc t« xanh , i = eq \x\to(\a(,))
 }. Khi ®ã ta lu«n cã X1i ( X​​1j = (  víi i ≠ j 

 { 1, 2, …p } vµ X1 = X11 (  X12  ( …( X1p
 Víi  mçi i = eq \x\to(\a(,))
  , theo bæ ®Ò ta cã  | X1i | = C k-1n-1-p-(k-1)p = Ck-1n-kp-1
Do ®ã |X1|=pCk-1n-kp-1.

VËy |X|= p Ck-1n-kp-1+ Ckn-kp                                                                                   □
*) Mét bµi t­¬ng tù lµ VN TST 2005 : Trªn mét vßng trßn cã n chiÕc ghÕ ®¸nh sè tõ 1 ®Õn n. Ng­êi ta chän ra k chiÕc ghÕ. Hai chiÕc ghÕ ®­îc chän gäi lµ kÒ nhau nÕu ®ã lµ hai ghÕ liªn tiÕp. H·y tÝnh sè c¸ch chän k ghÕ sao cho gi÷a hai chiÕc ghÕ kÒ nhau cã Ýt nhÊt 3 chiÕc ghÕ kh¸c. C¸c b¹n h·y xem nã nh­ mét bµi tËp tù gi¶i vµ thö chøng minh sau khi ®· xem c¸ch gi¶i cña bµi trªn
6. ( IMO - 1987 ) Gäi pn(k) lµ sè c¸c ho¸n vÞ cña { 1, 2, … n } cã ®óng k                        ®iÓm cè ®Þnh. Chøng minh r»ng  ∑ kpk(n) = n! víi k = eq \x\to(\a(,))

Râ rµng trong bµi to¸n nµy viÖc ®i chøng minh trùc tiÕp ®¼ng thøc lµ kh«ng hÒ ®¬n gi¶n. Tõ ®ã ta h×nh thµnh ý t­ëng dùa vµo c¸c ph­¬ng ph¸p kh¸c nhau ®Ó tÝnh sè phÇn tö cña cïng mét tËp hîp , th«ng qua ®ã ta thu ®­îc c¸c kÕt qu¶ b»ng nhau. §©y lµ mét trong nh÷ng øng dông thó vÞ cña song ¸nh - ®Õm hai c¸ch
Gi¶i : TÝnh tÊt c¶ c¸c cÆp ( x , y ) trong ®ã y lµ ho¸n vÞ víi x lµm ®iÓm cè ®Þnh. 
Víi mçi gi¸ trÞ cña x ta cã (n-1)! ho¸n vÞ y nhËn x lµm ®iÓm cè ®Þnh. 

 Nh­ vËy khi cho x = eq \x\to(\a(,))
  ta cã sè cÆp ( x , y ) lµ n! cÆp.

MÆt kh¸c khi ta tÝnh sè cÆp theo y th× ta ®­îc tæng bªn tr¸i. ThËt vËy, víi mçi k tho¶ m·n 0 (  k (  n cã pk(n) ho¸n vÞ víi k ®iÓm cè ®Þnh vµ øng víi mçi ho¸n vÞ nµy sÏ cã k cÆp ( x , y ) kh¸c nhau nªn sè cÆp ( x, y ) lµ  ∑ kpk(n) = n! víi k = eq \x\to(\a(,))

§Õn ®©y ta cho hai gi¸ trÞ nµy b»ng nhau ta cã ®pcm.                                         □
7.  ( IMO - 1989 )  Mét ho¸n vÞ a1a2...a2n cña { 1, 2, … 2n} , n 

 N ®­îc gäi lµ cã tÝnh chÊt P nÕu | ai - ai+1 | = n ®óng víi Ýt nhÊt mét gi¸ trÞ cña i 

 {1, 2, … 2n-1} Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ cña n th× sè ho¸n vÞ cã tÝnh chÊt P lu«n lín h¬n sè ho¸n vÞ kh«ng cã tÝnh chÊt Êy.
 Lêi gi¶i  
DÔ dµng kiÓm chøng kh¼ng ®Þnh  víi n = 1
Gi¶ sö n ( 2. Gäi A, B  t­¬ng øng lµ c¸c tËp kh«ng cã vµ cã tÝnh chÊt P . Ta sÏ chøng minh |A| < |B|  . B©y giê ta sÏ chøng minh dùa trªn ý t­ëng thiªt lËp mét ¸nh x¹ f  tõ A vµo B sao cho f  lµ ®¬n ¸nh nh­ng kh«ng lµ toµn ¸nh. 
§Æt T = a1a2...a2n  lµ mét phÇn tö cña A. Do T  kh«ng cã tÝnh chÊt P nªn hai phÇn tö liªn tiÕp nµo còng h¬n kÐm nhau mét kho¶ng kh¸c n.
Do ®ã gäi phÇn tö  c¸ch a1 kho¶ng c¸ch n lµ ak trong ®ã 2 < k < 2n+1.

§Æt T0 = f (T) = a2a3...ar-1a1arar+1... a2n. Khi ®ã { x1, xr } lµ cÆp liÒn kÒ cã kho¶ng c¸ch n. V× vËy T0 

 B .
Suy ra f  lµ mét ¸nh x¹ tõ A vµo B. 

*) f lµ ®¬n ¸nh : §Æt ( = x1x2…x2n vµ ( =y1y2…y2n vµ (, ( 

 A vµ  thµnh phÇn c¸ch x1, y1 kho¶ng c¸ch n thø tù lµ xr vµ ys trong ®ã 3 (  xr, ys (  2n . 

Gi¶ sö f( ( ) = f( ( )  (  x2x3...xr-1x1xrxr+1... x2n = y2y3...ys-1y1ysys+1... y2n
· ( x1 , xr ) vµ ( y1 , ys ) lµ c¸c cÆp c¸ch nhau n t­¬ng óng trong f (() vµ  f ((). Do ®ã ta suy ra r=s (  x1 = y1 , xr=ys. ThËt vËy nÕu  r ≠ s  th× ta sÏ t×m ®­îc mét cÆp sè ( xi , xi+1) tho¶ m·n |xi-xi+1|=n, tr¸i gi¶ thiÕt (, ( 

 A .

·  xi=yi ( i = eq \x\to(\a(,))
  hay ( = (. VËy f lµ ®¬n ¸nh.   

*) f kh«ng lµ toµn ¸nh : Do f (A) chøa tÊt c¶ c¸c ho¸n vÞ cña S chØ gåm 1 cÆp liÒn kÒ c¸ch nhau n  vµ B gåm c¸c ho¸n vÞ  chøa Ýt nhÊt mét cÆp liÒn kÒ c¸ch nhau n nªn f(A) 

 B . Suy ra f kh«ng lµ toµn ¸nh.

 VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.                                                                        □
 NhËn xÐt : Chøng minh trªn cã thÓ më réng ra víi kho¶ng c¸ch k bÊt k× chø kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i  lµ n ( k 

 { 1, 2, …n }). Do ®ã ta hoµn toµn cã thÓ tæng qu¸t bµi to¸n.
3.  Bµi tËp tù gi¶i : 
Sau ®©y lµ mét sè bµi tËp luyÖn tËp : 
1. (Ucraina MO 1996)  Gọi  [image: image139.png]


 là tập tất cả các số nguyên dương [image: image140.png]


 ( viết theo hệ thập phân) có [image: image141.png]


 chữ số 1, n chữ số [image: image142.png]


 và không có chữ số nào khác.[image: image143.png]


 là tập tất cả các số nguyên dương có n chữ số thuộc tập { [image: image144.png]


 } và số chữ số 1 bằng số chữ số [image: image145.png]


. Chứng minh [image: image146.png]5,




2. ( VMO 1995)  Từ các chữ số { [image: image147.png]


 } có thể lập được bao nhiêu số có [image: image148.png]


 chữ số thỏa mãn đồng thời
                 i) Trong mỗi số, mỗi chữ số có mặt đúng [image: image149.png]


 lần
                ii) Trong mỗi số,  hai chữ số giống nhau không đứng cạnh nhau
3. Tính
[image: image150.png]I iz‘cﬁ.o}l,ﬁ




theo [image: image151.png]



4.  (VMO - 1995) Cho số nguyên n ≥ 2 và cho một đa giác đều 2n đỉnh. Người ta tô tất cả các đỉnh của đa giác đều đó bởi n màu sao cho các điều kiện sau được đồng thời thoả mãn
                   i) Mỗi đỉnh được tô bởi một màu;
                  ii) Mỗi màu được dùng để tô cho đúng hai đỉnh không kề nhau.
        Hai cách tô màu, thoả mãn các điều kiện trên, được gọi là tương đương nếu cách tô màu này có thể nhận được từ cách tô màu kia nhờ một phép quay quanh tâm của đa giác đều đã cho.
        Hỏi có tất cả bao nhiêu cách tô màu đôi một không tương đương?
5. (VMO - 2012 ) Cho một nhóm gồm 5 cô gái, kí hiệu là [image: image152.png]


 , và 12 chàng trai. Có 17 chiếc ghế được xếp thành một hàng ngang. Người ta xếp nhóm người đã cho ngồi vào các chiếc ghế đó sao cho các điều kiện sau được đồng thời thỏa mãn:
a/ Mỗi ghế có đúng một người ngồi;
b/ Thứ tự ngồi của các cô gái, xét từ trái qua phải, là [image: image153.png]


;
c/ Giữa [image: image154.png]


 và [image: image155.png]


 có ít nhất 3 chàng trai;
d/ Giữa [image: image156.png]


 và [image: image157.png]


 có ít nhất 1 chàng trai và nhiều nhất 4 chàng trai.
Hỏi có tất cả bao nhiêu cách xếp như vậy?
(Hai cách xếp được coi là khác nhau nếu tồn tại một chiếc ghế mà người ngồi ở chiếc ghế đó trong hai cách xếp là khác nhau).
4. Tæng kÕt

Nh­ vËy sau c¸c  vÝ dô trªn chóng ta ®· cã c¸i nh×n “thiÖn c¶m” h¬n víi ph­¬ng ph¸p ¸nh x¹  nãi riªng vµ c¸c bµi to¸n tæ hîp nãi chung. §èi víi c¸ nh©n t«i mµ nãi th× ®©y qu¶ thùc lµ mét ph­¬ng ph¸p gi¶i rÊt hay, rÊt ®Ñp, thÓ hiÖn ë sù tinh tÕ , ngÉu høng cña nã. §Ó t×m ra mét lêi gi¶i cho mét bµi to¸n b»ng ph­¬ng ph¸p nµy  qu¶ thùc kh«ng hÒ ®¬n gi¶n, nh­ng khi ®· t×m ra th× cã c¶m gi¸c v« cïng tuyÖt vêi. Hi väng c¸c b¹n Ýt nhiÒu ®· t×m ra cho m×nh nh­ng kinh nghiÖm ®Ó gi¶i quyÕt nh÷ng bµi to¸n tæ hîp hãc bóa h¬n sau nµy.
CHóC c¸c b¹n häc tËp thËt tèt !!!
Ch­¬ng 3 : Sö dông hÖ thøc truy håi
Trong các bài toán tính các đại lượng tổ hợp một trong những phương pháp hiệu quả nhất là thiết lập hệ thức truy hồi . Đây là công cụ chuyÓn hoá giữa tổ hợp và dãy số . Sau đây chúng ta sẽ tìm hiểu chi tiết hơn về phương pháp này!

1 . Cơ sở phương pháp
Phương pháp này được thực hiện dựa trên cơ sở thiết lập hệ thức truy hồi giữa phép đếm cần tính [image: image158.png]


 với [image: image159.png]Sip=1+ =2




 từ đó xác định [image: image160.png]


 thông qua các kiến thức về dãy số.

2 .Ví dụ

Bài 1:

Giả sử có một hình chữ nhật kích thước 1x n . Có bao nhiêu cách để cắt hình chữ nhật này thành các hình chữ nhật có kích thưíc 1x1 và1x2 .

Bài làm

Gọi a​​n  là số cần tìm

An là tập các cách thoả mãn

=>|An|=an                                ( 1 )

Dễ thấy   |A1|=a1=1  ;    |A2|=a2=2           ;      |A3|=a3=3

Gọi B1 là tập hợp các cách chia thoả mãn hình chữ nhật cuối cùng có kích thước 1x1

B2 là tập hợp các cách chia thoả mãn hình chữ nhật cuối cùng có kích thước 1x2

Ta có An = B1 + B2      B1∩ B2=ø

=> |An|= |B1 |+ |B2|                   (*)

· Tính |B1|

Số phần tử của B1 chính bằng số cách chia hình chữ nhật AbcD bỏ đi hình chữ nhật có kích thước 1x1 cuối cùng ; hay nói cách khác , số phần tử của B1 chính bằng số cách chia hình chữ nhật có kích thước 1x(n-1)

=>|B1| = an-1                              (2)

· Tính |B2|

Lập luận tương tự như trên ta có |B2| = an-2          (3)
Thay (1), (2), (3) vào (*) ta được

an= an-1+ an-2                              
[image: image161.wmf]"

n 
[image: image162.wmf]Î

 N ; n≥3

Vậy số cách an thoả mãn là

+) a1=1; a2=2

+) an=an-1 + an-2             
[image: image163.wmf]"

 n≥3
Bài 2

Cho số nguyên dương n và tập S ={ 1,2,3,4,…n}. Tìm các tập con ( kể cả tập rỗng ) của S không chứa 2 số nguyên dương liên tiếp nào.

Bài làm

Với mỗi , ta gọi an là số tập con của S thoả mãn giả thiết

Dễ thấy  a1=2 ; a2=3 ; a3= 5

Gọi An    là họ các tập con có các tính chất như trên

Rõ ràng |An| = an+2
Gọi Bn+2  là tập con của An+2   gồm các tập chứa n+2

Cn+2 là tập con của An+2  gồm các tập không chứa n+2

· Nếu X Є Bn+2  => n+2
[image: image164.wmf]Î

  X  do đó n+1  
[image: image165.wmf]Ï

 X

=> X \ {n+1 ; n+2 } 
[image: image166.wmf]Î

 P1
Trong đó P1 là tập tất cả các tập con của S  không chứa 2 số nguyên liên tiếp nào. Như vậy , với mỗi X  
[image: image167.wmf]Î

 Bn+2  sẽ tương ứng với 1 tập con của  S   không chứa 2 số nguyên liên tiếp nào.

=> |P1| = |Bn+2|

Theo cách định nghĩa , |P1| = an
=> |Bn+2| = an
· Nếu Y 
[image: image168.wmf]Î

 Cn+2  => n+2 
[image: image169.wmf]Ï

 Y  => Y  
[image: image170.wmf]Î

 { 1,2,3,4,…..,n} =A

· |Cn+2| =an+1
Mặt khác ta có An+2 = Bn+2 + Cn+2  ;  Bn+2 ∩ Cn+2  = ø

(  an+2 = an+1 + an

· an = 
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Bài 3

Cho n ≥2   . Hãy tìm số các hoán vị ( a1; a2; …; an ) của { 1,2,3,4,…..,n} sao cho tồn tại duy nhất một số i Є{ 1,2,3,4,…..,n-1}  thoả mãn  ai > ai+1
Bài làm

Gọi A là tập các hoán vị thoả mãn đề bài

Sn là số các hoán vị thoả mãn đề bài

· |A| =Sn
Gọi B1 là tập con của A  mà an=n

Ci là tập con của A mà ai=n     (i= 1,2,3,…,n-1)

Ta có: A = 
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Ci= Ci 
[image: image176.wmf]Ç

Cj = 
[image: image177.wmf]Æ
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 i 
[image: image179.wmf]¹
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Theo quy tắc cộng  => |A| = |B|  +  
[image: image180.wmf]1
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· Tính |B|

Vì an-1 < an      
[image: image181.wmf]"

an-1 
[image: image182.wmf]Î

 {1,2,3,…,n-1}

Nên số phần tử của B  chính bằng số hoán vị thõa mãn của n-1 phần tử thuộc {1,2,3,…,n-1}

· |B|  =Sn-1                                            (1)

· Tính |Ci|

Vì n= ai > ai+1 nên trong các hoán vị của Ci , không còn cặp ( j, j+1)
[image: image183.wmf]¹

 (i,i+1) để aj > aj+1 . Do vậy , các phần tử của Ci được xây dựng theo các bước :

· Bước 1:  Chọn i-1 phần tử trong tập {1,2,3,…,n-1} để xếp vào các vị trí a1; a2; ...; ai-1  theo thứ tự giảm dần , có


[image: image184.wmf]1

1

.1

i

n

C

-

-

    ( cách )

· Bước 2  : Chọn các phần tử còn lại để sắp xếp vào các vị trí ai+1,ai+2,..., an theo thứ tự giảm dần , có 1 cách

Theo quy tắc nhân => |Ci|  = 
[image: image185.wmf]1
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         (2)

Từ (1) , (2) , (*) => |A| =Sn-1 + 
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<=> Sn = Sn-1 + 
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Mặt khác , S2 =1

VËy Sn = 
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Bài 4

Một tập hữu hạn các số nguyên dương được gọi là “béo” nếu mỗi phần tử của nó lớn hơn hoặc bằng số phần tử của nó (Tập rỗng “béo”) . Gọi an là số tập con “béo” của X= { 1,2,3,4,…..,n} mà không chứa 2 số nguyên liên tiếp nào, bn là số tập con của X mà 2 phần tử bất kì hơn kém nhau ít nhất 3 đơn vị. 
Chứng minh rằng an=bn
Đây là bài toán cũng đã rất quen thuộc vì nó đã từng được đề cập trong phần song ánh. Nhưng chúng tôi sẽ trình bày một cách tiếp cận hoàn toàn mới đối với bài toán này
Bài làm

a) Gọi A là tập tất cả các tập béo của X thỏa mãn

Ta có : |A| =an
Gọi A1 là tập con của A chứa n. Gọi A2 là tập con của A không chứa n

Ta có : |A| = |A1| + |A2|

· Tính |A1|

Xét tập P = { x1 ; x2 ; ... xk-1,n} 
[image: image193.wmf]Î

 A1 có k phần tử ( xi < xi+1)

Do P là tập béo nên k 
[image: image194.wmf]£

 x1< x2<......<xk-1<n

Số cách chọn P chính bằng số cách chọn các bộ { x1 ; x2 ; ... xk-1} sao cho xi 
[image: image195.wmf]³

 k 
[image: image196.wmf]"

 i= 1,2,3,....,k-1   và x1 ; x2 ; ... xk-1 
[image: image197.wmf]Î

 { 1,2,3,4,…..,n-2} do n-1
[image: image198.wmf]Ï

 A1
Đặt xi -1= yi => y1 , y2 , ..., yk-1 
[image: image199.wmf]Î

 {1, 2, 3, ... n-3} và yi 
[image: image200.wmf]³

k-1
[image: image201.wmf]"

 i= 1, 2 ,... k-1

Rõ ràng , mỗi bộ { x1 ; x2 ; ... xk-1} sẽ tương ứng với một bộ {y1 , y2 , ..., yk-1}

Nên số bộ { x1 ; x2 ; ... xk-1} chính bằng số bộ {y1 , y2 , ..., yk-1}

Mặt khác , số bộ {y1 , y2 , ..., yk-1} chính bằng số tập béo được hình thành từ tập { 1 , 2 , ... n-3 }

Do vậy , |A1| = an-3
· Tính |A2|

Theo định nghĩa , ta thấy số phần tử của A2 chính bằng số tập béo thuộc 
{ 1, 2 , ... n-1}

· |A2| = an-1
Vậy ta có an = an-1​ + an-3
b) Gọi B là tập thỏa mãn 2 phần tử bất kì hơn kém nhau Ýt nhÊt 3 đơn vị

Ta có |B| = bn
Gọi B1 là tập con của B chứa n

B2 là tập con của B không chứa n

· Tính |B1|

Xét P’
[image: image202.wmf]Î

  B1 => n
[image: image203.wmf]Î

 P’ . Theo định nghĩa => n-1, n-2 
[image: image204.wmf]Ï

P’

· P’\ {n}
[image: image205.wmf]Î

 B1’

Trong đố B’1 là số các tập con chứa các phần tử bất kì hơn kém nhau 3 đơn vị lấy từ { 1, 2 , ... n-3 }

Rõ ràng , với mỗi P’ sẽ tương ứng với duy nhất P’ \ {n}

Do đó , |B1| = |B’1| = bn-3

· Tính |B2|

Theo định nghĩa , ta có |B2| = bn-1
Do vậy , bn = bn-1 + bn-3
MÆt kh¸c ta dÔ dµng chøng minh ®­îc a1= b1 =2, a2 = b2 =3, a3 =b3 =4 nªn kÕt hîp víi hÖ thøc truy håi
+ an = an-1 + an-3

+ bn = bn-1 + bn-3

=> an=bn      
[image: image206.wmf]"

 n
[image: image207.wmf]Î

N*  ( đpcm)

Bài 5
Có n ( n > 1) thí sinh tham gia ngồi xung quanh một bàn tròn . Hỏi có bao nhiêu cách phát đề sao cho 2 thí sinh ngồi cạnh nhau luôn có đề khác nhau, biết r»ng có đúng m (m>1) đề và mỗi đề có nhiều bản sao
Bài làm

Bài toán tương đương với việc đếm số các dãy ( ai ) ( i=
[image: image208.wmf],

in

) thỏa mãn ai
[image: image209.wmf]Î

 M={ 1, 2 , 3 ,... n } 
[image: image210.wmf]"

 i=
[image: image211.wmf],

in

 và a1 
[image: image212.wmf]¹

a2, a​2 
[image: image213.wmf]¹

a3,.....,an 
[image: image214.wmf]¹

a1. Trong trường hợp c¸c dãy (a​i ) thỏa mãn như trên .

Gọi An , Bn lần lượt là tập các dãy (ai) mà a1 
[image: image215.wmf]¹

an và a1 = an
Do với dãy Bn , nếu bỏ đi số an thì ta được một dãy thuộc An-1 nên 
[image: image216.wmf]n

A

= 
[image: image217.wmf]n

B

. Mặt khác ,        
[image: image218.wmf]n

A

+ |Bn| = m 
[image: image219.wmf]1

(1)

n

m

-

-


( do đó m cách chọn , ai+1 có m-1 cách chọn khác ai 
[image: image220.wmf]"

 i=
[image: image221.wmf],1

in

-

)

Vậy       
[image: image222.wmf]n

A

= m 
[image: image223.wmf]1

(1)

n

m

-

-

 - 
[image: image224.wmf]1

n

A

-


Mà  
[image: image225.wmf]2

A

 = m (m-1)

=>      
[image: image226.wmf]n

A

= 
[image: image227.wmf](1)

n

m

-

 + (m-1) 
[image: image228.wmf](1)

n

-


Bµi 6 : 

Cho số nguyên dương [image: image229.png]


. Xét tập [image: image230.png]


. Tìm số các tập con [image: image231.png]


của tập [image: image232.png]


 mà mỗi tập con đó có tính chất: Nếu  [image: image233.png]


 là hai phần tử khác nhau của [image: image234.png]


 và có tæng là một lũy thừa của 2 thì đúng một trong hai phần tử [image: image235.png]


 này thuộc [image: image236.png]


.

Bµi lµm
Ta gọi một tập thỏa yêu cầu bài toán là một tập tốt.

Với mỗi số nguyên [image: image237.png]


,  gọi [image: image238.png]


 là tập hợp gồm tất cả các tập tốt thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Chẳng hạn với [image: image239.png]


 ta có [image: image240.png]=11:2:3:4}



, trong [image: image241.png]


 chỉ có hai số [image: image242.png]


 và 3 thỏa [image: image243.png]


 nên .

Kí hiệu [image: image244.png]


 , ta có [image: image245.png]


.

 Xét một tập tốt [image: image246.png]B, € P



,  khi đó [image: image247.png]


với [image: image248.png]


 là một tập tốt của [image: image249.png]


 và [image: image250.png]


 là một tập con nào đó của tập [image: image251.png]" '
2"+ 1:2" 4 2:..:2"7 )



.

Ta đếm số tập tốt không chứa phần tử [image: image252.png]o+l



của [image: image253.png]J



 bằng cách đếm số  khả năng thêm mỗi phần tử của tập [image: image254.png]{2" 4+ 1:2" 4 2:...:2"7 —



  vào [image: image255.png]


. Ta viết các phần tử này dưới dạng [image: image256.png]


.

Nếu [image: image257.png]V= =



 thì không thể thêm phần tử [image: image258.png]n+l

)



 vào [image: image259.png]


 ( do [image: image260.png]B,



 là một tập tốt ).

Nếu [image: image261.png]a ¢ B,



 thì chắc chắn phải thêm phần tử [image: image262.png]n+l

)



 vào [image: image263.png]


( do [image: image264.png]B,



 là một tập tốt).

Do đó mỗi phần tử của [image: image265.png]{2" 4+ 1:2" 4 2:...:2"7 —



 chỉ có một khả năng duy nhất để thêm vào một tập nào đó của [image: image266.png]


. Từ đây suy ra số tập tốt của [image: image267.png]J



không chứa [image: image268.png]o+l



  là [image: image269.png]


.

Dễ thấy [image: image270.png]B, u{2"



 là một tập tốt thuộc [image: image271.png]J



 trong đó [image: image272.png]B,



 là một tập tốt của [image: image273.png]J



 không chứa phần tử [image: image274.png]o+l



, do đó số tập tốt có chứa phần tử [image: image275.png]o+l



  của [image: image276.png]J



 cũng là [image: image277.png]


.

Vậy [image: image278.png]8, + 8,

Syl



; kết hợp với [image: image279.png]


 ta có [image: image280.png]ntd



.

Chắc hẳn , qua một vài ví dụ trên , bạn đọc thấy được phÇn nào ứng dụng của phương pháp này. Xin mời các bạn thử sức với một vài bài toán sau
3. Một số bài tập tự giải

Bài 1  ( VMO )

N đường tròn chia mặt phẳng ra làm bao nhiêu phần nếu bất cứ 2 cặp đường tròn nào cũng cắt nhau tại 2 điểm phân biệt và không có 3 đường tròn nào có giao điểm chung.

Bài 2

Cho n 
[image: image281.wmf]Î

 N* . Đặt S = x1y1+ x2y2+.....+ xnyn
Trong đó xi, yi (i=1,2,...,n) nhận giá trị 0 hoặc 1 . Gọi A(n) , B(n) lần lượt là 2n bộ ( x1, ...., xn, y1,...,yn) có S lẻ và chẵn . Chứng minh rằng


[image: image282.wmf]()

()

n

n

A

B

 = 
[image: image283.wmf]21

21

n

n

-

+


Bài 3

Kí hiệu M= {-1;0;1} .Tìm ( a1, ..., an) thỏa mãn

1) ai 
[image: image284.wmf]Î

 M 
[image: image285.wmf]"

 i = 1,2,...,n

2) ai – ai-1  
[image: image286.wmf]Î

 M 
[image: image287.wmf]"

 i = 1,2,...,n-1

Bài 4

Cho n
[image: image288.wmf]Î

N* . Xét tổng

Sn = 
[image: image289.wmf]1

n

ii

i

xy

=

å

 với xi , yi 
[image: image290.wmf]Î

{0,1}
[image: image291.wmf]"

 i = 1,2,...,n

Gội Sn là tổng lẻ , Pn là tổng chẵn

Chứng minh rằng     
[image: image292.wmf]n

n

S

P

 = 
[image: image293.wmf]21

21

n

n

-

+


Ch­¬ng 4 : Phô lôc 
EULER vµ c¸c bµi to¸n næi tiÕng
1. EULER - Nhµ to¸n häc vÜ ®¹i cña nh©n lo¹i
Leonhard Euler
 

[image: image294.jpg]



 

Nếu Gauss được gọi là “Hoàng tử” thì Euler xứng đáng được gọi là “Vị vua của toán học”. Euler sinh năm 1707 và mất năm 1783, được công nhận là nhà toán học vĩ đại nhất hành tinh.

Người ta kể rằng tất cả các công thức toán học được đặt theo tên của những người còn đứng sau cả Euler. Trong thời đại của mình, Euler đã có những đóng góp đột phá và được sánh ngang bằng với nhà bác học đại tài Einstein về trí tuệ.

Ông đã giới thiệu hệ thống các kí hiệu toán học kèm với các định nghĩa của công thức (chẳng hạn như f(x)), chữ viết tắt hàm lượng giác, chữ “e” là cơ sở của logarit tự nhiên (Hằng số Euler), chữ cái Hy Lạp Sigma biểu thị “Tổng kết”, biểu tượng Pi thể hiện tỉ lệ của chu vi hình tròn đối với đường kính của nó… Tất cả còn được áp dụng cho tới ngày nay.

Ông là người đã giải quyết vấn đề đặt ra trong bài toán “Bảy chiếc cầu ở Koenigsberg” nổi tiếng, tạo nền tảng liên kết số đỉnh, cạnh và bề mặt của đối tượng. Ông cũng là người đã chứng minh rất nhiều lý thuyết nổi tiếng của thế giới.

Hơn thế nữa, ông còn phát triển toán phép tính, cấu trúc liên kết, lý thuyết số, thuyết đồ thị và phân tích… mở đường cho toán học hiện đại và những bước tiến sau này của nó. Giờ thì chúng ta biết rằng, không phải ngẫu nhiên mà công nghiệp và công nghệ đương thời lại phát triển nhanh như vũ bão. 
2. VÒ bµi to¸n chia kÑo EULER
Cã bao nhiªu c¸ch chia k viªn kÑo cho n ng­êi? §ã chÝnh lµ c¸ch ph¸t biÓu thùc tÕ cña bµi to¸n chia kÑo Euler. ë ®©y, kh«ng cã mét ®iÒu kiÖn rµng buéc nµo trong c¸ch chia, v× vËy ®iÒu kiÖn duy nhÊt ®èi víi sè kÑo xi mµ ng­êi thø i nhËn ®­îc lµ  xi lµ sè nguyªn kh«ng ©m (ta kh«ng cã ý ®Þnh bÎ c©y kÑo lµm ®«i, còng nh­ chia cho mét ng­êi nµo ®ã mét sè ©m c©y kÑo!). Hai c¸ch chia kÑo kh¸c nhau lµ hai bé (x1, x2, ..., xk) vµ (x1’, x2’, ..., xk’) víi  x1 + x2 + ...+ xn = k, x1’+ x2’ + ...+ xn’ = k, trong ®ã hai bé nµy kh¸c nhau ë Ýt nhÊt mét vÞ trÝ. Nh­ thÕ, bµi to¸n chia kÑo Euler cã thÓ ph¸t biÓu thµnh:

Cho n lµ mét sè nguyªn d­¬ng vµ k lµ mét sè nguyªn kh«ng ©m. T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh


x1 + ...+ xn = k
C¸ch gi¶i thø nhÊt dùa trªn ph­¬ng ph¸p quan hÖ ®Ö quy. Gäi sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh trªn lµ  S(n, k). DÔ dµng thÊy r»ng S(1, k) = 1. §Ó tÝnh S(n, k), ta chó ý r»ng   (*) t­¬ng ®­¬ng víi


x1 + ...+ xn-1 = k - xn (**)

Suy ra víi  xn cè ®Þnh th× sè nghiÖm cña (**) lµ S(n-1, k-xn). Tõ ®ã ta ®­îc c«ng thøc


S(n, k) = S(n-1, k) + S(n-1, k-1) + ...+ S(n-1, 0)

§©y cã thÓ coi lµ c«ng thøc truy håi tÝnh S(n, k). Tuy nhiªn, c«ng thøc nµy ch­a thËt tiÖn lîi. ViÕt c«ng thøc trªn cho (n, k-1) ta ®­îc 


S(n, k-1) = S(n-1, k-1) + S(n-1, k-2) + ...+ S(n-1, 0)

Tõ ®©y, trõ c¸c ®¼ng thøc trªn vÕ theo vÕ, ta ®­îc


S(n, k) – S(n, k-1) = S(n-1, k)

Hay 
S(n, k) = S(n, k-1) + S(n-1, k)

Tõ c«ng thøc nµy, b»ng quy n¹p ta cã thÓ chøng minh ®­îc r»ng  S(n, k) = Ckn+k-1.
C¸ch gi¶i thø hai dùa trªn mét ph­¬ng ph¸p hiÖn ®¹i cña gi¶i tÝch tæ hîp lµ ph­¬ng ph¸p hµm sinh. Ph­¬ng ph¸p nµy sö dông c¸c kiÕn thøc vÒ chuçi, chuçi hµm     (®Æc biÖt lµ c«ng thøc Taylor). §©y lµ ph­¬ng ph¸p m¹nh nhÊt ®Ó gi¶i bµi to¸n gi¶i tÝch tæ hîp
§Þnh nghÜa: Cho d·y sè a0, a1, a2, ..., an, ...

Chuçi h×nh thøc



A(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn + ...

®­îc gäi lµ hµm sinh cña d·y (an(.

ý t­ëng ph­¬ng ph¸p hµm sinh nh­ sau: Gi¶ sö ta cÇn t×m c«ng thøc tæng qu¸t cña mét d·y sè (an( nµo ®ã. Tõ c«ng thøc truy håi hoÆc nh÷ng lý luËn tæ hîp trùc tiÕp, ta t×m ®­îc hµm sinh 



A(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn + ...

Khai triÓn A(x) thµnh chuçi vµ t×m hÖ sè cña xn trong khai triÓn ®ã ta t×m ®­îc an.

C«ng thøc khai triÓn th­êng sö dông (C«ng thøc nhÞ thøc Newton)


(1 + x)α = 1 + αx + α(α-1)x2/2 + ...+ α(α-1)...(α-n+1)xn/n!+ ...

Ta minh ho¹ c¸ch sö dông ph­¬ng ph¸p hµm sinh trªn bµi to¸n chia kÑo Euler: Gäi cn(k) lµ sè nghiÖm cña (*). XÐt tÝch cña c¸c tæng v« h¹n


(1+x+x2+...)(1+x+x2+...)....(1+x+x2+...) = (1+x+x2+...)n

Ta nhËn xÐt r»ng nÕu khai triÓn tÝch trªn thµnh chuçi lòy thõa cña x


(1+x+x2+...)n = c0 + c1x + ...+ ckxk + ...

th×  ck = cn(k) (V× sao ? H·y thö gi¶i thÝch)

 Nh­ng  (1+x+x2+...)n = (1-x)n))eq \s\don1(\f(1,))
 = 1 + nx + ...+ n(n+1)...(n+k-1) eq \s\don1(\f(xk,k!)) + ...

Suy ra  cn(k) = n(n+1)...(n+k-1)/k! = Ckn+k-1.

3. Bµi to¸n b¶y chiÕc cÇu
Ngoài đường thẳng EULER, tên của «ng  còn gắn với một bài toán thú vị : bài toán bảy chiếc cầu.
Hãy bắt đầu bằng bài toán vẽ hình chiếc phong bì bằng một nét, một bài toán mà mỗi người chúng ta lúc nhỏ từng làm ít nhất một lần. Không khó khăn gì để tìm được cách vẽ, nhưng cũng không phải cứ đặt bút từ bất kì điểm nào trên hình cũng vẽ được. Dân chúng thành phố Kơ-nic-xbec(sau này đổi là Ka-li-nin-grat) giữa TK XVIII cũng đã từng sôi nổi về một bài toán như thế.

      Hai hòn đảo của thành phố nối với nhau và nối với các phần của thành phố nằm hai bên bờ sông Prê-ghen bằng bảy chiếc cầu của thành phố đều nhận thấy rằng bao giờ họ còng phải đi qua một chiếc cầu nào đó hơn một lần. Có cách nào đi qua cả bảy chiếc cầu mà chỉ đi qua mỗi chiếc đúng một lần ko?

       Cách giải của Ơ-le. 
       Để chứng minh kết quả, Euler đã phát biểu bài toán bằng các thuật ngữ của lý thuyết đồ thị. Ông loại bỏ tất cả các chi tiết ngoại trừ các vùng đất và các cây cầu, sau đó thay thế mỗi vùng đất bằng một điểm, gọi là đỉnh hoặc nút, và thay mỗi cây cầu bằng một đoạn nối, gọi là cạnh hoặc liên kết. Cấu trúc toán học thu được được gọi là một đồ thị.

            Trước hết ta gọi 1 đỉnh là đỉnh lẻ nếu từ đỉnh đó xuất phát một số lẻ đoạn, là đỉnh chẵn nếu từ đỉnh đó xuất phát một số chẵn đoạn.Ơ-le đã chứng minh rằng một hình liên thông (hình mà từ một điểm bất kì của hình có thể đi tới tất cả các điểm khác của hình) có các tính chất sau:

1. Hình ko có đỉnh lẻ thì bao giờ cũng vẽ được bằng một nét khép kín ( kiểm đầu và điểm cuối của nét vẽ trùng nhau).

2. Hình chỉ có hai đỉnh lẻ thì bao giờ cũng vẽ được bằng một nét (phải vẽ xuất phát từ một đỉnh và kết thúc ở đỉnh lẻ kia).

3. Hình có 2n đỉnh lẻ (hình nào cũng chỉ có một số chẵn các đỉnh lẻ) thì không thể vẽ được với ít hơn n nét

Trở lại bài toán bảy chiếc cầu. Vì ta chỉ quan tâm đến việc qua cầu nên ta có thể kí hiệu các khu vực A,B,C,D của thành phố bởi các điểm A,B,C,D, còn bảy chiếc cầu được biểu thị bảy đường nối hai trong các điểm ấy.

             Hình có bốn đỉnh lẻ, nên ko thể vẽ được bằng một nét. Như vậy, ko thể đi qua cả bảy chiếc cầu mà chỉ đi qua mỗi chiếc đúng một lần ( sau này người dân Ka-li-nin-grat đã xây thêm chiếc cầu thứ tám).
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