
Bài t p ôn thi Olympic toán Gi iTích-Đ is   (Biên so n: Th.s Tr n Văn S )ậ ả ạ ố ạ ầ ự

L I NÓI Đ UỜ Ầ

Hi n nay, cu c thi Olympic toán h c toàn qu c di n ra h ng năm gi a t t cácệ ộ ọ ố ễ ằ ữ ấ  
tr ng đ i h c và cao đ ng trong c  n c nh m c  đ ng và phát huy tính tích c cườ ạ ọ ẳ ả ướ ằ ổ ộ ự  
t  giác, sáng t o và ham h c h i c a các b n sinh viên, nh m t o đ ng l c h c t pự ạ ọ ỏ ủ ạ ằ ạ ộ ự ọ ậ  
chung gi a t t c  các tr ng ĐH-CĐ . Thi Olympic có nghĩa là thi đua là yêu n c,ữ ấ ả ườ ướ  
yêu t  tông gi ng nòi c a mình, phát huy truy n th ng hi u h c c a các b n sinhổ ố ủ ề ố ế ọ ủ ạ  
viên, khích l  tính t  ch  và chuyên nghi p sau này.  Thi toán là đ  phát huy tàiệ ự ủ ệ ể  
năng và t  ch t c a m t con ng i nh m t o m t s c hút và ni m tin c a các svố ấ ủ ộ ườ ằ ạ ộ ứ ề ủ  
khi ra tr ng và t o nên s  t  tin v ng ch c trong công vi c c a các b n sinh viênườ ạ ự ự ữ ắ ệ ủ ạ  
sau này, m c khác thi toán là thi đua và t o đi u ki n cho các đ ng nghi p d y h cặ ạ ề ệ ồ ệ ạ ọ  
b  môn toán tích c c tìm toà và phát huy tính sáng t o c a ng i th y đ  đ cộ ự ạ ủ ườ ầ ể ượ  
hoàn thi n k  năng, ph ng pháp trong công tác. Sau đây tôi s  gi i thi u m t sệ ỹ ươ ẽ ớ ệ ộ ố 
d ng bài t p thi Olympic  các m c đ  khác nhau và ra các đ  thi  m u  mang tínhạ ậ ở ứ ộ ề ẫ  
hình th c cho các b n sinh viên. V i m c tiêu h c đ  bi t cái hay cái đ p c a toánứ ạ ớ ụ ọ ể ế ẹ ủ  
h c, h c là ph i t  giác,  luôn luôn ph n đ u và th ng xiên rèn luy n k  năng, vìọ ọ ả ự ấ ấ ườ ệ ỹ  
v y, tôi  huy v ng m t đi u là các b n sinh viên c a chúng ta làm vi c năng n  vàậ ọ ộ ề ạ ủ ệ ổ  
nhi t tình đ  đ t đ c m t k t qu  t t, và đó cũng là huy v ng c a tôi đ  các b nệ ể ạ ượ ộ ế ả ố ọ ủ ể ạ  
sinh viên c a tr ng Đ i h c Qu ng Nam có m t đ nh h ng đúng và t  tin trongủ ườ ạ ọ ả ộ ị ướ ự  
các kỳ thi olympic toán toàn qu c.ố
N i dung c a cu n sách nh  này g m 2 ph nộ ủ ố ỏ ồ ầ
Ph n m t là các bài t p dành cho môn Gi i tích, Ph n hai là các bài t p dành choầ ộ ậ ả ầ ậ  
môn Đ i S , cu i cùng là các đ  thi t  ôn c a sinh viên và gi i thi u m t s  đ  thiạ ố ố ề ự ủ ớ ệ ộ ố ề  
ch n đ i tuy n Olympic toán năm 2013 c a khoa toán tr ng ĐHQN. M i ph nọ ộ ể ủ ườ ỗ ầ  
chúng tôi phân theo t ng ch  đ  đ  các b n ti n nghiên c u và tìm tài li u phù h p,ừ ủ ề ể ạ ệ ứ ệ ợ  
riêng ph n hai tôi chia làm hai ph n căn b n là chuyên đ  ma tr n, đ nh th c, trầ ầ ả ề ậ ị ứ ị 
riêng và vector riêng c a ma tr n s  và chuyên đ  đa th c. Chúc các b n sinh viênủ ậ ố ề ứ ạ  
thành công v i cu n sách nho nh  này.             ớ ố ỏ
                                                                 Tác Gi      ả

Tr n Văn Sầ ự
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Bài t p ôn luy n thi Olympic toán Gi i tíchậ ệ ả
Tóm t t Lý thuy t:ắ ế

Các bài toán v  dãy s  có n i dung khá đa d ng.  đây ta quan tâm đ n 2ề ố ộ ạ Ở ế  
d ng chính: ạ
D ng 1) Các bài toán tìm công th c t ng quát c a m t dãy s , tính t ng các s  h ngạ ứ ổ ủ ộ ố ổ ố ạ  
c a m t dãy s  (b n ch t đ i s )ủ ộ ố ả ấ ạ ố
D ng 2) Các bài toán tìm gi i h n dãy s  (b n ch t gi i tích)ạ ớ ạ ố ả ấ ả
V i lo i toán th  nh t, chúng ta có m t s  ki n th c c  b n làm n n t ng nh :ớ ạ ứ ấ ộ ố ế ứ ơ ả ề ả ư
1) Các công th c v  c p s  c ng, c p s  nhânứ ề ấ ố ộ ấ ố
2) Ph ng pháp ph ng trình đ c tr ng đ  gi i các ph ng trình sai phân tuy nươ ươ ặ ư ể ả ươ ế  
tính v i h  s  h ng (thu n nh t và không thu n nh t)ớ ệ ố ằ ầ ấ ầ ấ
Các ph ng pháp c  b n đ  gi i các bài toán dãy s   lo i th  nh t là b ng cácươ ơ ả ể ả ố ở ạ ứ ấ ằ  
bi n đ i đ i s , đ a bài toán v  các bài toán quen thu c, tính toán và đ a ra các dế ổ ạ ố ư ề ộ ư ự 
đoán r i  ch ng minh b ng quy n p toán h c.  Trong m t s  bài toán,  phép thồ ứ ằ ạ ọ ộ ố ế 
l ng giác s  r t có ích.ượ ẽ ấ
V i các bài toán tính t ng ho c đánh giá t ng, ta dùng ph ng pháp sai phân. Cớ ổ ặ ổ ươ ụ 
th  đ  tính t ng    Sể ể ổ n = f(1) + f(2) + … + f(n) 
ta đi tìm hàm s  F(k) sao cho f(k) = F(k+1) – F(k). Khi đó ố

Sn = F(2) – F(1) + F(3) – F(2) + … + F(n+1) – F(n) = F(n+1) – F(1) 
V i lo i toán th  hai, ta c n n m v ng đ nh nghĩa c a gi i h n dãy s  và các đ nhớ ạ ứ ầ ắ ữ ị ủ ớ ạ ố ị  
lý c  b n v  gi i h n dãy s , bao g m:ơ ả ề ớ ạ ố ồ
1.T p Q trù m t trong t p R,nghĩa là v i m i só th c x, t n t i dãy h u t  ậ ậ ậ ớ ọ ự ồ ạ ữ ỉ ( )nr  sao cho 
lim .n
n

r x
� �

=

2.Cho A là t p con c a R. Khi đó  A b  ch n trên kéo theo t n t i c n trên bé nh tậ ủ ị ặ ồ ạ ậ ấ  
c a A và  A b  ch n d i kéo theo t n t i c n d i l n nh t c a A.ủ ị ặ ướ ồ ạ ậ ướ ớ ấ ủ
3.Tiên đ  ACsimet ề

                          Cho 0, : .a R n n aε ε> ∃ή �

4.  N u ế ( )nx  tho  mãn ả [ , ],nx m M n∀�  khi đó 
                          t n t i ồ ạ 0( ) ( ) : [ , ].

n n

n
k n kx x x x m M� +�;����  

5. Cho dãy ( )nx , khi đó
i. ( )nx  tăng và b  ch n trên thì t n t i gi i h n b ng a < ị ặ ồ ạ ớ ạ ằ +� .
ii. ( )nx  gi m và b  ch n d i thì t n t i gi i h n b ng b > ả ị ặ ướ ồ ạ ớ ạ ằ −� .

6. Cho dãy ( )nx , khi đó
Theo côsi : ( )nx  h i t  khi và ch  khi   ộ ụ ỉ

                      0( 0, 0 : , , , , | | ).o m nn m n N m n n x xε ε∀ > ∃ > ∀ γ − <
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7. Cho dãy ( )nx , khi đó  ( )nx  h i t  khi và ch  khi  ộ ụ ỉ 2( )nx , 2 1( )nx +  cùng h i tộ ụ

Đ c bi t sv l u ý đ nh lý (Cesaro). N u ặ ệ ư ị ế axx nn
n

=−+∞→
)(lim 1  thì .lim a

n

xn

n
=

∞→

8. Nguyên lý h p: Cho 3 dãy  ẹ ( ), ( ), ( )n n nx y z  v i ớ
            0, ( ), lim lim lim .n n n n n n

n n n
x y z n n x z a y a

� +� � +� � +�
∀ = = =� � � �

9. Gi i h n c a dãy ớ ạ ủ ( )nx  (n u có) là duy nh t.ế ấ

Chúng ta l u ý:ư   N u v i m i x, y  ta có  |f(x) – f(y)| ế ớ ọ ≤  q |x-y| v i q là h ng s  0 <ớ ằ ố  
q < 1 và {xn} b  ch n thì {xị ặ n} h i t . Đ c bi t n u |f’(x)| ộ ụ ặ ệ ế ≤  q < 1 thì ta luôn có đi uề  
này.

M t tr ng h p đ c bi t c a dãy s  d ng xộ ườ ợ ặ ệ ủ ố ạ n+1 = f(xn) là dãy s  d ng xố ạ n+1 = xn 

+ a(xn)
α. V i dãy s  d ng này thì gi i h n c a {xớ ố ạ ớ ạ ủ n} th ng b ng 0 ho c b ng ườ ằ ặ ằ ∞ 

(m t cách hi n nhiên).ộ ể

10. Các dãy th ng hay dùng:ườ
- dãy truy h i tuy n tính c p 1: ồ ế ấ 1 . ( , ).n nx a x b a b const+ = + =

- dãy truy h i tuy n tính c p 2: ồ ế ấ 2 1. ( , ).n n nx a x bx a b const+ += + =
Ph ng pháp tìm dãy truy h i tuy n tính c p hai là đ a v  ph ng trình đ c tr ngươ ồ ế ấ ư ề ươ ặ ư  
d ng ạ 2 .a bλ λ= +
Sau khi gi i tìm đ c nghi m chúng ta s  d ng  các k t qu  sauả ượ ệ ử ụ ế ả

+ A, B là 2 nghi m phân bi t thì ệ ệ ' .n n
nx mA m B= +

+ A, B là 2 nghi m trùng nhau  ệ ( ') .n
nx mn m A= +

+ 2 2 , arg tan( ) ( ; ).
2 2

y
x iy r x y

x

π πλ ϕ −= + � = + = �   Thì   

                         ( ( ) sin( )).n
nx r Acos n B nϕ ϕ= +

11. Đ nh lí rolle, ĐL côsi, ĐL giá tr  trung bình, đ nh lí rolle m  r ng, nghi m,ị ị ị ở ộ ệ  
nghi m b i c a hàm s  xem đây là m ng ki n th c quen thu c các ban sinh viênệ ộ ủ ố ả ế ứ ộ  
ph i bi t.ả ế
12. Khai tri n taylor t i x0, khai tri n Maclorent trong lân c n x0 c a hàm s  nh  11ể ạ ể ậ ủ ố ư .

L u ý: khi làm bài t p v  dãy chúng ta nên chú ý đ n tính đ n đi u, đ c bi t m tư ậ ề ế ơ ệ ặ ệ ộ  
dãy không có tính đ n đi u chúng ta ph i xét đ n tính đ n đi u c a các dãy ch nơ ệ ả ế ơ ệ ủ ẵ  
dãy l  và th ng hai dãy đó cùng ti n v  m t gi i h n và gi i h n đó chính là gi iẻ ườ ế ề ộ ớ ạ ớ ạ ớ  
h n c a dãy c n tìm.  Ng i ta còn tính gi i h n b ng cách dùng “sup” và “inf”ạ ủ ầ ườ ớ ạ ằ
Khi nói đ n đ o hàm c p 1 và 2 c a m t hàm kh  vi t i a nào đó chúng ta ph i sế ạ ấ ủ ộ ả ạ ả ử 
d ng khai tri n taylor vài s  h ng đ u tiên sau đó dùng khai tri n mà áp đ t cho bàiụ ể ố ạ ầ ể ặ  
toán c a minh.ủ
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Các bài t p dãy sậ ố

Câu 1. Cho dãy ( )n nx  xác đ nh b i ị ở 1 1

1 2804
( ), 0, 0.

2n n
n

x x n x
x+ = + > >

a. Ch ng minh r ng dãy ứ ằ ( )n nx  có gi i h n.ớ ạ

b. Tìm gi i h n ớ ạ lim .n
n

x
� +�

HD: Ch ng minh dãy giàm b ng cách s  d ng đ nh lý cauchy.ứ ằ ử ụ ị
Câu 2. Cho dãy ( )n na  v i các tính ch t ớ ấ 10 1, 4 (1 ) 1 0 *.n n nx a a n N+< < − − � ∀ � \ \

Tính gi i h n ớ ạ lim .n
n

a
� +�

HD: Ch ng minh dãy đ n đi u.ứ ơ ệ
Câu 3. Cho dãy ( )n nb  v i   ớ

                    ( ), (1) (2) 1, 2 ( ) ( ) ( ), , , .
2 2n

m n m n
b b n b b b b n b m m n N

+ += = = = + ∀ �

Xác đ nh b(2010), b(2011), b(2012), b(2014), b(2015).ị

HD: Cho m t giá tr  m=0, tính s  h ng t ng quát theo n.ộ ị ố ạ ổ

Câu 4. Cho dãy ( )n nx  đ c xác đ nh nh  sau: ượ ị ư 1 1

7
1; 3 ; 1,2,....

3n
n

x x n
x+= = + =

+  

Tính gi i h n ớ ạ lim .n
n

x
� +�

HD: Dùng dãy ch n l  ho c k p s  4 vào gi a.ẵ ẻ ặ ẹ ố ữ

Câu 5. Cho dãy s  th c ố ự ( )n nx  xác đ nh b i ị ở
2

1

2
, ( 0,1,2,...)

1n
n

x n
x+ = =

+ . 

Tính gi i h n ớ ạ lim .n
n

x
� +�

Câu 6. Cho dãy s   ố ( )n nx  v i các tính ch t  ớ ấ 0 10, 4 3 , 1,2,....n nx x x n−= − = =

Tính gi i h n ớ ạ lim .n
n

x
� +�

HD: Quy n pạ
Câu 7. Cho dãy s   ố ( )n nx  v i  tính ch t  ớ ấ 1 19 20 0.n n nx x x+ −+ + =  Tìm  2010.x

HD: Đa th c đ c tr ng.ứ ặ ư
Câu 8. Cho dãy ( )n nz  v i  ớ 1 20111, 2011,y y= =  2 *

1 1, 0, .n n n ny y y y n N− += � ∀ �  

Tính giá tr  c a bi u th c   ị ủ ể ứ

2010
2010

1
2010

2010
1

1

.
k

k

k
k

a
P

a

=

+
=

=
�

�

HD: Đ a gi  thi t v  d ng a/b=b/c.ư ả ế ề ạ
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Câu 9. Cho 1 2011,...,a a  là các s  th c d ng tho  mãn ố ự ươ ả 1 2011.... 2011 0.a a+ + − �  

Xét  tính đ n đi u c a dãy ơ ệ ủ { }n nu  v i ớ 1 2 2011: ... , 1, 2,...nn n
nu a a a n= + + + =

Câu 10. Cho dãy { }n nu  tho  mãn các đi u ki n sau ả ề ệ
1 2 1 11, 0, , 2.n n nu u u u u n+ −= = + = ∀ �

Xác đ nh ị 2010 2011 2012 2013 2014 2015, , , , , .u u u u u u

Câu 11. Cho dãy { }n na  v i các tính ch t ớ ấ 2
1 1

3 1
, ( 1), 2,3,...

2 2n na a a n+= = + =

Xác đ nh s  h ng t ng quát c a dãy trên. ị ố ạ ổ ủ
HD: Đ a sang hàm l ng giác.ư ượ
Câu 12. Ch ng minh công th c sau:ứ ứ

           2

1
2

( 1)(2 1)
, 2

6
( 1)

( ) , 3
2

( 1)(2 1)(3 3 1)
, 4

30

n
i

k

n n n
i

n n
k i

n n n n n
i

=

+ +� =�
�

+�= =�
�
� + + + + =��

�

HD: Quy n p ho c bi u di n đa th c suy ra ạ ặ ể ễ ứ
Câu 13.  Cho , : [ , )a f a +� ��R R  là hàm liên t c trên [a,ụ   )+� , f  có đ o hàm t i m iạ ạ ỗ  
đi m ể ( , )x a +� �  và lim ( ) ( ).

x
f x f a

� +�
=  Ch ng minh t n t i ứ ồ ạ ( , )c a +� �  mà f’(c)=0.

HD: Đ nh lý Rolleị
Câu 14.  Ch ng minh r ng ph ng trình ứ ằ ươ 2010 (2010)( ) 0xx e− =  có đúng 2010 nghi m phânệ  
bi t.ệ
HD: Dùng quy n p và áp d ng bài 13.ạ ụ

Câu 15.  a. Cho , , .a b a b<�R  Đ t  ặ ( ) ( ) , [ , ],
x

a

G x g t dt x a b g= �� là hàm liên t c trên đo nụ ạ  

[a, b]. Ch ng minh r ng G liên t c trên đo n [ a, b].ứ ằ ụ ạ
b.  Cho hàm s  ố : [0, 1] [0, 1]f � . Gi  s  t n t i s  th c ả ử ồ ạ ố ự 0L �  sao cho 
| ( ) ( ) | | |, , [0,1].f x f y L x y x y− � − ∀ �
Ch ng minh r ng ph ng trình  f(x) = x  có nghi m trong đo n [ 0, 1]. ứ ằ ươ ệ ạ
HD: Ch ng minh b ng đ nh nghĩa, ch ng minh f liên t c.ứ ằ ị ứ ụ

Câu  16.  Cho f  là hàm liên t c trên đo n [a,ụ ạ  b] và ( )
1

0

0.f x dx >�  Ch ng minh t n t iứ ồ ạ  

[a, b] [0, 1]� mà trên đó f(x)>0.
HD: Ph n ch ngả ứ
Câu 17. Cho ánh x  liên t c ạ ụ :[0,1 ] [0,1 ]f � . Ch ng minh r ng t n t i s  th c cứ ằ ồ ạ ố ự  
thu c đo n [ 0, 1] sao cho pt   f(x) - x = 0 nh n x=c làm nghi m.ộ ạ ậ ệ
HD: Xem sách l p 11 chuyên nâng caoớ
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Câu 18.  Cho f, g là các hàm s  th c xác đ nh và liên t c trên đo n [ a, b] (a<b). Giố ự ị ụ ạ ả 

s  ử | ( ) ( ) | 0.
b

a

f x g x dx− =�  Ch ng minh r ng ứ ằ .f g�

HD: Dùng k t qu  liên t c t i đi m và đ t k t qu  trong lân c n.ế ả ụ ạ ể ạ ế ả ậ
Câu 19.  Ch ng minh r ng m i  s  h ng c a  dãy s  {aứ ằ ọ ố ạ ủ ố n}  xác  đ nh  b i  aị ở 0 =  1, 

232 2
1 −+=+ nnn aaa  đ u nguyên.ề

L i gi i.ờ ả  Chuy n v  và bình ph ng công th c truy h i, ta đ cể ế ươ ứ ồ ượ
                       an+1

2 – 4anan+1 + 4an
2 = 3an

2 – 2
                                an+1

2 – 4anan+1 + an
2 + 2 = 0

Thay n b ng n-1, ta đ c     ằ ượ
                                    an

2 – 4anan-1 + an-1
2 + 2 = 0

T  đây suy ra aừ n-1 và an+1 là hai nghi m c a ph ng trình  xệ ủ ươ 2 – 4anx + an
2 + 2 = 0. Suy 

ra an+1 + an-1 = 4an hay an+1 = 4an – an-1. T  đây suy ra t t c  các s  h ng trong dãy đ uừ ấ ả ố ạ ề  
nguyên, vì a0 = 1 và a1 = 3 nguyên.

Câu 20. Cho dãy s  th c {xố ự n} xác đ nh b i ị ở nnn xxxx +−+== + 122,1 10  v i m i nớ ọ  

∈ N. Ta xác đ nh dãy {yị n} b i công th c  ở ứ ∑
=

∈∀=
n

i

i
in Nnxy

1

*.,2  Tìm công th c t ngứ ổ  

quát c a dãy {yủ n}.
L i gi i. ờ ả Ta có 

 2
1 )11(122 −+=+−+=+ nnnn xxxx

T  đó tính đ cừ ượ

( ) ( )2
2/1

2

2

2

1 12,...,12,12 −=


 −=−=
n

nxxx  

Ta vi tế  
11/4 1/4 1/8 1/2 1/2

1 2 31 2 2 2, 1 2 2.2 , 1 2 2.2. ... 1 2 2.2
n n

nx x x x
−

= + − = + − = + − = + −
Nhân đ ng th c đ u v i 2, đ ng th c th  hai v i 2ẳ ứ ầ ớ ẳ ứ ứ ớ 2, đ ng th c th  ba v i 2ẳ ứ ứ ớ 3 … đ ngẳ  
th c th  n v i 2ứ ứ ớ n r i c ng v  theo v , chú ý đ n nh ng s  gi n c, ta đ c. ồ ộ ế ế ế ữ ự ả ướ ượ

2)21(22.242...42 2/112/11 +−=−++++= ++ nn nnn
ny .

Câu 21. Cho dãy s  uố n xác đ nh b iị ở

.
21

2
,2 11

n

n
n u

u
uu

−
+

== +

a) Ch ng minh r ng uứ ằ n ≠  0 v i m i n nguyên d ngớ ọ ươ
b) Ch ng minh dãy không tu n hoànứ ầ

L i gi i. ờ ả
G i ọ ϕ là góc sao cho tg(ϕ) = 2 thì u1 = tg(ϕ), u2 = 2tg(ϕ)/(1-tg2ϕ) = tg(2ϕ), …, un = 
tg(nϕ). 
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a) T  công th c tính uừ ứ n ta suy ra u2n = 2un/(1-un
2). T  đó suy ra n u t n t i n đ  uừ ế ồ ạ ể n = 

0 thì s  t n t i n l  đ  uẽ ồ ạ ẻ ể n = 0. Gi  s  uả ử 2k+1 = 0. Khi đó u2k = -2 và ta có
-2 = u2k = 2uk/(1-u2

k) => uk
2 + uk – 1 = 0 => mâu thu n vì lúc đó uẫ k vô t , trongỷ  

khi đó theo công th c truy h i thì uứ ồ k luôn h u t .ữ ỷ
b) Dãy tu n hoàn thì ph i t n t i n và k sao cho tg(nầ ả ồ ạ ϕ) = tg(kϕ)  (n-k)ϕ = mπ  
un-k = 0. Đi u này không x y ra do k t qu  câu a).ề ả ế ả
Câu 22.  Cho dãy s  {xố n} xác đ nh b i  ị ở 20 =x  và nx

nx 21 =+ v i n=0, 1, 2, … ớ
Ch ng minh r ng dãy {xứ ằ n} có gi i h n h u h n và tìm gi i h n đó. ớ ạ ữ ạ ớ ạ
L i gi i. ờ ả Đ tặ  nxxf )2()( = thì dãy s  có d ngố ạ  20 =x  và xn+1 = f(xn). Ta th y f(x) làấ  

hàm s  tăng và ố
0

2

1 22 xx =>= . T  đó, do f(x) là hàm s  tăng nên ta có ừ ố
x2 = f(x1) > f(x0) = x1, x3 = f(x2) > f(x1) = x2, … Suy ra {xn} là dãy s  tăng. Ti p theo,ố ế  
ta ch ng minh b ng quy n p r ng xứ ằ ạ ằ n < 2 v i m i n. Đi u này đúng v i n = 0. Giớ ọ ề ớ ả 

s  ra đã có xử k < 2 thì rõ ràng .222
2

1 =<=+
kx

kx  Theo nguyên lý quy n p toán h c,ạ ọ  

ta có xn < 2 v i m i n.ớ ọ

V y dãy {xậ n} tăng và b  ch n trên b i 2 nên dãy có gi i h n h u h n. G i a là gi iị ặ ở ớ ạ ữ ạ ọ ớ  

h n đó thì chuy n đ ng th c ạ ể ẳ ứ nx

nx 21 =+  sang gi i h n, ta đ c ớ ạ ượ a
a 2= . Ngoài ra ta 

cũng có a ≤  2.  

Xét  ph ng  trình   ươ )2ln(
ln

2 =⇔=
x

x
x

x

.  Kh o  sát  hàm  s  lnx/x  ta  th y  r ngả ố ấ ằ  

ph ng trình trên ch  có 1 nghi m < e và m t nghi m l n h n e.  Vì 2 là m tươ ỉ ệ ộ ệ ớ ơ ộ  
nghi m c a ph ng trình nên rõ ràng ch  có 1 nghi m duy nh t c a ph ng trìnhệ ủ ươ ỉ ệ ấ ủ ươ  
tho  mãn đi u ki n ả ề ệ ≤  2. T  đó suy ra a = 2.ừ
V y gi i h n c a xậ ớ ạ ủ n khi n d n đ n vô cùng là 2.ầ ế
Câu 23. Cho dãy s  {xố n} xác đ nh b i xị ở 1 ∈ (1, 2) và xn+1 = 1 + xn – xn

2/2. Ch ng minhứ  
r ng {xằ n} có gi i h n h u h n khi n d n đ n vô cùng và tìm gi i h n đó. ớ ạ ữ ạ ầ ế ớ ạ
L i gi i. ờ ả Gi  s  xả ử n có gi i h n là a thì   a = 1 + a – aớ ạ 2/2 t  đó suy ra a =ừ  .2  Ta sẽ 
dùng đ nh nghĩa đ  ch ng minh lim xị ể ứ n = .2

Ta có   |
2

12
||2||2

2
1||2|

2

1

−+
−=−−+=−+

n
n

n
nn

x
x

x
xx .

Ti p theo ta có th  ch ng minh b ng quy n p r ng  1 < xế ể ứ ằ ạ ằ n < 3/2 v i m i n = 2, 3, …ớ ọ  
T  đó, do ừ .2 + 1/2 < 2 nên suy ra  lim xn = 2.
Câu 24. Cho s  th c a và dãy s  th c {xố ự ố ự n} xác đ nh b i:ị ở

x1 = a và xn+1 = ln(3+cosxn + sinxn) – 2008  v i m i n = 1, 2, 3, …ớ ọ

Ch ng minh r ng dãy s  {xứ ằ ố n} có gi i h n h u h n khi n ti n đ n d ng vô cùng.ớ ạ ữ ạ ế ế ươ
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L i gi i.ờ ả  Đ t f(x) = ln(3+sinx+cosx) – 2008 thì  ặ

xx

xx
xf

cossin3

sincos
)('

++
−=  

T  đó, s  d ng đánh giá ừ ử ụ 2|cossin|,2|sincos| ≤+≤− xxxx  ta suy ra  

.1
23

2
|)('| <=

−
≤ qxf

Áp d ng đ nh lý Lagrange cho x, y thu c R, ta cóụ ị ộ
f(x) – f(y) = f’(z)(x-y)

T  đó suy ra  |f(x) – f(y)| ừ ≤  q|x – y| v i m i x, y thu c R.ớ ọ ộ

Áp d ng tính ch t này v i m > n ụ ấ ớ ≥  N, ta có
|xm – xn| = |f(xm-1) – f(xn-1)| ≤  q|xm-1-xn-1| ≤  …≤  qn-1|xm-n+1 – x1| ≤  qN-1|xm-n+1 – x1|.

Do dãy {xn} b  ch n và q < 1 nên v i m i ị ặ ớ ọ ε > 0 t n t i N đ  l n đ  qồ ạ ủ ớ ể N-1|xm-n+1 – x1| < 
ε. Nh  v y dãy {xư ậ n} tho  mãn đi u ki n Cauchy do đó h i t .  ả ề ệ ộ ụ

Nh n xét. ậ
1) Th c ch t trong l i gi i trên, ta đã ch ng minh l i các tính ch t đã nêu trongự ấ ờ ả ứ ạ ấ  
ph n lý thuy t (ch  s  d ng tiêu chu n Cauchy).ầ ế ỉ ử ụ ẩ

2) N u đánh giá ch t ch  thì ta có th  ch ng minh đ c ế ặ ẽ ể ứ ượ
7

2
|)('| ≤xf . Tuy nhiên, v iớ  

bài toán c a chúng ta, đánh giá nh  trong bài gi i là đ .ủ ư ả ủ
Câu 25. V i n ớ ≥  2 g i xọ n là nghi m d ng duy nh t c a ph ng trìnhệ ươ ấ ủ ươ

xn = xn-1 +  xn-2 + … + x + 1
Tính các gi i h n:      lim xớ ạ n  và lim (2-xn)1/n

L i gi i. ờ ả
S  d ng h ng đ ng th c xử ụ ằ ẳ ứ n – 1 = (x-1)( xn-1 +  xn-2 + … + x + 1) ta vi t ph ng trìnhế ươ  
l i d i d ng     xạ ướ ạ n(x-2) + 1 = 0.   T  đó suy ra  2-xừ n = 1/xn

n.
Đ t Pặ n(x) = xn – xn-1 – xn-2 - … - x – 1  thì   Pn+1(2) = 1 > 0  và   Pn+1(xn) = xnPn(xn) – 1 = 
- 1, suy ra  2 > xn+1 > xn

. Nh  th , ta luôn có  2-xư ế n = 1/xn
n < 1/x1

n  0, suy ra  lim xn = 
2. 
Và cũng t  đâyừ

                                      (2-xn)1/n = 1/xn  1/2.
Câu 26. Cho a ∈ (0, 1) và dãy s  {xố n} xác đ nh b i xị ở 0 = a,  xn+1 = xn(1-xn

2)  v i m iớ ọ  

n=0,1, ... Hãy tính  ..lim n
n

xn
∞→

Phân tích. D ng ạ nxn  g i cho chúng ta nh  đ n đ nh lý trung bình Cesaro. Tuyợ ớ ế ị  
nhiên đ  dãy th c s  có d ng này (xể ự ự ạ n/n) ta ph i xét bình ph ng c a dãy và ngh chả ươ ủ ị  
đ o l i, t c là 1/nxả ạ ứ n

2. T  đó d n đ n vi c xét hi u 1/xừ ẫ ế ệ ệ n+2
2 – 1/xn

2.

8



Bài t p ôn thi Olympic toán Gi iTích-Đ is   (Biên so n: Th.s Tr n Văn S )ậ ả ạ ố ạ ầ ự

L i gi i. ờ ả D  dàng ch ng minh đ c r ng dãy xn gi m và b  ch n d i b i 0. Tễ ứ ượ ằ ả ị ặ ướ ở ừ 
đó dãy {xn} có gi i h n h u h n. Chuy n h  th c truy h i sang gi i h n, ta dớ ạ ữ ạ ể ệ ứ ồ ớ ạ ễ 
dàng tính đ c lim xượ n = 0.
Xét hi u s  sau:ệ ố

                                      2
)1(

2

)1(

)1(11
22

2

2222

2222

22
1

→
−
−

=
−

−−
=−

+ n

n

nnn

nnn

nn x

x

xxx

xxx

xx

T  đó, theo đ nh lý trung bình Cesaro (xem bài t p 6 d i đây) ta suy ra   ừ ị ậ ướ 2
1

lim
2

=
∞→

n
n nx

Suy ra  .
2

1
.lim =

∞→ n
n

xn

 Câu 27. (C n Th  2009)ầ ơ  Cho dãy s  {aố n} xác đ nh b i công th c truy h i aị ở ứ ồ 1 = 1/2, 

12

2

1 +−
=+

nn

n
n aa

a
a .   Ch ng minh r ng  aứ ằ 1 + a2 + … + an < 1 v i m i s  nguyên d ngớ ọ ố ươ  

n. 

Câu  28. (Moldova 2007)   Cho dãy {xn} xác đ nh b iị ở    e
n

nxn

=




 +

+
1

1 . 

Ch ng minh r ng dãy {xứ ằ n} có gi i h n h u h n và tìm gi i h n đó.ớ ạ ữ ạ ớ ạ

Câu  29. (Hà Tĩnh 2009)   Cho dãy {xn} bi t ế
2

1
,

2

1 2

11

−
=−= +

n
n

x
xx  v i m i n = 1, 2, 3,ớ ọ  

…
Tìm  gi i  h n  c a  dãy  {xớ ạ ủ n}  khi  n  d n  t i  vô  cùng.  ầ ớ

Câu 30. (Bà R a Vũng Tàu 2009) Cho dãy s  xác đ nh b i  ị ố ị ở 2008
)1(2

1
,1

211 −
+

== +
n

n x
xx

. Ch ng minh r ng {xứ ằ n} có gi i h n h u h n khi n d n đ n vô cùng.ớ ạ ữ ạ ầ ế

Câu 31. (H i Phòng 2009) Cho dãy {uả n} tho  mãn: ả
2

1 11,
2010

n
n n

u
u u u+= = + . 

Hãy tính   ∑
= +

∞→

n

i i

i

n u

u

1 1

lim .

Câu 32. Cho dãy s  {xố n} tho  mãn đi u ki n lim (xả ề ệ n+1-xn) = 0. Ch ng minh r ng limứ ằ  
xn/n = 0. T  đây suy ra đ nh lý Cesaro và đ nh lý trung bình Cesaro: N u lim xừ ị ị ế n = a 
thì lim (x1+x2+…+xn)/n = a.
Câu  33. (PTNK  1999)  Cho  a  >  1  và  dãy  s  {xố n}  đ c  xác  đ nh  nh  sau:ượ ị ư  

nx
n axax == +11 ,  v i m i n ớ ọ ≥  1. Hãy xác đ nh t t c  các giá tr  c a a đ  dãy {xị ấ ả ị ủ ể n} h iộ  

t . ụ
Câu 34. . Cho dãy ( )nu  xác đ nh b i ị ở

9
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1 2

1 1

1

1
, 1.n n

n

u u

u u n
u+ −

= =�
�
� = + ∀ >��

       Xác đ nh ị 2010 2011 2012, , .u u u

Câu 35. Cho dãy ( )nu  v i ớ 1 12

2 1
( ), 0, 0.

3n n
n

u u u n
u+ = + > >  Tính lim ( )nu .

Câu 36. Cho dãy ( )nu  v i ớ { }0 , ( , 1, 2,... ).n m n mu u u m n+� � + ∀ �  

Ch ng minh ứ lim n

n

x

n� +�
 t n t i. ồ ạ

Câu 37. Cho a,b  là các s  th c v i a<b. Xét các dãy xác đ nh nh  sauố ự ớ ị ư

                       1 1 1 1
0

2
, , , , 0.

2 3
n n n n

o n n

x y x y
x a y b x y n− − − −+ += = = = >  

Ch ng minh r ng các dãy ứ ằ ( ), ( )n nx y  h i t  và tìm các gi i h n đó.ộ ụ ớ ạ
Câu 38. Cho dãy ( )nu  v i ớ 0 12, 2 , .n nu u u n N−= = + �  

Ch ng minh r ng dãy ứ ằ ( )nu có gi i h n và tìm gi i h n đó.ớ ạ ớ ạ

Câu 39. Dãy ( )nt có tính ch t ấ
1

| | , .n mt t m n
n

− > ∀ >  Ch ng minh r ng dãy ứ ằ ( )nt  không bị 

ch n.ặ
HD: Ph n ch ngả ứ

Câu 40. Cho dãy ( )nt  xác đ nh b i ị ở 0
1

1
2010, , 1.

4 3n
n

t t n
t −

= = �
−  Tìm lim ( )nt .

Câu 41. Dãy ( )nt  xác đ nh b i ị ở 1 2 1
1

2
0, 0, , 2.n

n n

t t t n
t t+

−

> > = �
+  

Ch ng  minh r ng dãy ứ ằ ( )nt  h i t .ộ ụ

Câu 42. Cho dãy ( )nt  các s  t  nhiên b  ch n. Gi  s  ố ự ị ặ ả ử
1

1 2lim ( . .... ) 1.n
n

n
t t t

� +�
=  Tìm

                                             1 2 ...
lim .n

n

t t t

n� +�

+ + +

Câu 43. Cho dãy s  ố ( ( ))nu t  các đa th c th c xác đ nh nh  sau: ứ ự ị ư

                              2
1 1

1
( ) 0, ( ) ( ) ( ( ( )) ), 0, [0, 1].

2n n nu t u t u t t u t n t+= = + − > ∀ �

Ch ng minh r ng dãy s  ứ ằ ố ( ( ))nu t  h i t  và tìm limộ ụ ( ( )), [0, 1].nu t t �

(H ng d n: Ch ng minh dãy ướ ẫ ứ ( ( )), [0, 1]nu t t �  đ n đi u tăng và b  ch n trên b iơ ệ ị ặ ở  
, [0, 1].t t �  Ch ng minh b ng quy n p )ứ ằ ạ

Câu 44. Xét dãy s  ố ( )nt  v i ớ 0t �  [0, 1/2], 2
1

1
, 0,1,...

4n nt t n+ = + =  Tìm lim ( )nt .

HD: Dùng côsy
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Câu 45. Cho dãy ( )nt  v i ớ 0t � (-1, 1)\{0},  
2

1

1 1
, 0,1,...n

n
n

t
t n

t+

− −
= = Ch ng minh dãy ứ ( )nt  

đ n đi u và xác đ nh limơ ệ ị ( )nt .

Câu 46.Cho 
1 2

1

1 2 2 2
( ..... ).

2 1 2

n

n n

n
S

n+

+= + + + Ch ng minh dãy ứ ( )nS  đ n đi u gi m.ơ ệ ả

Câu 47. Cho dãy ( )nt  tho  mãn ả 1 2010,t = 2
1 1, 0, .n n n nt t t t n− += � ∀  Tính t  s  sau  ỉ ố

                                                
2010 2010 2010
1 2 2010
2010 2010 2010
2 3 2011

....
.

....

t t t

t t t

+ + +
+ + +

Câu 48. Cho dãy  ( )nt  xác đ nh theo công th c sau     ị ứ
                                      0 1 1 10, 1, 2 1, 2.n n nt t t t t n+ −= = = − + �   
Ch ng minh r ng ứ ằ 24 1n nt t + +  là m t s  chính ph ng. Suy ra ộ ố ươ 2010 2012.t t

Câu 49. cho dãy 
2

0 1 2

1 3 /
( ) : 0, ( ), ( 0).

3 /
n

n n n
n

a y
y y y y a

a y+
+> = �
+  Ch ng minh dãy ứ ( )ny  có gi iớ  

h n và tính gi i h n đó.ạ ớ ạ
Câu 50. Dãy s  {xố n} v i n = 1, 2, 3, đ c xác đ nh b iớ ượ ị ở  

,...3,2,1,2
2

1
,3 2

11 =∀+−== + nxxxx nnn

Tìm gi i h n c a dãy {Sớ ạ ủ n} v i  ớ ∑
=

=
n

i i
n x

S
1

.
1

Câu 51. Cho dãy s  {xố n} xác đ nh b i  ị ở
13

2
,

2

3

11 −
== +

n

n
n x

x
xax  v i m i n ớ ọ ≥  1. Tìm t t cấ ả 

các giá tr  c a a đ  dãy s  xác đ nh và có gi i h n h u h n.ị ủ ể ố ị ớ ạ ữ ạ

Câu 52. (Canada 1976) Dãy s  th c ố ự x0, x1, x2, ... đ c xác đ nh b i ượ ị ở
                               x0 = 1, x1 = 2, n(n+1) xn+1 = n(n-1) xn - (n-2) xn-1. 
Hãy tìm x0/x1 + x1/x2 + ... + x50/x51.
Câu 53. Ch ng minh r ng m i  s  h ng c a dãy s  {aứ ằ ọ ố ạ ủ ố n} xác  đ nh b i  aị ở 0 =  1, 

232 2
1 −+=+ nnn aaa  đ u nguyên.ề

L i gi i.ờ ả  Chuy n v  và bình ph ng công th c truy h i, ta đ cể ế ươ ứ ồ ượ
an+1

2 – 4anan+1 + 4an
2 = 3an

2 – 2
 an+1

2 – 4anan+1 + an
2 + 2 = 0

Thay n b ng n-1, ta đ c     ằ ượ
an

2 – 4anan-1 + an-1
2 + 2 = 0

11
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T  đây suy ra aừ n-1 và an+1 là hai nghi m c a ph ng trình  xệ ủ ươ 2 – 4anx + an
2 + 2 = 0. Suy 

ra an+1 + an-1 = 4an hay an+1 = 4an – an-1. T  đây suy ra t t c  các s  h ng trong dãy đ uừ ấ ả ố ạ ề  
nguyên, vì a0 = 1 và a1 = 3 nguyên.

Câu 54. Cho dãy s  {aố n} xác đ nh b i  aị ở 1 = 1, a2 = 2 và an+2 = 2an+1 – an + 2 v i m iớ ọ  
n ≥  1. Ch ng minh r ng v i m i m, aứ ằ ớ ọ mam+1 cũng là m t s  h ng c a dãy s . ộ ố ạ ủ ố
L i gi i. ờ ả Ta có   an+2 = 2an+1 – an + 2
Thay n b ng n-1, ta đ c  aằ ượ n+1 = 2an – an-1 + 2
Tr  hai đ ng th c v  theo v , ta đ cừ ẳ ứ ế ế ượ

                                    an+2 – 3an+1 + 3an – an-1 = 0
Ph ng trình đ c tr ng xươ ặ ư 3 – 3x2 + 3x – 1 = 0 có nghi m b i 3 xệ ộ 1,2,3 = 1 nên ta có 
nghi m t ng quát aệ ổ n có d ng  aạ n = an2 + bn + c. Thay n = 1, 2, 3 ta đ cượ

                           a + b + c = 1
                           4a + 2b + c = 2
                           9a + 3b + c = 5

T  đó gi i ra đ c a = 1, b = -2, c = 2. V y aừ ả ượ ậ n = n2 – 2n + 2 = (n-1)2+1. Do đó amam+1 

= ((m-1)2+1)(m2+1) = (m2 – m + 1)2 + 1 = a_{m2-m+2}.
Câu 55.  Cho dãy s  {xố n} xác đ nh b i xị ở 1 = a, xn+1 = 3xn

3 – 7xn
2 + 5xn. Tìm t t c  cácấ ả  

giá tr   a  đ  dãy {xị ể n} có gi i h n h u h n.ớ ạ ữ ạ
Tóm t t l i gi i. ắ ờ ả
Kh o sát hàm s  y = f(x) = 3xả ố 3 – 7x2 + 5x và xét s  t ng giao c a nó v i hàm s  yự ươ ủ ớ ố  
= x, ta đ c đ  th  sauượ ồ ị
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T  đ  th  này (và b ng bi n thiên), ta th y ừ ồ ị ả ế ấ
1) x tăng trên (-∞, 5/9), (1, +∞) và gi m trên (5/9, 1)ả
2) f(5/9) < 4/3
3) f(x) = x khi và ch  khi x = 0, 1, 4/3ỉ
4) V i x > 4/3 ho c 0 < x < 1 thì f(x) > x. V i x < 0 ho c 1 < x < 4/3 thì f(x) < x.ớ ặ ớ ặ

Ti p theo, ta có f((4/3, +ế ∞)) = (4/3, +∞), f((1, 4/3)) = (1, 4/3), f((-∞, 0)) = (-∞, 0). 
H n n a, trong các kho ng này f(x) là hàm s  tăng. Nh  v y, n u a thu c cácơ ữ ả ố ư ậ ế ộ  
kho ng này thì dãy {xả n} s  đ n đi u. C  th :ẽ ơ ệ ụ ể
a) V i a ớ ∈ (4/3, +∞) thì x2 = f(x1) = f(a) > a và f tăng trên kho ng này, do đó {xả n} là 
dãy tăng. N u {xế n} b  ch n trên thì {xị ặ n} ph i có gi i h n h u h n ả ớ ạ ữ ạ α và α ph i làả  
nghi m c a ph ng trình f(x) = x, suy ra ệ ủ ươ α ∈ {0, 1, 4/3}. Đi u này mâu thu n vì doề ẫ  
xn > x1 = a > 4/3 nên α = lim xn ≥  a > 4/3. V y {xậ n} không b  ch n trên, t c là {xị ặ ứ n} 
không có gi i h n h u h n.ớ ạ ữ ạ
b) T ng t  v i a ươ ự ớ ∈ (-∞, 0) thì {xn} gi m và cũng không có gi i h n h u h n.ả ớ ạ ữ ạ
c) V i a ớ ∈ (1, 4/3) thì dãy {xn} gi m và b  ch n d i b i 1, do đó có gi i h n h uả ị ặ ướ ở ớ ạ ữ  
h n ạ α. α là nghi m c a ph ng trình f(x) = x và  1 ệ ủ ươ ≤  α ≤  a < 4/3, suy ra α = 1.

Ti p theo, ta nghiên c u các đo n còn l i:ế ứ ạ ạ

13
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d) V i a = 0, 1, 4/3 thì {xớ n} là các dãy h ng và có gi i h n t ng ng là 0, 1, 4/3.ằ ớ ạ ươ ứ
e) V i a ớ ∈ [1/3, 1) thì x2 = f(x1) = f(a) ∈ [1, 4/3), t  đó, áp d ng ph n c, ta có dãyừ ụ ầ  
{xn}n=2 là dãy gi m và có gi i h n là 1.ả ớ ạ
f) Cu i cùng, v i a ố ớ ∈ (0, 1/3), ta ch ng minh r ng t n t i n sao cho xứ ằ ồ ạ n > 1/3. Th tậ  
v y, gi  s  ng c l i thì aậ ả ử ượ ạ n ≤  1/3 v i m i n. Chú ý r ng khi đó do f là hàm tăngớ ọ ằ  
trên (0, 1/3) và x2 = f(x1) = f(a) > a = x1 nên dãy {xn} tăng. Dãy {xn} tăng và b  ch nị ặ  
trên b i 1/3 nên có gi i h n h u h n ở ớ ạ ữ ạ α và  0 < a ≤  α ≤  1/3. Đi u này mâu thu n vìề ẫ  
α ch  có th  là 0, 1, 4/3! V y đi u gi  s  là sai. V y t n t i n sao cho xỉ ể ậ ề ả ử ậ ồ ạ n > 1/3. G iọ  
k là s  nh  nh t tho  mãn đi u ki n này thì ta có xố ỏ ấ ả ề ệ k-1 < 1/3, suy ra xk = f(xk-1) < 1 
suy ra xk+1 = f(xk) ∈ (1, 4/3) và nh  th , áp d ng c) cho dãy s  {xư ế ụ ố n}n=k+1 ta có dãy này 
gi m và có gi i h n là 1, vì th  {xả ớ ạ ế n} cũng có gi i h n là 1.ớ ạ
Câu 56. Cho hàm f kh  vi trên đo n [0,ả ạ  1],  f(0)=0, f(1)=1. Ch ng minh r ng ph ngứ ằ ươ  
trình f(x)+2010=2010f’(x)+x  có ít nh t m t nghi m th c trong kho ng   ( 0, 1), v i f’(x)ấ ộ ệ ự ả ớ  
là đ o hàm c a hàm f.ạ ủ
Câu 57. Gi  s  f, g là hai hàm s  xác đ nh, tu n hoàn trên toàn tr c s . Bi t r ng ả ử ố ị ầ ụ ố ế ằ

    .0)]()([lim =−
+ ∞→

xgxf
x  

 Ch ng minh r ng  f(x)=g(x) v i m i ứ ằ ớ ọ .Rx∈
Câu 58.  Cho  hàm RRf →:  tho  mãn đi u ki n  ả ề ệ

                                ||
2

1
|)()(| yxyfxf −<− , v i m i ớ ọ .,, yxRyx ≠∈

Gi  s  t n t i s  nguyên ả ử ồ ạ ố 1>n  sao cho .,)(000)( ... Rxxxx ffff
lânn

n
∈∀==

Ch ng minh r ng   f(x)=x, v i m i ứ ằ ớ ọ .Rx∈

Câu 59. a. Cho  dãy s  ố nnx )(  xác đ nh b i  ị ở .1,
1

3
1,1 10 ≥

+
+== + n

x
xx

n
n  

Tính gi i h n ớ ạ .lim n
n

x
+ ∞→  

b. Cho dãy hàm s  th c  ố ự nnf )(  và hàm s  ố f  t  R vào R. V i m i ừ ớ ỗ ,Nn∈  đ tặ

              




 +

=
nêú

m

êúnn
xf

n

n ,
2

,1
:)(

}2...,2,1{,
2

)(
2

1

)(

n
nn

nm
m

xf
m

nxf

∈≤≤−
≥

  ( Rx∈∀ ).

Ch ng minh r ng dãy hàm ứ ằ nnf )(  có gi i h n và tìm gi i h n đó. ớ ạ ớ ạ
Câu 60.   Cho hàm f  kh  vi 3 l n trên đo n [-1, 1] và tho  mãn v i m i ả ầ ạ ả ớ ọ ],1,1[−∈h     
                              )()0()()( 32 hohfhfhf ++=−+ ,   
                                )()0()()( 3hohfhfhf ++=−− .            
Xác đ nh f(0), f’(0),  f’’(0).ị
HD: Khai tri n taylor t i lân c n x=0.ể ạ ậ
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Câu 61. Cho hàm f(x) liên t c và d ng trên đo n ụ ươ ạ [0, )+ � . Ch ng minh r ng hàmứ ằ  

s  ố 0

0

( )

( )

( )

x

x

tf t dt

F x

f t dt

=
�

�
 đ ng bi n trên kho ng ồ ế ả [0, )+ � .

L i Gi i: Tính đ cờ ả ượ  

0 0
2 2

0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

'( ) , 0, ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )

x x

x x x

x x

xf x f t dt f x f t dt
f x

F x x f t dt tf t dt x t f t dt

f t dt f t dt

−
= > − = − >

� � � �
� � � �
� � � �

� �
� � �

� �
 

suy ra F’(x)>0 khi x>0. Suy ra đi u ph i ch ng minh.ề ả ứ

Câu 62. Cho dãy s  ố ( )nx  xác đ nh nh  sau   ị ư 1
0 0, ( 1) , 1.

2011
nn

n

x
x x n−= = + − ∀ �  Tìm 

2lim .n
n

x
� �

L i gi i: Đ t ờ ả ặ 1
1

( ) 1 ( 1) (2011) 1
( 1) (2011) .

2011 2011 2012 (2011)

n nn
k n

n nn n n
k

h n
x x −

=

− −= � = − =�

K t lu n: ế ậ
2

2 2011
lim .

2012n
n

x
� �

� �= � �
� �

Câu 63. Cho dãy s  ố ( )nx  đ c xác đ nh b i công th c truy h i sau:ượ ị ở ứ ồ  

2
1 15, 2.n nx x x+= = −  Tìm gi i h n ớ ạ

2

1 2

lim .
....

n

n

n

x

x x x� +�

� �
� �� �
� �

L i gi i: Theo gi  thi t ta có:ờ ả ả ế  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 14 ( 2) 4 ( 4) ( 4) ... ... ( 4) 21 ... .n n n n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x x x+ − − − −− = − − = − = − = = − =

Suy ra  

2

1
2

1 2 1 2

4
21 .

.... ( .... )
n

n

n

x

x x x x x x
+

� �
= −� �� �

� �
 

B ng quy n p chùng ta ch ng minh đ c ằ ạ ứ ượ 2, 1.kx k> ∀ �

Ta k t lu n   ế ậ
2

1 2

lim 21.
....

n

n

n

x

x x x� +�

� �
=� �� �

� �
Câu 63. Cho hàm s  f xác đ nh và liên t c trên đo n [ a, b] (a<b) và tho  mãn đi uố ị ụ ạ ả ề  

ki n ệ ( ) 0.
b

a

f x dx =�  Ch ng minh r ng ph ng trình   ứ ằ ươ

( ) 2804 ( )
x

a

f x f t dt= �   có nghi m trong kho ng ( a, b ).ệ ả

L i gi i: Xét hàm s  ờ ả ố 2804( ) ( ) .
t

t

a

F t e f x dx−= �  Ta có F(a)=F(b)=0 và 
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                           2804 2804'( ) 2804 ( ) ( ).
t

t t

a

F t e f x dx e f t− −= − +�
Theo đ nh lý Rolle, t n t i ị ồ ạ ( , )c a b�  sao cho F’(c)=0, nghĩa là 

2804 2804'( ) 2804 ( ) ( ).
c

c c

a

F c e f x dx e f c− −= − +�  T  đây chúng ta k t lu n tính đúng đ n c a bàiừ ế ậ ắ ủ  

toán.
Câu 64. Cho hàm s  f(x) có đ o hàm trên R sao cho  v i m i s  th c x thìố ạ ớ ọ ố ự  

'( ) 2804 0.f x − �  Gi  s  ả ử
2

0

0 ( )sin 2804.f x xdx

π

< <�  

Ch ng minh r ng trên đo n ứ ằ ạ [0, ]
2

π
 ph ng trình f(x)=0 có duy nh t nghi m.ươ ấ ệ

L i gi i: ờ ả Ta có 

2 2 2 2

0 0 0 0

0 ( )sin ( ) s (0) '( ) s (0) 2804 s (0) 2804.f x xdx f x dco x f f x co xdx f co xdx f

π π π π

< = − = + � + = +� � � �

Suy ra 
2

0

(0) ( )sin 2804 0.f f x xdx

π

� − <�  

Gi  s  ả ử ( ) 0 '( ) (2804) ( ) [0, ].
2 2

f f x f x
π π< � � � Z  Khi đó 

2

0

( ) 0, [0, ] ( )sin 0, [0, ] ( )sin 0
2 2

f x x f x x x f x xdx

π

π π< ∀ < ∀ <ή �� �  (mâu thu n gi  thi t)ẩ ả ế

V y ậ ( ) 0
2

f
π >  và cùng v i f(x) liên t c trên đo n ớ ụ ạ [0, ]

2

π
 và (0) ( ) 0.

2
f f

π <  Theo đ nh lýị  

Lagrăng có đ c k t qu  nh  mong mu n.ượ ế ả ư ố
Câu 65. Cho hàm s  f(x) liên t c trên đo n [0, 1] và tho  mãn đi u ki n ố ụ ạ ả ề ệ

                                       
1

22 ( ) 1 , [0, 1].
x

f t dt x x� − ∀ ��   

Ch ng minh: ứ [ ] [ ]
1 1

2

0 0

( ) ( ) .f t dt tf t dt�� �
Ch ng minh: Ta có ứ

               [ ] [ ] [ ]
1 1 1 1 1 1

2 2 22

0 0 0 0 0 0

1
0 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) .

3
x f t dt f t dt tf t dt t dt f t dt tf t dt� − = − + = − +� � � � � �

Suy ra  [ ]
1 1

2

0 0

1
( ) 2 ( ) .

3
f t dt tf t dt� −� �   Đ t  ặ

1 1 1 2

0 0

1 1
( ) .

2 3x

x
S f t dt dx S dx

� � � �−= � � =� � � �
� �� �

�� �  
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Ngoài ra 
1 1 1

1
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) .S x f t dt tf t dt tf t dt= + =� � �  Vì v yậ  

[ ]
1 1 1 1 1

2

0 0 0 0 0

1 1
( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) .

3 3
tf t dt tf t dt tf t dt f t dt tf t dt� −���� � � � � ĐPCM.

Câu 66. Gi  s  f(x) là hàm s  có đ o hàm c p 2 liên t c trên R và tho  mãn đi uả ử ố ạ ấ ụ ả ề  
ki n f(0) = f(1) =ệ  a. Ch ng minh r ng ứ ằ

                            
[ 0,1] [ 0,1]

{ ''( )} 8 { ( )} .
x x
Max f x a Min f x
� �

� �� −� �� �
 

Cho m t m  r ng k t qu  trên trên đo n ộ ở ộ ế ả ạ [ , ] .Rα β �
L i gi i: Theo đ nh lý Rolle, t n t i ờ ả ị ồ ạ (0, 1), '( ) 0.c f c =�  Xét khai tri n Taylor tai lânể  
c n x=c c a hàm f(x) ta có ậ ủ

                       2''( ( ))
( ) ( ) '( )( ) ( ) .

2!

f x
f x f c f c x c x c

θ= + − + −

Thay l n l t x=0, x=1 và đ ng th c trên ta thu đ cầ ượ ẳ ứ ượ  
2 2

[ 0,1]

''( (0)) ''( (1))
, (1 ) , { ( )}.

2! 2! x

f f
a b c a b c b Min f x

θ θ
�

= + = + − =   Hay 

2 2

2( ) 2( )
''( (0)) 0. (1) ''( (1)) 0. (2)

(1 )

a b a b
f f

c c
θ θ− −� � � �

−
Nhân v  v i v  c a (1) và (2) ta đ cế ớ ế ủ ượ  

2 2 2
2 2

4( ) 1
''( (0)) ''( (1)) 64( ) ( (1 ) . , [ 0,1] ).

16(1 ) .

a b
f f a b v i c c c

c c
θ θ −� � − − � �

−  (suy ra ĐPCM)

M  rông k t qu  ta đ c ở ế ả ượ 2[ 0,1]
{ ''( )} 8 .

( )x

a b
Max f x

α β�

� �−� � �−� �
 

( T m th i chúng ta d ng t i đây ch  các bài t p đ c in ra l n sau )ạ ờ ừ ạ ờ ậ ượ ầ

V  các dãy s  xác đ nh b i dãy các ph ngề ố ị ở ươ  
trình 

Trong toán h c, có r t nhi u tr ng h p ta không xác đ nh đ c giá tr  c  th  đ iọ ấ ề ườ ợ ị ượ ị ụ ể ố  
t ng mà chúng ta đang xét (ví d  s , hàm s ) nh ng v n có th  th c hi n các phép toánượ ụ ố ố ư ẫ ể ự ệ  
trên các đ i t ng đó. Ví d  ta có th  không bi t giá tr  các nghi m c a m t ph ng trình,ố ượ ụ ể ế ị ệ ủ ộ ươ  
nh ng v n bi t đ c t ng c a chúng: ư ẫ ế ượ ổ ủ
“Tìm t ng các nghi m c a ph ng trình cosổ ệ ủ ươ 5x – 5cos3x + 3cosx – 1 = 0 trên đo n [0, 2ạ π]”.
hay là tính tích phân c a m t hàm mà ta không có bi u th c t ng minh:ủ ộ ể ứ ườ
“Ch ng minh r ng v i m i t ứ ằ ớ ọ ≥  0, ph ng trình xươ 3 + tx – 8 = 0 luôn có 1 nghi m d ng duyệ ươ  

nh t, ký hi u là x(t). Tính ấ ệ .)]([
7

0

2∫ dttx ”

Trong bài vi t nh  này, chúng ta s  đ  c p đ n m t tình hu ng căn b n khác, đó là kh oế ỏ ẽ ề ậ ế ộ ố ả ả  
sát nh ng dãy s  xác đ nh b i dãy các ph ng trình: ữ ố ị ở ươ
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“Cho dãy các hàm s  fố n(x) xác đ nh b i công th c t ng mình ho c truy h i tho  mãn đi uị ở ứ ườ ặ ồ ả ề  
ki n: các ph ng trình fệ ươ n(x) = 0 có nghi m duy nh t xệ ấ n ∈ D. C n kh o sát các tính ch t c aầ ả ấ ủ  
xn nh  kh o sát s  h i t , tìm gi i h n …”ư ả ự ộ ụ ớ ạ
Chúng ta b t đ u t  m t bài toán thi tuy n sinh vào khoa Toán tr ng Đ i h c Đ c l pắ ầ ừ ộ ể ườ ạ ọ ộ ậ  
Matxc va năm 2000ơ
Bài toán 1. Ký hi u xệ n là nghi m c a ph ng trìnhệ ủ ươ

0
1

...
1

11 =
−

++
−

+
nxxx

thu c kho ng (0, 1)ộ ả
a) Ch ng minh dãy {xứ n} h i t ;ộ ụ
b) Hãy tìm gi i h n đó.ớ ạ

Bình lu n:ậ    xn đ c xác đ nh duy nh t vì hàm s   ượ ị ấ ố
nxxx

xf n −
++

−
+= 1

...
1

11
)(  liên t c vàụ  

đ n đi u trên (0, 1). Tuy nhiên, ta không th  xác đ nh đ c giá tr  c  th  c a xơ ệ ể ị ượ ị ụ ể ủ n. R t mayấ  
m n, đ  ch ng minh tính h i t  c a xắ ể ứ ộ ụ ủ n, ta không c n đ n đi u đó. Ch  c n ch ng minh tínhầ ế ề ỉ ầ ứ  
đ n đi u và b  ch n là đ . V i tính b  ch n, m i th  đ u n vì 0 < xơ ệ ị ặ ủ ớ ị ặ ọ ứ ề ổ n < 1. V i tính đ nớ ơ  
đi u,  ta  chú  ý  m t  chút  đ n  m i  liên  h  gi a  fn(x)  và  fệ ộ ế ố ệ ữ n+1(x):  fn+1(x)  =  fn(x)  + 

1

1
)()(1 −−

+=+ nx
xfxf nn . Đây chính là chìa khoá đ  ch ng minh tính đ n đi u c a xể ứ ơ ệ ủ n. 

L i gi i:ờ ả  Rõ ràng xn đ c xác đ nh 1 cách duy nh t, 0 < xượ ị ấ n < 1. Ta có fn+1(xn) = fn(xn) + 1/(xn-
n-1) = 1/(xn-n-1) < 0, trong khi đó  fn+1(0+) > 0. Theo tính ch t c a hàm liên t c, trên kho ngấ ủ ụ ả  
(0, xn) có ít nh t 1 nghi m c a fấ ệ ủ n+1(x). Nghi m đó chính là xệ n+1. Nh  th  ta đã ch ng minhư ế ứ  
đ c xượ n+1 < xn. T c là dãy s  {xứ ố n} gi m. Do dãy này b  ch n d i b i 0 nên dãy s  có gi iả ị ặ ướ ở ố ớ  
h n.ạ
Ta s  ch ng minh gi i h n nói trên b ng 0. Đ  ch ng minh đi u này, ta c n đ n k t quẽ ứ ớ ạ ằ ể ứ ề ầ ế ế ả 
quen thu c sau:ộ

                               1 + 1/2 + 1/3 + … + 1/n > ln(n)
(Có th  ch ng minh d  dàng b ng cách s  d ng đánh giá ln(1+1/n) < 1/n)ể ứ ễ ằ ử ụ
Th t v y, gi  s   lim xậ ậ ả ử n = a > 0. Khi đó, do dãy s  gi m nên ta có xố ả n ≥  a v i m i n. ớ ọ
Do 1 + 1/2 + 1/3 + … + 1/n  ∞ khi n  ∞ nên t n t i N sao cho v i m i n ồ ạ ớ ọ ≥  N ta có  
                                             1 + 1/2 + 1/3 + … + 1/n > 1/a.   
Khi đó v i n ớ ≥  N ta có  

                               0 = 0
111
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Mâu thu n. V y ta ph i có lim xẫ ậ ả n = 0.

Bài toán 2. Cho n là m t s  nguyên d ng > 1. Ch ng minh r ng ph ng trình   xộ ố ươ ứ ằ ươ n = x + 1 
có m t nghi m d ng duy nh t, ký hi u là xộ ệ ươ ấ ệ n. Ch ng minh r ng xứ ằ n d n v  1 khi n d n đ nầ ề ầ ế  

vô cùng và tìm )1(lim −
∞→ n

n
xn . 
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L i gi i:ờ ả  Rõ ràng xn > 1. Đ t fặ n(x) = xn – x – 1. Khi đó  fn+1(1) = - 1 < 0 và fn+1(xn) = xn
n+1 – xn – 

1 > xn
n – xn – 1= fn(xn) = 0. T  đó ta suy ra 1 < xừ n+1 < xn . Suy ra dãy {xn} có gi i h n h u h nớ ạ ữ ạ  

a. Ta ch ng minh a = 1. Th t v y, gi  s  a > 1. Khi đó xứ ậ ậ ả ử n ≥  a v i m i n và ta tìm đ c n đớ ọ ượ ủ 
l n sao cho: xớ n

n ≥  an > 3 và xn + 1 < 3, mâu thu n vì fẫ n(xn) = 0.
Đ  gi i ph n cu i c a bài toán, ta đ t xể ả ầ ố ủ ặ n = 1 + yn v i lim yớ n = 0. Thay vào ph ng trìnhươ  
fn(xn) = 0, ta đ c  (1+yượ n)n = 2 + yn. L y logarith hai v , ta đ cấ ế ượ

                                             nln(1+yn) = ln(2+yn)
T  đó suy ra   lim nln(1+yừ n) = ln2
Nh ng lim ln(1+yư n)/yn = 1 nên t  đây ta suy ra lim nyừ n = ln2, t c là  ứ

                                                           .2ln)1(lim =−
∞→ n

n
xn

Bài toán 3. (VMO 2007) Cho s  th c a > 2 và  fố ự n(x) = a10xn+10 + xn + …+x + 1.
a) Ch ng minh r ng v i m i s  nguyên d ng n, ph ng trình fứ ằ ớ ỗ ố ươ ươ n(x) = a luôn có đúng 

m t nghi m d ng duy nh t.ộ ệ ươ ấ
b) G i nghi m đó là xọ ệ n, ch ng minh r ng dãy {xứ ằ n} có gi i h n h u h n khi ớ ạ ữ ạ .n � �  

L i gi i.ờ ả  K t qu  c a câu a) là hi n nhiên vì hàm fế ả ủ ể n(x) tăng trên (0, +∞). 
D  dàng nh n th y 0 < xễ ậ ấ n < 1. Ta s  ch ng minh dãy xẽ ứ n tăng, t c là xứ n+1 > xn. 
T ng t  nh   nh ng l i gi i trên, ta xétươ ự ư ở ữ ờ ả

fn+1(xn) = a10xn
n+11 + xn

n+1 + xn
n + … + x + 1 = xnfn(xn) + 1 = axn + 1

Vì ta đã có fn+1(1) = a10 + n + 1 > a nên ta ch  c n ch ng minh axỉ ầ ứ n + 1 < a là s  suy ra xẽ n < xn+1 

<  1.  Nh  v y,  c n  ch ng  minh  xư ậ ầ ứ n <  (a-1)/a.  Th t  v y,  n u  xậ ậ ế n ≥  (a-1)/a  thì 

a
a

a
aa

a

a
a

a

a
a

a

a

a
axf

nn

n

n

nn >




 −−−+





 −−=

−−






 −−

+




 −≥

+

+
1

)1(
1

)1(
1

1

1
1

1
)( 10

1

10
10

(do a – 1 > 1). V y dãy s  tăng {xậ ố n} tăng và b  ch n b i 1 nên h i t .ị ặ ở ộ ụ

Nh n xét:ậ  M t l n n a m i liên h  fộ ầ ữ ố ệ n+1(x) = xfn(x) + 1 l i giúp chúng ta tìm đ c m i quanạ ượ ố  
h  gi a xệ ữ n và xn+1. T  l i gi i trên, ta có th  ch ng minh đ c r ng ừ ờ ả ể ứ ượ ằ
lim xn = (a-1)/a. Th t v y, đ t c = (a-1)/a < 1, theo tính toán  trên thì ậ ậ ặ ở

fn(c) – fn(xn) = kcn  (v i k = (a-1)((a-1)ớ 9 – 1) > 0)
Theo đ nh lý Lagrange thì ị

fn(c) – fn(xn) = f’(ξ)(c – xn) v i  ớ ξ thu c (xộ n, c)
Nh ng f’(ư ξ) = (n+10)a10ξn+9 + nξn-1 + …+ 1 > 1 nên t  đây suy raừ

kcn > c - xn

T  đó ta có ừ
c – kcn < xn < c 

Và có nghĩa làm lim xn = c.
 

Bài toán 4. (VMO 2002) Cho n là m t s  nguyên d ng.   a. Ch ng minh r ng ph ng trìnhộ ố ươ ứ ằ ươ  
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 có m t nghi m duy nh t xộ ệ ấ n > 1.

c. Ch ng minh r ng khi n d n đ n vô cùng, xứ ằ ầ ế n d n đ n 4.ầ ế
d.

Bình lu n:ậ  Vi c ch ng minh ph ng trình có nghi m duy nh t xệ ứ ươ ệ ấ n > 1 là hi n nhiên. M iể ố  
liên  h  fệ n+1(x)  =  fn(x)  +  1/((n+1)2x-1)  cho  th y  xấ n là  dãy  s  tăng  (  đâyố ở  

2

1

1

1
...

14

1

1

1
)(

2
−

−
++

−
+

−
=

xnxx
xf n ). Đ  bài cho s n gi i h n c a xề ẵ ớ ạ ủ n là 4 đã làm cho bài 

toán tr  nên d  h n nhi u. T ng t  nh  cách ch ng minh lim xở ễ ơ ề ươ ự ư ứ n = c  nh n xét trên, ta sở ậ ẽ 
dùng đ nh lý Lagrange đ  đánh giá kho ng cách gi a xị ể ả ữ n và 4. Đ  làm đi u này, ta c n tínhể ề ầ  

fn(4), v i  ớ
2

1

1

1
...

14

1

1

1
)(

2
−

−
++

−
+

−
=

xnxx
xf n . R t may m n, bài tính fấ ắ n(4) này liên quan 

đ n 1 d ng t ng quen thu c. ế ạ ổ ộ

L i gi i:ờ ả   Đ t fặ n(x) nh  trên và g i xư ọ n là nghi m > 1 duy nh t c a ph ng trình fệ ấ ủ ươ n(x) = 0. 
Ta có 

                      

nnn

nnn
f n
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Áp d ng đ nh lý Lagrange, ta có ụ ị
                                     1/4n = |fn(xn) – f(4)| = |f’(c)||xn-4|

v i c thu c (xớ ộ n, 4)  

Nh ng do ư
9

1
...

)14(

4

)1(

1
|)('|

22
>+

−
+

−
=

cc
cf n

Nên t  đây |xừ n – 4| < 9/4n, suy ra  lim xn = 4.
Trong ví d  trên (và trong ph n nh n xét  bài toán 3) chúng ta đã s  d ng đ nh lý Lagrangeụ ầ ậ ở ử ụ ị  
đ  đánh giá hi u s  gi a xể ệ ố ữ n và giá tr  gi i h n.  ví d  cu i cùng c a bài vi t này, ta ti pị ớ ạ Ở ụ ố ủ ế ế  
t c n u ra ng d ng d ng đ nh lý này trong m t tình hu ng ph c t p h n. ụ ế ứ ụ ụ ị ộ ố ứ ạ ơ
Bài toán 5. Cho n là m t s  nguyên d ng > 1. Ch ng minh r ng ph ng trình   xộ ố ươ ứ ằ ươ n = x2 + x 
+ 1 có m t nghi m d ng duy nh t, ký hi u là xộ ệ ươ ấ ệ n. Hãy tìm s  th c a sao cho gi i h nố ự ớ ạ  

)(lim 1+∞→
− nn

a

n
xxn  t n t i, h u h n và khác 0. ồ ạ ữ ạ

Bình lu n.ậ  D  th y giá tr  a, n u t n t i, là duy nh t. T ng t  nh   bài toán 2, có thễ ấ ị ế ồ ạ ấ ươ ự ư ở ể 
ch ng minh đ c r ng xứ ượ ằ n ~ 1 + ln(3)/n. T  đó có d  đoán là a = 2. Đ nh lý Lagrange s  giúpừ ự ị ẽ  
chúng ta đánh giá hi u xệ n – xn+1 và ch ng minh d  đoán này.ứ ự

L i gi i.ờ ả  Đ t Pặ n(x) = xn – x2 – x – 1. 
Ta có  Pn+1(x) = xn+1 – x2 – x – 1 = xn+1 – xn + Pn(x) = xn(x-1) + Pn(x).
T  đó Pừ n+1(xn) = xn

n(xn-1) + Pn(xn) = (xn
2+xn+1)(xn-1) = xn

3 – 1.
Áp d ng đ nh lý Lagrange, ta cóụ ị
             (xn

2+xn+1)(xn – 1) = Pn+1(xn) – Pn+1(xn+1) = (xn – xn+1)Pn+1’(c) 
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v i c thu c (xớ ộ n+1, xn), Pn+1’(x) = (n+1)xn – 2x – 1.
T  đó ừ
(n+1)(xn+1+1+1/xn+1) – 2xn+1 – 1 = Pn+1’(xn+1) < Pn+1’(c)
      < Pn+1’(xn)= (n+1)(xn

2+xn+1) – 2xn – 1.  
T  đây, v i l u ý  lim xừ ớ ư n = 1, ta suy ra  

                                   3
)(

lim
'

1 =+

∞→ n

cPn

n

Ti p t c s  d ng  lim n(xế ụ ử ụ n – 1) = 3, ta suy ra

)3ln()(lim
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V y v i c = 2 thì gi i h n đã cho t n t i, h u h n và khác 0. D  th y v i c > 2 thì gi i h nậ ớ ớ ạ ồ ạ ữ ạ ễ ấ ớ ớ ạ  
đã cho b ng vô cùng và n i c < 2 thì gi i h n đã cho b ng 0. V y c = 2 là đáp s  duy nh tằ ớ ớ ạ ằ ậ ố ấ  
c a bài toán.ủ

Qua các ví d  trên, chúng ta th y công c  c  b n đ  kh o sát các dãy s  cho b i dãy cácụ ấ ụ ơ ả ể ả ố ở  
ph ng trình là các đ nh lý c  b n c a gi i tích (v  hàm liên t c, hàm đ n đi u, đ nh lý vươ ị ơ ả ủ ả ề ụ ơ ệ ị ề 
s  h i t  c a dãy s  đ n đi u và b  ch n, đ nh lý Lagrange) và m i liên h  mang tính truyự ộ ụ ủ ố ơ ệ ị ặ ị ố ệ  
h i gi a các ph ng trình. Hy v ng r ng vi c phân tích các tình hu ng  5 ví d  trên đâyồ ữ ươ ọ ằ ệ ố ở ụ  
s  giúp chúng ta có m t cách nhìn t ng quát cho các bài toán  d ng này.ẽ ộ ổ ở ạ

Các bài t p v  ph ng trình hàmậ ề ươ

Câu 1. Xác đ nh hàm ị :f Q Q�  tho  mãn các tính ch t sauả ấ
                   f(1)=2,  f(xy) + f(x+y) = f(x)f(y)+1.
Câu 2. cho hàm s  ố :f R R+ +�  tho  mãn ph ng trìnhả ươ
                      (2010 ) 2009 ( 2010 ) 2010 ( ).f x f x f x+ =
Ch ng minh r ng  ứ ằ /2( ) (2010 ), , .nf x f x n N x R+= ∀ ��

Câu 3. Cho hai hàm s  liên t c f(x), g(x) xác đ nh t  đo n [0,1] vào đo n [0,1] trongố ụ ị ừ ạ ạ  
R. Ch ng minh ph ng trình ứ ươ
                                     g(f(x))=f(g(x))
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có ít nh t 1 nghi m th c trong đo n [0, 1].ấ ệ ự ạ
Câu 4. Gi  s  g(x) liên t c v i m i ả ử ụ ớ ọ 0x �  và lim ( ) .

x
g x c

� �
=  Ch ng minh hàm g(x)ứ  

không b  ch n trên đo n ị ặ ạ [0, ).+ �
Câu 5. Cho :f R R�  sao cho | ( ) ( ) | | |, , , .f x f y x y x y R x y− < − ∀ ι  Ch ng minh r ng,ứ ằ  
n u   f(f(f(0))) = 0  thì  f(0) = 0. ế
Câu 6. Tìm các hàm s  f bi t r ng:  f kh  vi và f tho  mãn ố ế ằ ả ả

                                   
( ) ( )

( ) , , .
1 ( ) ( )

f x f y
f x y x y R

f x f y

++ = �
−

Câu 7. Cho hàm s  f(x) xác đ nh và liên t c trên R và f(f(x)=x. Ch ng minh r ngố ị ụ ứ ằ  
ph ng trình f(x)-x=0 có nghi m th c.ươ ệ ự
Câu 8. Tìm các hàm f(x) xác đ nh và kh  vi 2 l n trên R sao cho ị ả ầ
                                          f’(x)f’’(x)=0, v i m i x.ớ ọ
Câu 9. Tìm các hàm f(x) liên t c trên R tho  đi u ki n f(sinx)=f(x), m i x. ụ ả ề ệ ọ
Câu 10. Tìm tát c  các hàm f(x) không âm xác đ nh và liên t c trên R sao choả ị ụ  
f(f(x))= , ( ).xe x R− ∀ �
Câu 11. Cho f là hàm s  liên t c trên R. Tìm hàm f bi t r ng f tho  mãn f(2x)-ố ụ ế ằ ả
f(x)=0, m i x.ọ
Câu 12. Tìm t t c  các hàm f(x) liên t c trên R và tho  mãn đi u ki n  ấ ả ụ ả ề ệ
                                        ( ) ( ) ( ), , .f x y f x f y x y R+ = ∀ �
Câu 13. Tìm t t c  các hàm ấ ả :f R R�  liên t c t i x=0 và tho  mãn đ ng th c ụ ạ ả ẳ ứ
                                ( ) ( ) ( ) ( ), , .f x y f x f y xy x y x y R+ = + + + ∀ �

Câu 14. Cho hàm s  f kh  vi trên đo n [0, 1] và có f’(0)=f’(1)=0. Ch ng minhố ả ạ ứ  
ph ng trình f(x)-x=0 có nghi m th c n m trong kho ng (0, 1).ươ ệ ự ằ ả
Câu 15. Cho hàm f liên t c trên đo n [ 0, 1] và kh  vi trong kho ng (0, 1) th o mãnụ ạ ả ả ả  
f(0)=0,  f(1)=0. Ch ng minh ph ng trình f(x)=f’(x) có nghi m trong kho ng (0, 1).ứ ươ ệ ả  
Câu 16. Cho hàm f kh  vi 3 l n, đ ng th i các hàm f(x), f’(x), f’’(x) d ng v i m iả ầ ồ ờ ươ ớ ọ  
x. Ch ng minh r ng  ứ ằ 2( ) 2009 , 0f x x x> ∀ > v i f’’(0)=4018.ớ
Câu 17. Gi  s  f(x) là hàm ch n, kh  vi 2 l n và f’’(x) khác 0. Ch ng minh r ngả ử ẵ ả ầ ứ ằ  
f(x) nh n x=0 làm đi m c c tr .ậ ể ự ị
Câu 18. Gi  s  f(x) kh  vi trên đo n [0, 1] và f’ (0)f’(1)<0. Ch ng minh r ngả ử ả ạ ứ ằ  
ph ng trình f’(x)=0 có nghi m trong  kho ng (0, 1).ươ ệ ả
Câu 19. Cho f, g là hai hàm s  liên t c trên đo n [0, 1] và f, g  nh n giá tr  trongố ụ ạ ậ ị  
đo n [0, 1],  tho  mãn    f(g(x))=g(f(x)) m i ạ ả ọ x � [0,1]. Bi t r ng f  là hàm đ ng bi nế ằ ồ ế  
trên đo n [ 0, 1]. Ch ng minh r ng ạ ứ ằ [0,1] : ( ) ( ) .a f a g a a∃ = =�

Câu 20. Cho f là hàm s  tho  mãn f(0)=2, f(x+y)ố ả  = x + f(y), , .x y R∀ �  
Xác đ nh  ị
f(2010), f(2011), f(2012), f(2013), f(2014), f(2015), f(2016), f(2017), f(2018), 
f(2019), f(2020).
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Câu 21. Cho hàm s  ố :(0, ) (0, )f R+ +�;�� �  tho  mãn đi u ki n ả ề ệ
                                    ( ( )) ( ) 6 , 0.f f x f x x x+ = ∀ >  
Ch ng minh r ng f(x)=2x v i m i x>0.ứ ằ ớ ọ
Câu 22. Xác đ nh các hàm f(x) liên t c trên R và tho  mãn đi u ki n ị ụ ả ề ệ
                                 ( ) ( ) ( ), , .f xy f x f y x y R= − ∀ �
Câu 23. Cho hàm f(x) liên t c và đ ng bi n trên đo n [0, 1]. G i ụ ồ ế ạ ọ [0, 1].a �  Ch ngứ  

minh r ng  ằ
1

0 0

( ) ( ) .
a

f x dx a f x dx�� �  Tr ng h p hàm f(x) ngh ch bi n thì ta có bài toánườ ợ ị ế  

nào?
Câu 24. Gi  s  hàm f(x) liên t c trên đo n [0, 1], kh  vi trong kho ng (0, 1) và thoả ử ụ ạ ả ả ả 
mãn f(0)=f(1)=1.
Ch ng minh r ng ph ng trình f’(x)+1=f(x) có nghi m trong kho ng (0, 1).ứ ằ ươ ệ ả
Câu 25. Gi  s  hàm f(x) liên t c trên đo n [0, 1] và tho  mãnả ử ụ ạ ả

  2010f(x) >1 > 
1

0

2010 ( )f x dx� . Ch ng minh r ng ph ng trình ứ ằ ươ
1

( ) 0
2010

f x − =  có 

nghi m trong kho ng (0, 1).ệ ả

Câu 26. Gi  s  hàm s  f(x) liên t c trên đo n ả ử ố ụ ạ [0, ]
2

π
  tho  mãn  f(0)<0,ả  

2

0

( )( ) 1.f x dx

π

− <�  Ch ng minh pt    f(x)=sin(-x) có nghi m ứ ệ �  kho ng ả (0, ).
2

π

Câu 27. Gi  s  f(x) kh  vi trên đo n [ 0, 1] và tho  mãn  f(x)=x, ả ử ả ạ ả {0, 1},x �  
0 ( ) 1, .f x x R� � ∀ �  

 Ch ng minh r ng t n t i các s  th c a, b thu c kho ng (0, 1) mà   ứ ằ ồ ạ ố ự ộ ả

                                          
1

, '( ) .
'( )

a b f a
f b

� =

Câu 28. Gi  s  f liên t c, khác hàm h ng và kh  v i m i x>0. Ch ng minh pt  ả ử ụ ằ ả ớ ọ ứ
                           '( ) 2010 (2009) ( ) 2009 (2010)xf x f f x f+ = +
có ít nh t 1 nghi m d ng.ấ ệ ươ
Câu 29. Cho 4020 s  th c d ng ố ự ươ , , , 1, 2010.i ja b i j =  Ch ng minh r ng ph ng trìnhứ ằ ươ  

2010

1

( ( ) sin( )) 0n n
n

x n a cos nx b nx
=

+ + =�  có nghi m trong kho ng ệ ả ( , ).π π−

Câu 30. Gi  s  f(x) liên t c trên đo n [a, b] (a<b), f(a)>0 và ả ử ụ ạ 2011 ( ) 1 0.
b

a

f x dx − <�  

Ch ng minh r ng ph ng trình  ứ ằ ươ 2010( ) 0f x x− =  luôn có ít nh t 1 nghi m thu cấ ệ ộ  
kho ng (a, b).ả
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Câu 31. Cho hàm s  f(x) liên t c trên đo n [0, 1] và tho  mãn các đi u ki n  f(0)-ố ụ ạ ả ề ệ
1=0, f(1)-1=0, 2010 '( ) ( ) 0, .f x af x a a R+ − � ∀ � Ch ng minh r ng f(x)=1 trên đo n [0,ứ ằ ạ  
1].
Câu 32. Ch ng minh r ng t n t i s  th c x trong kho ng (0, 1) tho  mãn pt      ứ ằ ồ ạ ố ự ả ả

                        
1 2010 2010

1 2 2011 1 2 2010
.

(1 )(1 ).....(1 ) (1 )(1 ).....(1 )x

u du x

u u u x x x
=

+ + + + + +�   

Câu 33. Tìm t t c  các đa th c f(x) tho  mãn  xf(x-1)=(x-2010)f(x) m i x. ấ ả ứ ả ọ

Câu 34. Cho hàm s   f(x) kh  vi trên R tho  mãn  ố ả ả

                             2010 2009'( ) .... 1,f x x x x= + + + +  
1 1 1

(1) 2 .... .
2 3 2011

f = + + + +

H i hàm s  f(x) có bao nhiêu nghi m th c.ỏ ố ệ ự
Câu 35. Cho đa th c b c 2010 có 2010 nghi m th c khác nhau ứ ậ ệ ự , 1, 2,..., 2010.ka k =  

Ch ng minh r ng      ứ ằ
1 2010

1 1
...... 0.

'( ) '( )f a f a
+ + =

Câu 36. Cho hàm s  f: [0, 1] ố � R  có đ o hàm c p hai liên t c và f’’(x)>0 trên đo nạ ấ ụ ạ  

[0, 1]. Ch ng minh r ng ứ ằ [ ]
1 1

2

0 0

2 ( ) (0) 3 ( ) .f t f dt f t dt+ �� �
Câu 37. Cho f, g là các hàm liên t c trên R và tho  mãn đi u ki n f(g(x))=g(f(x))ụ ả ề ệ  
m i x thu c R. Ch ng minh r ng n u ph ng trình f(x)=g(x) không có nghi m th cọ ộ ứ ằ ế ươ ệ ự  
thì ph ng trình f(f(x))=g(g(x)) cũng không có nghi m th c.ươ ệ ự
Câu 38. Cho f(x)-x, f(x)- 3x  là các s  đ n đi u tăng trên R. Ch ng minh r ng hàm số ơ ệ ứ ằ ố 

23
( )

2
f x x−  cũng là hàm đ n đi u tăng trên R.ơ ệ

Câu 39. Cho đa th c f(x) b c n v i h  s  th c. Ch ng minh r ng ph ng trìnhứ ậ ớ ệ ố ự ứ ằ ươ  
2 ( )x f x=  có không nhi u h n n+1 nghi m th c.ề ơ ệ ự

Câu 40. Cho f(x)-x, 23
( )

2
f x x−  là các s  đ n đi u tăng trên R. Li u hàm s   f(x)-ố ơ ệ ệ ố 3x  

có ph i là hàm đ n đi u tăng trên R không ?ả ơ ệ

Các bài t p v  gi i h n hàm sậ ề ớ ạ ố

Câu 1. Tính các gi i h n sauớ ạ

     
2

3 20

tan 1 2 3
lim ; lim(1 ) ; lim ;

3

n n
x x

nx x n

x sinx
e

x x n
−

� � � � �

− ++
+

    
1

lim(( ) ) ,n

n

n
e n

n� �

+ −    2 2lim sin
n

n nπ
� �

+

    
1

3 3 2lim ( 2 1) .n

n
n n n

� +�
+ + − +       

2 2lim sin lim cos lim sin lim s
n n n n

n n n co n
� +� � +� � +� � +�  
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tan(tan ) sin( )

lim .
tan sinx o

x sinx

x x�

−
−          

xx

xx
x tansin

)tan(tan)sin(sin
lim

0 −
−

→
.

Câu 2. Tính các gi i h n sau:ớ ạ

a. 
1 1 1

lim ( ... ).
1 2 3n n n n� +�

+ + +
+ +  

b. 
1 1.2010 2.2010 ( 1)2010

lim (sin sin ... sin ).
n

n

n n n n� +�

−+ + +

c. 

1 2

2 2 2
lim ( ... ).

1 11
2

n

n n n

n n n n
n

� +�
+ + +

+ + +

Câu 3. Cho hàm f(x) có đ o hàm trên đo n [ a,  b] và tho  mãnạ ạ ả  
| ( ) | | '( ) | 0, [ , ].f x f x x a b+ > ∀ �  Ch ng minh r ng t p h p ứ ằ ậ ợ { [ , ] : ( ) 0}x a b f x =�  h u h n.ữ ạ

Câu 4. cho hàm f(x) liên t c trên đo n [0, 1] tho   ụ ạ ả
1

0

( ) 0.f x dx =�  Ký hi uệ  

{ ( ) : [0,1]}, sup{ ( ) : [0,1]}.m inf f x x M f x x= =� �  

Ch ng minh r ng     ứ ằ
1

2

0

( ) 0.mM f x dx+ ��

Câu 5. Cho ánh x  liên t c ạ ụ :[ 0,1]f � .R . Tính 
1

20

1
lim ( ) .
x

x

x f t dt
t� + �  

Câu 6. Cho s  th c x, ký hi u [x] ch  s  nguyên c a x và không v t quá x.ố ự ệ ỉ ố ủ ượ
Ch ng minh r ng     [ x + 0,5 ] + [x] = [2x].ứ ằ
Câu 7. Cho f là  hàm s  th c liên t c trên R tho  mãn f(x)+f(-x)=0, m i x. Ch ngố ự ụ ả ọ ứ  
minh r ng pt f(x)=0 luôn có nghi m th c.ằ ệ ự
Câu 8. Cho f là  hàm s  th c liên t c trên R tho  mãn f(x+y) = f(x)+f(y), v i m i số ự ụ ả ớ ọ ố 
th c x, y. Xác đ nh hàm s  f.ự ị ố
Câu 9. Cho hàm s  f kh  vi liên t c trên đo n [0,1] và tho  mãn f(1)-f(0)=1. Ch ngố ả ụ ạ ả ứ  

minh r ng    ằ
1

2

0

[ '( )] 1.f x dx ��

Câu 10. Cho hàm f liên t c trên kho ng ụ ả [0, )+ �  và lim ( ) .
x

f x A
� +�

=  Tìm 
1

0

lim ( ) .
n

f nx dx
� +� �

Câu 11. Cho a < b,  :[ ; ]f a b � R  là hàm có đ o hàm tho  mãn ạ ả
( ; ), | '( ) | | ( ) | 0, | ' ( ) | | ( ) | 0x a b f x f x f a f a+∀ + > + >� và | ' ( ) | | ( ) | 0.f b f b− + >

Ch ng minh r ng t p h p ứ ằ ậ ợ { [ , ]| ( ) 0}M x a b f x= =�  là h u h n.ữ ạ
Câu 12. Gi  s  f(x) là hàm s  liên t c, tăng trên đo n [a, b]  và có ả ử ố ụ ạ ( ) , ( ) .f a a f b b� �  
V i ớ 1 [ , ]x a b�  tuỳ ý chúng ta l p dãy ậ ( )n nx  nh  sau:ư
Đ t ặ 1 ( ), 1.n nx f x n+ = �

Ch ng minh r ng t n t i x* sao cho ứ ằ ồ ạ
* * *lim , ( ) .n

n
x x f x x

� +�
= =
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Câu 13. Tính tích phân    dx
x

x
∫
∏

0 sin

)2010sin(
.

Câu 14. Ch ng minh r ng  ứ ằ .1
2

cos.....
16

cos.
8

cos.
4

cos).
1

1sin(lim =−
+ ∞→ nn n

ar
ππππ

Câu 15. Cho dãy ( )nx  đ c xác đ nh theo công th c sauượ ị ứ

                          
1

1 1

1, 1

( 1)( ), 3, 4....
x

n n n

x x

x n x x n− −

= =�
� = − + =�

Xác đ nh công th c t ng quát cho ị ứ ổ .nx

Câu 16. Tìm t t c  các hàm f t  R vào R tho  mãn các đi u ki n sauấ ả ử ả ề ệ

                   
( ) 2010 ,

( ) ( ) ( ), ,

f x x x R

f x y f x f y x y R

� ∀ ��
� + � + ∀ ��

Câu 17. Cho hai dãy s  ố ( ), ( )n nx y  xác đ nh theo công th c ị ứ

                     
2

1 1 1 1 2

1
3, 1 1 , , 2,3,....

1 1
n n n

n

x y x x y n
y

+ += = = + + = =
+ +

a. Ch ng minh r ng v i m i n=2,3,... thì ứ ằ ớ ọ ( 2, 3).n nx y �

b. Tính gi i h n ớ ạ lim .n
n

y
� �

Câu 18. Cho dãy s  ố ( )nx  đ c xác đ nh b i  ượ ị ở

                            
1 1 1

... , 1, 2,....
2 3 2 ( 2) 1

nx n
n n

= + + + =
+ +

Ch ng minh r ng  ứ ằ lim 2.n
n

x
� �

<

Các bài t p v  tích phânậ ề

Câu 1. Tính các tích phân sau:  

a. 
1

2
0 1

dx

x x x− + +�     
1

0 1 1

dx

x x+ + +� .

b. 
1

0

( , 0)
ln

b ax x
dx a b b

x

− > >�                   
0

lim cos .n

n
x dx

π

� +� �

Câu 2. Cho hàm f(x) liên t c và d ng trên đo n [0, 1]. Gi  s  ụ ươ ạ ả ử
1

0

ln ( ) .f x dx a=�  Tính 

lim (1/ ) (2 / )..... ( / ).n

n
f n f n f n n

� +�
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Câu 3. Cho f là hàm s  kh  vi liên t c trên đo n [a, b] và tho   mãnố ả ụ ạ ả  
1

0

( ) 0, 0,1,2,...nx f x dx n= =�  Ch ng minh r ng f = 0 trên đo n [a, b].      ứ ằ ạ

Câu 4. Tính đ o hàm c p n c a hàm s  ạ ấ ủ ố
1

1 .n xy x e−=
Câu 5. 

a. Tính các gi i h nớ ạ

         ,
)(sincoscos

lim
2

2

0 x

xx
I

x

−=
→

 .
2

cos.....
32

cos.
16

cos.
8

cos).
1

1sin(lim
nn n

arJ
ππππ−=

+ ∞→
 

b. Tính tích phân  K= dxxx∫
∏

+
2

0

]]sin)2010(sin[sin[sin . 

     c. Tính giá tr  c a bi u th c    ị ủ ể ứ
2010 2010

2 2
1

1
.

(3 2 ) ( 3 2)n kk n k n k k== + − + − +��
Câu 6. Cho 0 <a < b. Tính tích phân

a. 
1

2

0

( ) (1 ) .
t

I t bx a x dx� �= + −� ��

b. [ ]
1

0
lim ( ) .t
t

I t
�

L i gi i:  ờ ả
a. Đ t t1=bx+(1-x)a, ta có ặ

              

1 1 1
2 1

1
0

( ) (1 ) . .

( 1) ( )

b t t t
t

a t

t b a
I t bx a x dx dt

b a
t b a

+ +−� �= + − = =� � −
+ −

� �

b.   [ ]
1

1
1

0
lim ( ) .

b b a
t

at

b
I t e

a

−
−

�

� �
= � �

� �

Các bài t p thiên  v  tính toánậ ề

Câu 1. Tính lim n
n

s
� +�  v i ớ 2

1

1
tan( ).

1

n

n
k

s arc
n n=

=
+ +�

Câu 2. Tính lim n
n

s
� +�  v i ớ 2 2

1

( ).
n

n
k

n
s

n k=
=

+�

Câu 3. Tính t ng ổ
1

(cos( ) sin( )).
n

n
k

P k kx kx
=

= +�

Câu 4. Tính t ng ổ 1 2
1

1

2 tan ( ) tan( ).
2 2

n
k

n k k
k

x x
Q −

−
=

= �

Câu 5. Tính t ng ổ 1 3

1

3 sin ( ).
3

n
k

n k
k

x
R −

=
= �
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Các bài t p v  b t đ ng th cậ ề ấ ẳ ứ

Câu 1. Gi  s  ả ử 1 12, , , ...,n
o np p pα −=  là các s  nguyên không đ ng th i b ng 0. Ch ngố ồ ờ ằ ứ  

minh r ng                              ằ

      

1 1

11 0

0

2
.

| |

n n
k

knn k

k
k

p

p

α
− −

−− =

=

�
� �
� �
� �

�
�

Câu 2. Cho a, b là hai s  th c không âm và hai sô th c d ng p, q  sao cho ố ự ự ươ
1 1

1.
p q

+ =  

Ch ng minh r ng ứ ằ

              .
p qa a

ab
p q

� +

D u b ng x y ra khi nào?ấ ằ ả
H ng d n: Khi b=0 BĐT hi n nhiên đúng, ng c l i xét hàmướ ẫ ể ượ ạ  

1
1

( ) , ( 0)pt
f t t t

p q
= + − � .

Ch ng minh f(t) đ t c c ti u t i t=1. L y  ứ ạ ự ể ạ ấ p qt a b−=  suy ra đpcm, d u b ng ấ ằ .p qa b=

Câu 3. Cho 2n sô th c ự , , 1, ,k ka b k n= và hai sô th c d ng p, q  sao cho ự ươ
1 1

1.
p q

+ =  

Ch ng minh r ng ứ ằ

               
1 1

1 1 1

| | | | | | .

p q
n n n

p q
k k k k

k k k

a b a a
= = =

� � � �
� �� � � �� � � �
� � � �

� � �

D u b ng x y ra khi nào?ấ ằ ả
Câu 4. Cho f, g là các hàm s  liên t c trên [ a, b]  và hai sô th c d ng p, q  sao choố ụ ự ươ  
1 1

1.
p q

+ =  Ch ng minh r ng ứ ằ
1 1

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | .
b b bp q

p q

a a a

f x g x dx f x dx f x dx
� � � �

� �� � � �
� � � �

� � �
D u b ng x y ra khi nào?ấ ằ ả
Câu 5. Cho hai hàm f, g  liên t c trên [ a, b] v i a<b  và  sô th c d ng pụ ớ ự ươ 1.�  Ch ngứ  
minh r ng ằ

1 1 1

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | .
b b bp p p

p p p

a a a

f x g x dx f x dx g x dx
� � � � � �

+ � +� � � � � �
� � � � � �
� � �

D u b ng x y ra khi nào?ấ ằ ả
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Câu 6. Cho đa th c f(x) tho  mãn đi u ki n f(a)=f(b)=0, v i a<b. C. Đ tứ ả ề ệ ớ ặ  

[ , ]

| ''( ) | .
a b

M Ma x f x=  Ch ng minh r ngứ ằ

a. ''( )( )( ) 2 ( ) 0.
b b

a a

f x x a x b dx f x dx− − + + =� �

b. 
3( )

( ) .
12

b

a

M b a
f x dx

−��

L i gi i: Dùng đ nh nghĩa tích tích phân th ng. ờ ả ị ườ
Câu b s  d ng k t qu  câu a.ử ụ ế ả

Câu 7. Xác đ nh hàm s  f(x) tho  mãn đ ng th i các đi u ki n sau:ị ố ả ồ ờ ề ệ
a. 2804( ) , .xf x e x R� ∀ �
b. ( ) ( ) ( ), , .f x y f x f y x y R+ � + ∀ �
L i gi i:ờ ả
Đ t ặ 2804( ) ( ).xf x e g x=
T  đk a suy ra ừ ( ) 1 .g x x R� ∀ �
T  đk b suy ra ừ ( ) ( ) ( ), , .g x y g x g y x y R+ � + ∀ �
Thay x=0=y ta thu đ c ượ

[ ] 2
(0) (0)

(0) 1.
(0) 1

g g
g

g

� �� � =�
���

Suy ra 1 (0) ( ( )) ( ) ( ) 1, .g g x x g x g x x R= = + − � − � ∀ �
Do đó ( ) 1, .g x x R� ∀ �
Ta k t lu n :  ế ậ 2804( ) , .xf x e x R= ∀ �

CÁC BÀI TOÁN NG D NG Đ NH LÝ GIÁ TR  TRUNG BÌNHỨ Ụ Ị Ị

         Các đ nh lý v  giá tr  trung bình chi m m t đ a v  quan tr ng trong gi i tíchị ề ị ế ộ ị ị ọ ả  
toán h c và đ c khai thác th ng xuyên trong các cu c thi Olympic toán sinh viên,ọ ượ ườ ộ  
h c sinh toàn qu c và qu c t . Đây cũng là m t đ  tài gây nhi u ni m say mêọ ố ố ế ộ ề ề ề  
nghiên c u khoa h c cho nh ng h c viên cao h c và đ i t ng nghiên c u sinhứ ọ ữ ọ ọ ố ượ ứ  
ngành Toán. 
         Các đ nh lý v  giá tr  trung bình là m t công c  r t hi u l c trong vi c kh oị ề ị ộ ụ ấ ệ ự ệ ả  
sát, ch ng minh s  t n t i nghi m c a ph ng trình và các tính ch t đ nh l ngứ ự ồ ạ ệ ủ ươ ấ ị ượ  
nghi m c a nhi u d ng ph ng trình không m u m c.Trong bài vi t này tôi xinệ ủ ề ạ ươ ẫ ự ế  
gi i thi u nh ng ng d ng c a đ nh lý v  giá tr  trung bình trong các lĩnh v c: Liênớ ệ ữ ứ ụ ủ ị ề ị ự  
t c, kh  vi và kh  tích.ụ ả ả
1. ng d ng trong hàm liên t cỨ ụ ụ
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1.1. Các đ nh lý liên quan nghi m c a ph ng trình:ị ệ ủ ươ
1.1.1.  Đ nh lý 1. N u hàm f liên t c trên đo n ị ế ụ ạ [ ];a b  th a mãn ỏ ( ) ( ) 0f a f b <  thì t nồ  

t i ạ ( );c a b�  đ  ể ( ) 0.f c =
1.1.2. Đ nh lý 2. Gi  s  s  f là hàm liên t c trên đo n ị ả ử ử ụ ạ [ ];a b  và ( ) ( ) ; ff a A b B= = . 

Lúc đó n u ế λ  là m t s  b t kỳ n m gi a A và B thì có ít nh t m t đi m ộ ố ấ ằ ữ ấ ộ ể ( );c a b�  

đ  ể ( )f c λ= .

1.1.3.   Đ nh lý 3. N u hàm f liên t c trên ị ế ụ [ ];a b  thì f nh n m i giá tr  trung gian gi aậ ọ ị ữ  
giá tr  nh  nh t m và giá tr  l n nh t M c a nó trên đo n đó.ị ỏ ấ ị ớ ấ ủ ạ
1.2. Các bài toán
1.2.1.  Bài toán 1:  Cho ( )f x  liên t c trên  ụ ﾡ , nh n giá tr  khác d u. Ch ng minhậ ị ấ ứ  

r ng tìm đ c c p s  c ng ằ ượ ấ ố ộ ,  ,  a b c  sao cho ( ) ( ) ( ) 0f a f b f c+ + = .
L i gi i:ờ ả
Do ( )f x  liên t c trên ụ ﾡ  và nh n giá tr  khác d u nên ậ ị ấ 0δ∃ >  đ  bé và hai s  ủ ố 0 1,  xx  
sao cho:

( ) 0f x <  t i các đi m ạ ể 0 0 0;  x ;  xx δ δ− +
( ) 0f x >  t i các đi m ạ ể 1 1 1;   x ;   xx δ δ− +

Xét hàm s :ố  
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]0 1 0 0 1 0 0 1 0 ,  0;1F t f x t x x f x t x x f x t x x tδ δ= − + − + + − + + + − �

( )F t  là hàm liên t c trên  ụ [ ]0;1  và  ( ) ( )0 0 ; F 1 0F < > .  Do đó  ( )0 0;1t∃ �  sao cho 

( )0 0F t = . 

Đ t ặ ( )0 0 1 0a x t x xδ= − + −  ; ( )0 0 1 0b x t x x= + −  ; ( )0 0 1 0c x t x xδ= + + − .
Do 0δ >  nên a b c< <  và b a c b δ− = − =  nên a, b, c theo th  t  trên l p thành m tứ ự ậ ộ  
c p s  c ng.ấ ố ộ
1.2.2. Bài toán 2: Cho hai hàm s  liên t c ố ụ ( )f x  và ( )g x  trên [ ];a b  th a mãnỏ  

( ) ( )0 g x f x< < , [ ];x a b∀ � . Ch ng minh r ng t n t i ứ ằ ồ ạ 0λ >  để 

( ) ( ) ( ) [ ]1 ,  x ;g x f x a bλ+ < ∀ � .
Gi i:ả

Xét hàm s : ố ( ) ( )
( )

f x
h x

g x
=   liên t c trên ụ [ ];a b

Vì ( ) ( ) [ ]0  x ;g x f x a b< < ∀ �  nên ( ) [ ]1 x ;h x a b> ∀ �
Theo tính ch t c a hàm s  liên t c ta có:ấ ủ ố ụ  

[ ] ( )
[ ]

( ) ( )0 0;
; : min 1.

x a b
x a b h x h x h xµ

�
∃ γ = = >
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Ch n ọ
1

2

µλ −=  thì ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1  x ;g x g x f x a bλ µ+ < � ∀ � . T  đây, ta có đi u ph iừ ề ả  

ch ng minh.ứ
1.2.3.  Bài toán 3: T n t i hay không hàm liên t c  ồ ạ ụ :f �ﾡ ﾡ  sao cho khi x vô tỉ 

( )f x  nh n giá tr  h u t , còn khi x h u t  ậ ị ữ ỉ ữ ỉ ( )f x  nh n giá tr  vô t .ậ ị ỉ
Gi i:ả
Gi  s  có hàm ả ử ( )f x  nh  bài toán yêu c u. Đ t  ư ầ ặ ( ) ( )g x f x x= − . Hàm ( )g x  liên 

t c và ch  nh n giá tr  vô t . N u ụ ỉ ậ ị ỉ ế ( )g x  nh n ít nh t hai giá tr  ậ ấ ị 1 2,  gg ; 1 2g g<  thì do 

tính trù m t c a ậ ủ ﾡ  có s  h u t : ố ữ ỉ 0 1 0 2:g g g g< < . Theo đ nh lý v  giá tr  trung gian ,ị ề ị  
( )g x  nh n c  giá tr  ậ ả ị 0g . Đi u này mâu thu n. V y ề ẫ ậ ( )g x C=  v i C là h ng s  vôớ ằ ố  

t . Nh  v y  ỉ ư ậ ( )f x x C= + . T  đó ừ ( ) 2f C C= .  ( )f C  là h u t  trong khi  ữ ỉ 2C  vô t .ỉ  

Mâu thu n này ch ng t  không t n t i hàm ẫ ứ ỏ ồ ạ ( )f x  nào nh  bài toán yêu c u.ư ầ
2. ng d ng trong hàm kh  viỨ ụ ả
2.1. Các đ nh lý c  b n:ị ơ ả
2.1.1. Đ nh lý 4( Đ nh lý Rolle). Cho hàm s  ị ị ố ( )f x  liên t c trên đo n ụ ạ [ ];a b  , kh  viả  

trên kho ng ả ( );a b  và ( ) ( )f a f b= . Khi đó t n t i ồ ạ ( );c a b�  sao cho ( ) 0f c� = .

2.1.2. Đ nh lý 5 ( Đ nh lý Lagrange). Cho hàm ị ị ( )f x  liên t c trên ụ [ ];a b  , kh  vi trênả  

( );a b . Khi đó t n t i ồ ạ ( );c a b�  sao cho ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a

−� =
−

.

2.1.3. Đ nh lý 6 ( Đ nh lý Cauchy). Cho các hàm ị ị ( )f x  và ( )g x  liên t c trên ụ [ ];a b , 

kh  vi trên ả ( );a b  và ( ) ( )0 x ;g x a b� � ∀ � . Khi đó t n t i ồ ạ ( );c a b�  sao cho  

                                             
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f c f b f a

g c g b g a

� −
=

� − .

2.2. Các bài toán minh ho :ạ
2.2.1. Bài toán 4:  Cho f  liên t c trên ụ [ ],a b , ( ) ( ) 0f a f b= =  và có đ o hàm c pạ ấ  

hai trên đó.  Ch ng minh v i m i ứ ớ ọ ( ),c a b�  thì t n t i s  ồ ạ ố ( ),a bα �  sao cho 

                                           ( ) ( ) ( ) ( )1

2
f c c a c b f α� �= − − .

L i gi i:   ờ ả

Xét hàm s : ố ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ).

f c
g x f x x a x b

c a c b
= − − −

− −
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Vì ( )g x  liên t c trên ụ [ ],a c  , [ ],c b ,  kh  vi trên ả ( ) ( ), , ,a c c b  và 

( ) ( ) ( ) 0g a g b g c= = =  nên theo đ nh lý Rolle ta có ị

                           ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, : g =0 , d , : 0d a c d c b g d� �∃ ∃ =� �

M c khác  ặ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 .

f c
g x f x x a b

c a c b
� �= − − −

− −

                                    ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 f c
g x f x

c a c b
� � � �= −

− −
( )g x�  liên t c trên ụ [ ]1 2,d d , kh  vi trên ả ( )1 2,d d  và ( ) ( )1 2 0g d g d� �= =  nên theo đ nhị  

lý Rolle ( ) ( )1 2, : 0d d gα α� �∃ =� � ( ) ( ) ( ) ( )1

2
f c c a c b f α� �= − − .

2.2.2.Bài toán 5: Cho hàm s  ố ( )f x  liên t c trên ụ 0,
2

π� �
� �� �

, kh  vi trên ả 0,
2

π� �
� �
� �

 sao cho 

( )0
2

f f
π� �= � �
� �

 ; ( ) ( )2 2 0f x f x�+ � 0,
2

x
π� �∀ � � �

� �
. Ch ng minh r ng t n t i ứ ằ ồ ạ 0,

2
c

π� �� � �
� �

 

sao cho :  
( ) ( )

( ) ( )
2

2 2

1
os

2

f c f c
c c

f c f c

�
= −

�+ .

L i gi i:ờ ả    Xét hàm s : ố ( ) ( ) ( )sinx cosg x f x x= +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' sin osg x x f x f x c f x f x� �= − − + +� � � �� � � �

( )g x  liên t c  trên  ụ 0,
2

π� �
� �� �

,  kh  vi  trên  ả 0,
2

π� �
� �
� �

 và  ( )0
2

g g
π� �= � �
� �

0= .  Theo đ nh lýị  

Lagrange:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, : 0 sin osc 0
2

c g c c f c f c c f c f c
π� � � � �∃ = − − + + =� � � � � �� � � � � �� �

 �  
( ) ( )
( ) ( )tan

f c f c
c

f c f c

�+
=

�− .  S  d ng công th c l ng giác: ử ụ ứ ượ 2
2

1
1 tan

os
c

c c
+ = , ta dễ 

dàng suy ra đ c:    ượ
( ) ( )

( ) ( )
2

2 2

1
os

2

f c f c
c c

f c f c

�
= −

�+ .
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2.2.3. Bài toán 6:  Gi  s  ả ử f  và g  kh  vi trên đo n ả ạ [ ],a b , trong đó ( ) 0g x � , 

( ) 0g x� � . Hãy ch ng minh r ng: ứ ằ ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1f a f b f c g c

g a g b f c g cg b g a g c
=

� ��−
 

v i ớ ( ),c a b� .
Gi i:ả

Xét các hàm s  sau: ố ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
 , 

f x
x x

g x g x
ϕ ψ= =

Vì f  và g  là hai hàm kh  vi trên ả [ ],a b  nên ϕ  và ψ  cũng kh  vi trên ả [ ],a b

Theo đ nh lý Cauchy ị ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ), :

b a c
c a b

b a c

ϕ ϕ ϕ
ψ ψ ψ

�−
∃ =�

�−

                                        

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( )

2

2

1 1

f b f a f c g c f c g c

g b g a g c

g c
g b g a g c

� �−
−

=� �− −

                                         �  ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1f a f b f c g c

g a g b f c g cg b g a g c
=

� ��−
.

3. ng d ng trong hàm kh  tíchỨ ụ ả
3.1. Các đ nh lý:ị
3.1.1. Đ nh lý 7. N uị ế f  là m t hàm liên t c trên ộ ụ [ ];a b  thì t n t i m t s  ồ ạ ộ ố ( );c a b�  

sao cho:                                       ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx f c b a= −� .

3.1.2. Đ nh lý 8: N u các hàm s  ị ế ố ( ) ( ),  f x xϕ  kh  tích trên đo n ả ạ [ ];a b  ; ( )xϕ  

không thay đ i d u trong kho ng ổ ấ ả ( );a b . Ký hi u:  ệ [ ]
( )

[ ]
( )

;;

sup  ; m = inf
x a bx a b

M f x f x
��

=  

thì t n t i s  ồ ạ ố : m Mµ µ� �  sao cho: ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x x dx x dxϕ µ ϕ=� � .

H n  n a,  n u  ơ ữ ế ( )f x  liên  t c  trên  đo n  ụ ạ [ ];a b  thì  t n  t i  ồ ạ [ ];c a b�  sao  cho 

( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x x dx f c x dxϕ ϕ=� � .

3.2. Các bài toán:

33



Bài t p ôn thi Olympic toán Gi iTích-Đ is   (Biên so n: Th.s Tr n Văn S )ậ ả ạ ố ạ ầ ự

3.2.1.  Bài toán 7:  Cho f  là m t hàm liên t c  trên  ộ ụ [ )0;+�  ;  ( )lim 0
x

f x q
� +�

= >  và 

( )
1

0
n

i

f i
=

�� , n∀ � ﾡ . Ch ng minh r ng:      ứ ằ
( )

( )
0

1

1
lim 1

n

nn

i

f x dx
f i

� �

=

� �
� �=� �
� �
� �

�
�

.

L i gi i: ờ ả

Vì ( )lim 0
x

f x q
� +�

= >  nên 
( )

1lim .

n

i

n

f i
q

n
=

� +�
=

�

Theo  đ nh  lý  giá  tr  trung  bình  c a  tích  phân  thì  ị ị ủ [ ]1;    i = 1;ic i i n∃ −�  sao  cho 

( ) ( ) ( )
1 10 1

n in n

i
i ii

f x dx f x dx f c
= =−

= =� �� � .

Vì ( )lim 0
x

f x q
� +�

= >  nên ( )
( )

1

0

1
lim lim

n

n i
i

n n

f c
f x dx q

n n
=

� +� � +�
= =

�
� .

Suy ra : 
( )

( )
( )

( )
0 0

1 1

1 1 1
lim lim .lim . 1

n n

n nn n n

i i

n
f x dx f x dx q

n qf i f i
� +� � +� � +�

= =

� � � �
� � � � � �= = =� � � � � �� �� � � �
� � � �

� �
� �

3.2.2. Bài toán 8: Cho hàm ( )f x  liên t c trên ụ [ ];a b  sao cho [ ] [ ]; ;a bα β∀ �  ta có: 

( ) 1
  f x dx M

β
δ

α

β α +� −� v i ớ 0 ; >0M δ> . Ch ng minh r ng ứ ằ ( ) 0f x =  trên [ ];a b .

L i gi i:ờ ả
[ ]0 ;x a b∀ �  ch n ọ h � ﾡ  đ  bé đ  ủ ể [ ]0 ;x h a b+ � .

 Khi  đó  theo  đ nh  lý  trung  bình  tích  phân  t n  t i  ị ồ ạ c  gi a  ở ữ 0x  và  0x h+  để 

( ) ( ) ( )
0

0

1
x h

x

f c h f x dx M h f c M h
δ δ

+
+� =��

Cho 0h �  ta đ c ượ ( ) [ ]0 00 ; ;f x x a b� ∀ � . Nói cách khác ( ) 0f x =  trên [ ];a b .

Ph n 2. Đ I Sầ Ạ Ố

Nói đ n đ i s  chúng ta liên t ng đ n ngay các phép toán đ i s , tuy là côngế ạ ố ưở ế ạ ố  
c  đ n gi n là tính toán đ  mà tinh gi n nh ng vi c tính toán ph i đ c chính xácụ ơ ả ể ả ư ệ ả ượ  
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hoá, ph i bi t vân d ng nhi u quy t c c a s  h c, vì v y vi c tính toán đôi khiả ế ụ ề ắ ủ ố ọ ậ ệ  
không h  đ n gi n nh  chúng ta nghĩ. Môn đ i s  không n m ngoài n i dung ôn thiề ơ ả ư ạ ố ằ ộ  
Olympic h ng năm c a sinh viên mà c  th  là chuyên đ  ma tr n và đa th c. Vìằ ủ ụ ể ề ậ ứ  
v y sinh viên c n n m v ng hai chuyên đ  này m t cách rõ ràng. ậ ầ ắ ữ ề ộ

Đ  h c t t và n m v ng sinh viên c n ph i rèn luy n gi i toán th ng xiênể ọ ố ắ ữ ầ ả ệ ả ườ  
và ph i v n d ng linh ho t các ki n đã đ c h c  nhà tr ng. L u ý đ n v n đả ậ ụ ạ ế ượ ọ ở ườ ư ế ấ ề 
tính toán đ nh th c và tr n b c n, đa th c, phép chia h t b ng đ nh lý Bêdu, th ngị ứ ậ ậ ứ ế ằ ị ườ  
trong ký thi ng i ta hay ra cho ma tr n mũ các ban suy ra ma tr n ban đ u, mũ 1,ườ ậ ậ ầ  
các nghi m đa th c trong kho ng (a, b) các b n ph i liên t ng đ n đ nh lý Rolle,ệ ứ ả ạ ả ưở ế ị  
Cauchy, hay Lagrăng ch ng h ng. Cái khó là tìm đa th c tho  mãn đi u ki n choả ạ ứ ả ề ệ  
tr c, ch ng h n ràng bu c đ ng th c, nh  đ n các đa th c b t kh  quy, đa th cướ ả ạ ộ ẳ ứ ớ ế ứ ấ ả ứ  
Lagrang, đa th c liên h  ma tr n vuông... ứ ệ ậ

Tóm t t lý thuy t:ắ ế

A MA TR N, Đ NH TH C C A MA TR NẬ Ị Ứ Ủ Ậ

1. Cho ( ) ,ij n nA a �=  v t c a A là s  ế ủ ố 11( ) .... .nntr A a a= + +

2. H ng c a A, ký hi u rank(A) b ng đ nh th c con c p cao nh t  c a A. Đ cạ ủ ệ ằ ị ứ ấ ấ ủ ặ  
bi t rank(A)=n, thì A đ c g i là ma tr n không suy bi n và ng c là A làệ ượ ọ ậ ế ượ  
suy bi n.ế

1. Ma tr n A đ c g i là  ma tr n đ ng chéo n u ậ ượ ọ ậ ườ ế 1 2( , , ..., ).nA diag a a a=

2. Đ nh th c c a A là s  ị ứ ủ ố 1
1det( ) ( 1) ..... ( 1) ,i n i
i ni ijA M M M+ += − + + −  ma tr n ph  h pậ ụ ợ  

c a A b  đi hàng i, c t j.ủ ỏ ộ
3. λ đ c g i là tr  riêng c a A n u ượ ọ ị ủ ế det( ) 0.A Eλ− = N u t n t i vectorế ồ ạ  

0, ,x A x xλ� =  thì x đ c g i là vector riêng ng v i tri riêng ượ ọ ứ ớ λ .
4. A đ c g i là nghi m c a đa th c ượ ọ ệ ủ ứ 1( ) ..... n

o nf x a a x a x= + +  n uế  

1( ) ..... 0.n
o nf A a E a A a A= + + =  ( ma tr n không c p n)ậ ấ

5. Gi  s  ả ử ( 1,2,..., )k k nλ =  là n giá tr  riêng c a ma tr n vuông c p n (A), khi đó đaị ủ ậ ấ  
th c đ c tr ng c a A là    ứ ặ ư ủ

   1
1 2 1 0det( ) ( )( )......( ) ..... .n n

n nA E a aλ λ λ λ λ λ λ λ λ −
−− = − − − = + + +

N u f(x) là đa th c tuỳ ý thì f(A) có các giá tr  riêng là ế ứ ị

                     ( ( ) ( 1,2,..., )kf k nλ =  và 
1

det( ( )) ( ).
n

k
k

f A f λ
=

= �
6. Các b t đ ng th c v  h ng c a hai ma tr n vuông A, B cùng c  n    ấ ẳ ứ ề ạ ủ ậ ở

                                ( ) ( ) ( ).rank A B rank A rank B+ � +
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 ( ) ( ) ( ) min( ( ), ( )).rank A rank B n rank AB rank A rank B+ − � �
7.   Ma tr n A, B cùng c  n đ c g i là giao hoán n u AB=BA.ậ ở ượ ọ ế
8.   Ma tr n vuông A đ c g i là đ i x ng n u ậ ượ ọ ố ứ ế .TA A=
9.   Ma tr n vuông A đ c g i là ph n đ i x ng n u ậ ượ ọ ả ố ứ ế .TA A= −
10.  Ma tr n không có tính giao hoán nh ng có tính k t h p.ậ ư ế ợ
11.   Ma tr n A đ c g i là lu  đ ng n u ậ ượ ọ ỹ ẳ ế 2A A= , g i là đ i h p n u ọ ố ợ ế 2 .A E=
12.   Ma tr n vuông A đ c g i là lu  linh n u t n t i s  nguyên d ng k saoậ ượ ọ ỹ ế ồ ạ ố ươ  

cho 
                                               0.kA =  

B. ĐA TH C.Ứ
    1. Cho hai đa th c  ứ 1( ) ..... n

o nf x a a x a x= + + , 1( ) ..... m
o mg x b b x b x= + + + . Tích c a hai đaủ  

th c f(x), g(x) là m t đa th c ứ ộ ứ 1( ) ..... ,n m
o n mh x c c x c x +

+= + + + Khi đó deg( ( ))f x n=  g i làọ  
b c c a đa th c f(x) v i ậ ủ ứ ớ 0.na �  Công th c  b c c a đa  th c tích:    ứ ậ ủ ứ
                           deg(h(x))=deg(f(x))+deg(g(x)).

Công th c tính  ứ
0

.
jk i

i j k

c a b
� + =

= �
  2. Đa th c th c b c n  có t i đa n nghi m, đa th c ph c b c n có n nghi m phânứ ự ậ ố ệ ứ ứ ậ ệ  
bi t.ệ
  3. N u c là nghi m c a đa th c f(x) thì f(x)=(x-c)g(x), v i  ế ệ ủ ứ ớ
                                            deg(g(x))+1=deg(f(x)).

4. , ( , ) 1,
p

r p q
q

= =  là nghi m c a đa th c f(x) thì  ệ ủ ứ 0| , | .np a q a

5. , ( , ) 1,
p

r p q
q

= = l à nghi m c a đa th c f(x) v i h  s  nguyên thìệ ủ ứ ớ ệ ố  

| (0), | (1).p f p q f−
6. H  th c viét v  nghi m c a đa th c : G i ệ ứ ề ệ ủ ứ ọ 1 2, ,...., nx x x  là các nghi m c a đa th cệ ủ ứ  
f(x), v i  ớ 1

0 1 1( ) ....n n
n nf x a x a x a x a−

−= + + + + . Khi đó                       

                                           

1

1 0

2

0

1 0

;

; ... ;

( 1) .

n

k
k

i j
i j

n
n n

k
k

a
x

a

a
x x

a

a
x

a

=

�

=

−
=

=

= −

�

�

�
Sinh viên l u ý đ n l u đ  H cne v  chia đa th c.ư ế ư ồ ơ ề ứ

  7. Đa th c chia h t: Đa th c f(x) đ c g i là chia h t cho đa th c g(x), ký hi uứ ế ứ ượ ọ ế ứ ệ  
( ) ( ),f x g xM  n u m i nghi m c a g(x) đ u là nghi m c a f(x).ế ọ ệ ủ ề ệ ủ

  8.  Đa th c liên t c, kh  vi vô h n l n trên R nên s  d ng đ nh lí Rolle, đ nh líứ ụ ả ạ ầ ử ụ ị ị  
Côsi và tr  trung bình cho các  th c th c.ị ứ ứ
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  9.  SV  v  t  khai tri n Taylor cho đa th c t i x=c. ề ự ể ứ ạ
 10. Nghi m b i c a đa th c:  Nghi m x=c đ c g i là nghi m b i k c a đa th cệ ộ ủ ứ ệ ượ ọ ệ ộ ủ ứ  
f(x), n u ế ( ) ( 1)( ) 0, 1, ( ) 0.i kf c i k f c+= � − �
 

Các bài t p v  ma tr n: Các tínhậ ề ậ  
toán ma tr n,  đ nh th c ma tr n,ậ ị ứ ậ  
tr  riêng, vector riêng ma tr n sị ậ ố

Câu 1. Tìm 
0

1
lim lim ( ) ,n

x n
E A

x� � �

� �−� �� �
v i ớ

1
1 0

, .
0 1

1

x

nA E
x

n

� �−� � � �
= =� � � �
� � � �� �
� �

Câu 2. Tìm t t c  các ma tr n th c vuông c p hai A tho  mãnấ ả ậ ự ấ ả
a. 2 0.A =       b. 3 0.A =         c. 2 .A E=       d. 3 .A E=         e. 4 .A E=

Câu 3. Ch ng minh t n t i các ma tr n  th c vuông c p hai tho  mãn ph ng trìnhứ ồ ạ ậ ự ấ ả ươ  
2 22010 0.X X E+ − =

Câu 4. Gi  s  các ma tr n ả ử ậ
2010 1 2011 1

, '
2010 2011 2010 2010

A A
−� � � �

= =� � � �− − −� � � �
 tho  mãn đi uả ề  

ki n ệ 2 ( ) ( ) 0X a d X ad bc E− + − − = . Xác đ nh  a, b, c, d.ị

Câu 5. a. Gi  s  ả ử
2010

2010 2 1
.

1 0

a b
A

d c

� � � �
= =� � � �
� � � �

 Xác đ nh t  s  ị ỉ ố .
b

c

b. Gi  s   ả ử 11 12

21 22

( ) ( )2 1
.

1 0 ( ) ( )

m

m a m a m
A

a m a m

� �� �
= =� �� �
� � � �

Ch ng minh r ng t n t i gi i h n c aứ ằ ồ ạ ớ ạ ủ  

h  th c ệ ứ 12

22

( )
.

( )

a m

a m  Tính gi i h n đó khi ớ ạ .m � +�

Câu 6. Tìm ma tr n X(t) t  ph ng trình X(t)=AX(t)-X(t)A, X(0)=B v iậ ừ ươ ớ  
0 1 1 1

, .
1 0 1 1

A B
� � � �

= =� � � �−� � � �

Câu 7. Tìm gi i h n    limớ ạ

1
1 1

2
1

0 1 , 1,2,3,.....
3

1
0 0

5

n

n

� �
� �
� �
� � =� �
� �
� �� �
� �
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Câu 8.  Gi  s  r ng ả ử ằ

1 1 0 0 ....0

1 1 1 0 .... 0

det 0 1 1 1 ....0 .

...........................

0 0 0 0 .....1

n

n n�

� �
� �−� �
� �∆ = −
� �
� �
� �
� �

 

Hãy bi u di n ể ễ 2n+∆  qua 1, ( 0).n n n+∆ ∆ >  Tính .n∆

Câu 9. Cho 

1 0 0

0 1 0

0 0 0
.

0 0 0 1

0 0 0
n n

x

x

x

x �

� �
� �
� �
� �

∆ � �
� �
� �
� �� �
� �

=  Tính n∆  và tính t ng các ph n t  dòng 1 c a maổ ầ ử ủ  

tr n  ậ n∆  (n=1,2, ....).
Câu 10. Gi  s  A là ma tr n vuông c p n có bình ph ng b ng ma tr n đ n v .ả ử ậ ấ ươ ằ ậ ơ ị  
Ch ng minh r ng ứ ằ ( ) ( ) .rank A E rank A E n− + + =
Câu 11. Gi  s  A  là ma tr n vuông c p n tho  mãn ả ử ậ ấ ả 2010 0.A =  Ch ng minh r ng v iứ ằ ớ  
m i s  nguyên d ng n, ta luôn có ọ ố ươ 2( ) ( ... ).nrank A rank A A A= + + +
Câu 12. Gi  s  A là ma tr n vuông c p n mà các ph n t  trên đ ng chéo chính làả ử ậ ấ ầ ử ườ  
0, các ph n t  khác là ầ ử 1� . Ch ng minh r ng ma tr n ứ ằ ậ 2nA  kh  ngh ch, ma tr n ả ị ậ 2 1nA +  
có th  không kh  ngh ch.ể ả ị

Câu 13. Gi  s  ả ử , , ,
0

a b
A a b c

c

� �
= �� �
� �

.R . Tìm a, b, c sao cho 2010 .A E=

Câu 14. Cho A là ma tr n vuông c p hai và k > 2 là s  t  nhiên. Ch ng minh r ngậ ấ ố ự ứ ằ  
0kA = khi và ch  khi  ỉ 2 0A = .

Câu 15. Tìm ϕ  tho  mãn  ả
sin

.
sin

n
cos

E
cos

ϕ ϕ
ϕ ϕ

−� �
=� �

� �

Câu 16. Cho x là s  th c khác 0. Tính ố ự

1
1 0 0

0 1 0

................... .

0 0 0 1

0 0 0

x

x

x

−
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

Câu 17. Cho 

2010 2010

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

.................. .

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

A

�

� �
� �
� �
� �=
� �
� �
� �
� �

 Tính 
2010

0

0

( ).k

k

A A E
=

=�
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Câu 18. Cho A, B, C là ba ma tr n vuông cùng c p. ậ ấ Ch ng minh r ng ứ ằ
                          ( ) ( ) ( ) ( ).rank AB rank BC rank B rank ABC+ � +
Câu 19. Gi  s  A, B là hai ma tr n vuông c p n.ả ử ậ ấ

a. CMR AB và BA có cùng m t t p h p giá tr  riêng.ộ ậ ợ ị
b. Có x y ra đ ng th c AB - BA = E không ?ả ẳ ứ
c. Li u AB, BA có cùng m t đa th c đ c tr ng không?ệ ộ ứ ặ ư
d. Tìm A, B tho   mãn det(A)+det(B)=det(A+B).ả
e. Gi  s  E-AB kh  ngh ch, ch ng minh E-BA kh  ngh ch.ả ử ả ị ứ ả ị

Câu 20. Tính đ nh th c vuông c p 2010 c a ma tr n A, v i ị ứ ấ ủ ậ ớ

                                                     

2 1

1 2 1

1 2
.

........

1

1 2

A

� �
� �
� �
� �

= � �
� �
� �
� �� �
� �

Câu 21. Cho A là ma tr n vuông c p n. Ch ng minh r ng v i m i ma tr n th c Bậ ấ ứ ằ ớ ọ ậ ự  
vuông c p n mà tr(AB)=0 thì A=0.ấ
Câu 22. Cho  A, B là hai ma tr n th c đ i x ng. ậ ự ố ứ Ch ng minh r ngứ ằ
                                    ( ) ( ) 0.tr ABAB tr AABB− �
Câu 23. Gi  s  A là ma tr n vuông c p n có các ph n t  trên đ ng chéo chínhả ử ậ ấ ầ ử ườ  
b ng 0. Ch ng minh t n t i các ma tr n vuông c p n là B và C tho  mãn ằ ứ ồ ạ ậ ấ ả
                                                        A = BC - CB.

Câu 24. Ch ng minh r ng ứ ằ

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

2010 2011 2011 2011 2011

1 2 3 ... 2009 2010

2 3 4 ... 2010 2011

3 4 5 ... 2011 2011 0.

...............................................

2010 2011 2011 ... 2011 2011

�

Câu 25. Tìm s  th c x tho  mãn ố ự ả

2010

2010 2010

1 0

0 1

0 0
det 0.

............................

1

2010 0 0

x

x

x

x

x �

−� �
� �−� �
� �−

�� �
� �
� �−
� �� �−� �

  

Câu 26. Tìm ma tr n A tho  mãn ậ ả

2010 2010

2010

2010

2 2 1 0

0 1 0 .

0 0 2

A

� �−
� �

= � �
� �
� �
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Câu 27. Tìm ma tr n vuông A c p 2 có các ph n t  trên đ ng chéo chính b ng 0ậ ấ ầ ử ườ ằ  
tho  mãn ả 2012 .A E=
Câu 28. Gi i h  ph ng trình ả ệ ươ

                       

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 11 12

12

2 3 4 5
7

0

0

0

..........................................................

...... 0

1k
k

x x

x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x
=

− =�
� + − =�
� + + − =
�
�
� + + + − =�
�

+ + + + =�
�

�
Câu 29. Cho A, B là hai ma tr n vuông cùng c  giao hoán v i nhau và tho  mãnậ ở ớ ả  

2010 2020 .A E B= =  Ch ng minh r ng ma tr n A+B+E kh  ngh ch.ứ ằ ậ ả ị

Câu 30. Cho ma tr n ậ
0 2 1

1 0 0 .

2 0 0

A

−� �
� �= −� �
� �−� �

 

Tính ( ) , 1, 2,3, .....nA E n+ =  

Câu 31. Cho v t c a ma tr n A là ế ủ ậ
1

( ) .
n

ii
i

tr A a
=

= �  Ch ng minh r ng n u P là m t maứ ằ ế ộ  

tr n vuông c p n kh  ngh ch thì ậ ấ ả ị 1( ) ( ).tr P AP tr A− =
Câu 32. M t ma tr n A đ c g i là đ ng d ng v i ma tr n B n u t n t i m t maộ ậ ượ ọ ồ ạ ớ ậ ế ồ ạ ộ  
tr n T không suy bi n sao cho ậ ế 1 .B T AT−=  Ch ng minh r ng n u A đ ng d ng v iứ ằ ế ồ ạ ớ  
ma tr n đ ng chéo, thì f(A) cũng v y, v i ậ ườ ậ ớ 2

0 1 2( ) .... , ,m
m if A a E a A a A a A a R A= + + + + �  

là ma tr n vuông c p n h  s  th c và E là ma tr n đ n v  cùng c  Aậ ấ ệ ố ự ậ ơ ị ở
Câu 33. Cho 2 ma tr n vuông A, B có c p b ng n. Ký hi u rank(A), rank(B) là h ngậ ấ ằ ệ ạ  
c a ma tr n A, B t ng ng. Ch ng minh các kh ng đ nh sauủ ậ ươ ứ ứ ẳ ị

a. ( ) ( ) ( ).rank A B rank A rank B+ � +
b. ( ) ( ) ( ) min( ( ), ( )).rank A rank B n rank AB rank A rank B+ − � �  

Câu 34. Tính 2010A , v i ớ

2010 2010

1 1 0... 0

0 1 1... 0

..............

0 0 0... 1

A

�

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

.

Câu 35. Cho ma tr n   ậ

          

1 1 1
( tan( )) 2sin( tan( )) 5sin( tan( ))

1 1 1
sin( tan( )) ( tan( )) 2sin( tan( ))

cos a rg a rg a rg
n n nA

a rg cos a rg a rg
n n n

� �+ −� �
=� �
� �−� �
� �
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Tính lim .n

n
A

� +�

Câu 36.  Cho  
( ) sin( )

( ) .
sin( ) ( )

cos a a
A a

a cos a

� �
=� �−� �

a. Tính ( ). ( ), , .A A Rα β α β �    

 b.  Tính 2

1
lim ( ).n

n
A sin

n� +�

Câu 37. Cho 

1

2010 .
1

0
2011

x
A

� �
� �

=� �
� �
� �
� �

a. Tính .nA   
b. Gi  s   ả ử 2010 20, 0.A CMR A= =
Câu 38. Cho các ma tr n sau:ậ

                

3 5 3 1
1 1 3 2 52 2 2 2, , .

1 3 1 3 1 1 3 2
1

2 2 2 2 2

A B C

� � � �
+ − + −� � � � � �+ −� � � �= = =� �� �� � � � +� �− −� � � �

� � � �
Tính 2010 2010 2010, , .A B C

Câu 39. Tính ma tr n mũ 2010:       ậ

2010
1 2 1

1 1 0 .

2 0 1

−� �
� �−� �
� �−� �

Câu 40. Tính đ nh th c v i  a, b, c, x là các s  th c:  ị ứ ớ ố ự

                                                     .

x a x x

x x b x

x x x c

+
+

+
 

Câu 41. Cho ma tr n A có d ng   ậ ạ

1 1 0

2 0 1

................. , (0 0 0 ..... 0).

0 1

0 0

Tx

n

α
α

α

� �
� �
� �
� � =
� �
� �
� �
� �

 

a. Tính x,Ax, .., 1 , 1, 2,.....nA x n− = và ch ng minh h  đó đ c l p tuy n tính.ứ ệ ộ ậ ế
b. Ch ng minh r ng n u A đ ng d ng v i ma tr n B=diag(x1, x2, ...., xn) thì cácứ ằ ế ồ ạ ớ ậ  

s  x1,x2,...,xn khác nhau t ng đôi m t.ố ừ ộ
c. Tính .nA

Câu 42. Gi  s  A, B là các ma tr n vuông c p 2011. Ch ng minh r ng n u AB=0ả ử ậ ấ ứ ằ ế  
thì ít nh t m t trong hai ma tr n ấ ộ ậ ,T TA A B B+ + suy bi n.ế
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Câu 43. Ch ng minh r ng ứ ằ

                                          

1 1 1
1

2 3 2010
1 1 1 1

0.2 3 4 2011

1 1 1 1

2010 2011 2012 4019

�

Câu 44. Tính đ nh th cị ứ

                                                    

0 1

0 1
1 1 1

0 1

....

...

.....................

...

k
n n n

k
n n n

k
n k n k n k

C C C

C C C

C C C

+ + +

+ + +

v i ớ k
nC  là t  h p ch p k c a n ph n t  và n, k là các s  t  nhiên.ổ ợ ậ ủ ầ ử ố ự

Câu 45. Tính đ nh th c det(A)=ị ứ
2010

, 1
min( , ) .

i j
i j

=

Câu 46. Tính đ nh th c:     ị ứ

                                                     

2010
4 1 5 5

3 6 2 6
.

0 5 5 3

5 3 3 3

� �
� �
� �
� �
� �
� �

Câu  47. Gi i h  ph ng trìnhả ệ ươ

                       

1 2 2010

1 2 2010

1 2 2010

1 1
... 0

2 2010
1 1 1

... 0
.2 3 2011

.............................................

1 1 1
... 0

2010 2011 4009

x x x

x x x

x x x

� + + + =�
�
� + + + =�
�
�
�
� + + + =��

Câu 48. Tìm ma tr n X tho  mãn ph ng trình ậ ả ươ

                     

0 1 0 1
1 1 1

0 1 0 1
1 1 1 2 2 2

0 1 0 1
1 1 1

.... .....

..... .....

.......................... ....................................

..... .....

k k
n n n n n n

k k
n n n n n n

k k
n k n k n k n k n k n k

C C C C C C

C C C C C C
X

C C C C C C

+ + +

+ + + + + +

+ + + + + + + + +

� � �
� � �
� � =� �
� �
� �
� � �

.

�
�

� �
� �
� �
� ��

Câu 49. Cho f là toán t  tuy n tính và các vector khác không ử ế 1 2, , ..., nx x x  tho  mãnả  

1 1 1 1( ), ( ) 1,2, ..., 1 .i i ix f x x x f x i n+ += + = = −
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Ch ng minh các vector ứ 1 2, , ..., nx x x  đ c l p tuy n tính.ộ ậ ế
Câu 50. Tìm m t ví d  v  các ma tr n cùng c p X, Y sao cho các gi i h nộ ụ ề ậ ấ ớ ạ  
lim , limn n

n n
X Y

� � � �  t n t i nh ng không t n t i ồ ạ ư ồ ạ lim( ) .n

n
XY

� �

Câu 51. Cho , 1, ( 1)kA k n= +  là các ma tr n vuông c  n. Ch ng minh r ng tìm đ cậ ở ứ ằ ượ  

n+1 s  ố , 1, 2,..., 1k k nδ = +  v i ớ
1

2

1

0
n

k
k

δ
+

=
>�  tho  mãn ả

1

1

det( ) 0.
n

k k
k

Aδ
+

=
=�

Câu 52. Trên đ ng chéo c a ma tr n vuông A c  n là các s  0, các ph n t  còn l iườ ủ ậ ở ố ầ ử ạ  
là 1 ho c 2011. Ch ng minh r ng ặ ứ ằ
                                       [rank(A)-n].[rank(A)-n+1]=0.
Câu 53. Xét các ma tr n đ i x ng th c c p 2 là ậ ố ứ ự ấ 2

, 1( )i j i jA a ==  có các tr  riêng a, b. Tìmị  
GTLN, GTNN mà 12a  có th  nh n.ể ậ
Câu 54. Gi  s  ả ử , 1( . ) .n

i jA i j ==  Xét đa th c f(x)=det(AX+E).  Xác đ nh f’(0).ứ ị
Câu 55. Có t n t i ma tr n vuông c p 6 ch  g m các s  -1, 0, 1 có đ nh th c b ngồ ạ ậ ấ ỉ ồ ố ị ứ ằ  
10 không ? 
Câu 56. a. Cho ma tr n vuông A và E là ma tr n đ n v  cùng c p A. Tính ậ ậ ơ ị ấ

                                        ( )( ) ( )
.

2

n nA E A E+ − +

b. Ch ng minh r ng ứ ằ
               n u ế 2A E=  thì rank(A-E)+rank(A+E)=n v i n là c p c a ma tr n E.ớ ấ ủ ậ
Câu 57. Gi  s  A, B là các ma tr n vuông c p n. N u nh  đ i v i c t A có AX=0ả ử ậ ấ ế ư ố ớ ộ  
thì BX=0. Li u có t n t i ma tr n S tho  mãn B=SA không?ệ ồ ạ ậ ả
Câu 58. Cho A là ma tr n vuông.  ậ Ch ng minh r ngứ ằ

a. N u A là lu  linh thì A - E, A+E  là kh  ngh ch.ế ỹ ả ị
b. N u A là lu  linh thì A suy bi n.ế ỹ ế
c. N u A là lu  linh thì m i giá tr  riêng c a A đ u b ng 0.ế ỹ ọ ị ủ ề ằ
d. N u A-E là lu  linh thì m i giá tr  riêng c a A đ u b ng 1.ế ỹ ọ ị ủ ề ằ

Câu 59. Cho A, B là các ma tr n vuông cùng c p giao hoán nhau. Ch ng minh r ngậ ấ ứ ằ
a. N u A, B lu  linh thì A+B cũng lu  linh.ế ỹ ỹ
b. N u A, B lu  linh thì E+(A+B), E-(A+B) kh  ngh ch.ế ỹ ả ị
c. N u A-E, B-E lu  linh và AB=BA thì AB-E cũng lu  linh.ế ỹ ỹ

Câu 60. Ch ng minh r ng ma tr n sau lu  linh ứ ằ ậ ỹ

                                        

1 0 1

1 1 3 .

0 1 2

−� �
� �− −� �
� �
� �
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Câu 61. Tính 100A  v i  ớ

1 0 1 1 0 0

1 1 3 0 1 0

0 1 2 0 0 1
.

0 0 0 1 0 1

0 0 0 1 1 3

0 0 0 0 1 2

A

−� �
� �− −� �
� �

= � �−� �
� �− −
� �� �
� �

Câu 62. Cho A là ma tr n vuông c p n, ậ ấ 1
1 1 0( ) ...n k

K n nk a k a k a k aχ −
−= + + + +  là đa th cứ  

đ c tr ng c a ma tr n A. Ch ng minh r ngặ ư ủ ậ ứ ằ
a.    ( 1) .n

na = −

b.     1
1( ) ( 1) .n

ntr A a −
−= −

c. 0det( ) .A a=

HD gi i: Ký hi u  ả ệ
,

( ), , 1 , .
,

ij

ij ij
ij

a k i j
A a a i j n

a i j

− =��= = � �� ���
 Dùng đ nh nghĩa đ nh th cị ị ứ  

đ  tính det(A). V i các k t này sv nh  công th c sau đây và ph i l u ý cách dùngể ớ ế ớ ứ ả ư  
khi nào là phù h p. Đa th c đ c tr ng c a A là ợ ứ ặ ư ủ
                              1

1 1 0( ) ( 1) ... det( ).n n k
K nk k a k a k a A KEχ −

−= − + + + + = −
Sv l u ý r ng: Ma tr n vuông A v i h  s  th c là đ i x ng thì A có các tr  riêngư ằ ậ ớ ệ ố ự ố ứ ị  
th c. ự
A tuỳ ý thì ,T TAA A A  có các tr  riêng th c vì chúng là các ma tr n đ i x ng.ị ự ậ ố ứ
Đ  tính f(A), v i A là ma tr n vuông, f(x) là đa th c, chúng ta làm nh  sau:ể ớ ậ ứ ư

- Tính det(A-kE)
- Chia f(x) cho đa th c det(A-xE) đ c đa th c d  là  r(x).ứ ượ ứ ư
- Khi đó f(A)=r(A) và hi n nhiên ma tr n A tính đ c d  dàng.ể ậ ượ ễ

Câu 63. Cho đa th c ứ 8 7 6 5 4 3 2( ) 6 12 8 6 12 10 1f x x x x x x x x x= − + − + − + − + +  và A là ma 
tr n th c vuông c p 3 có đa th c đ c tr ng là ậ ự ấ ứ ặ ư 3 2det( ) 6 12 8A Eλ λ λ λ− = − + − + . Tìm 

ma tr n A biêt r ng ậ ằ
1 2 0

( ) 8 9 0 .

4 2 5

f A

� �
� �= −� �
� �−� �

 

Câu 64. Cho hai ma tr n ậ
1 3 0 1 3 3

3 2 1 , 0 2 5 .

0 1 1 3 1 1

A B

− − − − −� � � �
� � � �= − = −� � � �
� � � �− −� � � �

a. Tìm tri riêng và vector riêng c a A.ủ
b. Tính 1 2010( ) .B AB−
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Câu 65. Gi  s  ma tr n th c A vuông c p 2010 có 2010 tr  riêngả ử ậ ự ấ ị  
( 1,2, ..., 2010).K kλ =  Tính  det(A).

Câu  66. Cho đa th c ứ 2010 2( ) 1f x x x= + − . Tính 

4 3 0 0

2 3 0 0
det ( ), .

4 9 1 0

1 2 5 2

f A A

� �� �
� �� �
� �� �=
� �� �−
� �� �� �� �� �

.

Câu 67. Tính 

2010
0 8 6

1 8 7 .

1 14 11

−� �
� �− −� �
� �−� �

Câu 68. Gi  s  x(k) là vector riêng c a ma tr n S v i giá tr  riêng k. Ch ng minhả ử ủ ậ ớ ị ứ  
r ng x(k) là vector riêng c a ma tr n ằ ủ ậ 2 3 5S A E− + . Giá tr  riêng t ng ng là baoị ươ ứ  
nhiêu?
Câu 69. Cho A, B  là hai ma tr n vuông đ ng d ng, nghĩa là t n t i ma trân T khậ ồ ạ ồ ạ ả 
nghich sao cho 1 .A T BT−=  Ch ng minh r ngứ ằ

a. det(A-kE)=det(B-kE).
b. Rank(A)=Rank(B).
c. N u A kh  ngh ch thì B kh  ngh ch.ế ả ị ả ị

Câu 70. Cho A, B  là hai ma tr n vuông cùng c p trong đó det(A) khác 0. Ch ngậ ấ ứ  
minh Rank(A)=Rank(AB)=Rank(BA).
Câu 71. Ch ng minh m i ma tr n vuông c p n có n tr  riêng thì chéo hoá đ c,ứ ọ ậ ấ ị ượ  
nghĩa là có th  đ a A v  d ng ma tr n đ ng chéo diag(tr  riêng).ể ư ề ạ ậ ườ ị
Câu 72. Cho hai ma tr n vuông cùng c p. Ch ng minh AB và BA có cùng giá trậ ấ ứ ị 
riêng 

Câu 73.  Cho s  th c t, tính ma tr n ố ự ậ
20102 2

2 2

sin ( )sin cos
.

( )sin cos sin

acos t b t b a t t

b a t t bcos t a t

� �+ −
� �� �− +� �

Câu 74. Cho A là ma tr n vuông tho  ậ ả 2 2 0.A A E− + =  Ch ng minh ứ
                                   3 43 , 3 4 .A E A A E A+ = + =  
Câu 75. Cho A là ma tr n vuông c p n sao cho ậ ấ 1 2 .A A− =  Tính 2010det( ).A A−
Câu 76. Tính 

2010
1 1 1 1

1 1 1 1
.

1 1 1 1

1 1 1 1

� �
� �− −� �
� �− −
� �− −� �

Câu 77. Tìm m đ  ma tr n sau có h ng bé nh tể ậ ạ ấ
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2 2 1 4 3

1 1 3 2
.

3 0 1 1

6 1 4 4 5

m
A

m

−� �
� �− − −� �=
� �−
� �−� �

Câu 78. Gi i và bi n lu n h  ph ng trình sau: ả ệ ậ ệ ươ
1

2

(1 ) 1

a x b y

b x a y a z

a x b y b z

− + = −�
� + − =�
� + + − =�

z

Câu 79. Cho A là ma tr n vuông c p n. Ch ng minh n u A không có tr  riêng th cậ ấ ứ ế ị ự  
thì det(A)>0, ng c l i thì A có tr  riêng th c.ượ ạ ị ự

Câu 80. Tìm ma tr n T sao cho ậ ( )1

3 0 2

0 1 2 2, 1, 5 .

2 2 2

T T diag−

� �
� � = −� �
� �
� �

Câu 81. Cho ma trân A tho  AA=A. Tìm ả 2010( ) .A E+
Câu 82. Tìm m t ma tr n chéo đ ng d ng v i ma tr n sauộ ậ ồ ạ ớ ậ

                                                   

2 2 1

1 3 1 .

1 2 2

� �
� �
� �
� �
� �

Câu 83. Cho A là ma tr n vuông c p n. Tính ậ ấ nA  v i ớ
1 0 ... 0

0 1 ... 0
.

... ... ...

0 0 0

x

x
A

x

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

Câu 84. Cho A, B là các ma tr n vuông h  s  th c c p n, đ t C=AB-BA, gi  s  Cậ ệ ố ự ấ ặ ả ử  
giao hoán đ c v i A, B. Ch ng minh r ng ượ ớ ứ ằ

2011 2011 20102011 .AB B A B C− =  
Câu 85. Cho A, B là các ma tr n vuông h  s  th c c p n, gi  s  B=AB-BA,ậ ệ ố ự ấ ả ử  
AB=BA. Tính  det(B).
Câu 86. Tìm m t ma tr n vuông c p ba B v i các ph n t  khác 0 saocho detB=2010.ộ ậ ấ ớ ầ ử
Câu 87. Tìm m t ma tr n vuông c p hai A v i các ph n t  khác 0 sao cho A có 2 trộ ậ ấ ớ ầ ử ị 
riêng là 2, 5. 
Câu 88. Ch ng minh v i m i ma tr n vuông th c c p hai A, B, C ta luôn cóứ ớ ọ ậ ự ấ

2010 2010( ) ( ) .AB BA C C AB BA− = −
Câu 89. Cho hai ma tr n vuông A, B v i AA=A, BB=B, AB+BA=0. Tính det(A-B),ậ ớ  
det(A+B).
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Câu 90. Ch ng minh r ng n u b t kỳ m t ma tr n c p b n có các ph n t  trênứ ằ ế ấ ộ ậ ấ ố ầ ử  
đ ng chéo b ng 0, các ph n t  khác b ng +1 ho c -1 thì luôn kh  ngh ch, trongườ ằ ầ ử ằ ặ ả ị  
khi ma 
tr n cùng tính ch t trên v i  c p b ng ba thì l i không kh  ngh ch (suy bi n). ậ ấ ớ ấ ằ ạ ả ị ế

Câu 91. Cho ma tr n ậ
2 2

.
1 3

A
� �

= � �
� �

 Tìm ma tr n B có các tr  riêng d ng sao choậ ị ươ  

2 .B A=

Câu 92. Tính các đ nh th c ị ứ

2

2

2

2

1

1
.

1

1

a ab ac ad

ab b bc bd

ac bc c cd

ad db cd d

+
+

+
+

  

1 1 1 1

1 1 1 1
.

1 1 1 1

1 1 1 1

a

b

c

d

+
+

+
+

Câu 93. Tính ma tr n vuông c p n sauậ ấ

                    
2 1 0

0 1 0 .

0 0 2

n
� �
� �
� �
� �� �

Câu 94. Cho A, B là hai ma tr n vuông c p n lu  linh.Ch ng minh aA+bB cũng luậ ấ ỹ ứ ỹ 
linh v i m i s  th c a và b.ớ ọ ố ự

Câu 95. Cho , 1,..,

0 ,
( ) , .

1 ,i j i j n ij

i j
A a a

i j=

=�
= = � ��

 Tính 1.A−

Câu 96. Tìm ma tr n giao hoán v i ma tr n sauậ ớ ậ

                                   

1 0 0

0 1 0 .

3 1 2

� �
� �
� �
� �� �

 

Câu 97. Tính các đ nh th c sau t ng ng v i các c p ị ứ ươ ứ ớ ấ
1 2 3 ... 2011

1 2 ... 2010

1 ... 2009

... ... ...

2

1

x

x x

x x x

x x x

,    
2

1 2 3

1 2

1 0 ... 0 0

1 ... 0 0

... 0 0

... ... ...

... 1

...

n n n

n n n

h

hx h

hx h x h

hx h x hx h

hx h x hx hx h

− − −

− −

−
−

−

,      

1 0 .... 0 0

1 2 1 .... 0 0

0 1 2 .... 0 0

.... ... .... ...

0 0 0 ... 2cos 1

0 0 0 1 2cos

cosx

cosx

cosx

x

x

,
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2 1
1 1 1

2 1
2 2 2

2 1
3 3 3

2 1
1 1 1

2 1

1 ....

1 ....

1 ....
,

.... ... .... ...

1 ...

1

n

n

n

n
n n n

n
n n n

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

−

−

−

−
− − −

−

0

1

2

1

1 0 .... 0 0

1 .... 0 0

0 .... 0 0
,

.... ... .... ...

0 0 ... 1

0 0 0
n

n

a

a x

a x

a x

a x
−

−
−

−

 

0 1 1 .... 1 1

1 0 ....

1 0 ....
.

.... ... ....

1 ... 0

0

x x x

x x x

x x x

x x x x

0 0 .... 0

0 0 .... 0

0 0 .. .. 0 0
,

.... ... .... ...

0 0 ... 0

0 0 0

a b

a b

a

b a

b a

   

0 .... 0 0

1 .... 0 0

0 1 .. .. 0 0
.

.... ... .... ...

0 0 0 ...

0 0 0 1

b a ab

b a ab

b a

b a ba

b a

+
+

+

+
+

Câu 98. Tính ma tr n mũ n:           ậ
2sin 5sin

.
sin 2sin

n
cosx x x

x cosx x

+ −� �
� �+� �

Câu 99. Cho ma tr n ậ

2010 2010 0 ... 0 0

0 2010 2010 ... 0 0

............................................. .

0 0 0 2010 2010

0 0 0 0 2010
n n

T

�

� �
� �
� �
� �=
� �
� �
� �� �

 

Tính 1.nT −

Câu 100.  Gi  s  A đ ng d ng v i ma tr n chéo, nghĩa là t n t i ma tr n khả ử ồ ạ ớ ậ ồ ạ ậ ả 

ngh ch T sao cho ị 1
1 2( , , ... , ) .nA T diag Tλ λ λ−=   Xét đa th c ứ

0

( ) ,
m

k
k

k

p x a x
=

= �  đ nh nghĩaị  

0

0

( ) , .
m

k
k

k

p A a A A E
=

= =�   Tính det(p(A)).

Các bài t p v  đa th cậ ề ứ

Câu 1. Tìm t t c  các đa th c ấ ả ứ [ ]P x� R sao cho:
           P(0)=1, p(1)=0,  P’(0)=0,   P’(1)=1.

Câu 2. a. Tìm đa th c ph c b c 3 f(x) bi t f(i)=i, f(-i)=-i, f(0)=3, f(1)=2010.ứ ứ ậ ế
 b. Tìm đa th c ph c b c 3 f(x) bi t f(i)=-i, f(-i)=i, f(0)=1, f(1)=2011.ứ ứ ậ ế

Câu 3. Tìm t t c  các đa th c f(x) tho  xf(x-1)=(x-1)f(x), m i x.ấ ả ứ ả ọ
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Câu 4. Cho đa th c ứ

2

2 5

3 8

1 3 2 1

( ) det 1 5 3 3 1 .

1 3 1 7 1

x x

f x x x

x x

� �− −
� �

= − −� �
� �− −� �

 

Ch ng minh ph ng trình f’(x)=0 có nghi m th c trong kho ng (0, 1). ứ ươ ệ ự ả
Câu 5. Tìm  đa th c b c ba f(x) sao choứ ậ

                        
1 1

2 3 2

0 0

(1 ) ( ) 0, (1 ) ( ) 0.x x f x dx x x f x dx− = − =� �
Câu 6. Cho đa th c ứ 2 2 1 2 2( ) 2 3 ... 2 (2 1).n n nf x x x x nx n− −= + + + + + +  Ch ng minh t n t iứ ồ ạ  
đa th c g(x) và h(x) sao cho deg(g(x))=n,ứ   deg(h(x))<n và 
                                2( ) ( ( )) ( ), .f x g x h x x R= + ∀ �
Câu 7. Gi  s  f(x), g(x) là hai đa th c tho  mãn f[g(x)]=g[f(x)]. Ch ng minh đa th cả ử ứ ả ứ ứ  
h(x)= f[f(x)]-g[g(x)]   chia h t cho đa th c f(x)-g(x).ế ứ

Câu 8. Đa th c ứ 21 1
( ) 1 . ..

2
nf x x x x

n
= + + + +  có t i đa m y nghi m th c? ố ấ ệ ự

Câu 9. Gi  s  đa th c f(x) không có nghi m th c. Ch ng minh r ng đa th c ả ử ứ ệ ự ứ ằ ứ
( )

0,2,4,...

1
( ) ( )

!
n

n

g x f x
n=

= �  cũng không có nghi m th c.ệ ự

Câu 10. Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ ( ) 4nf x x= +  phân tích đ c thành tích c a hai đaượ ủ  
th c b c th p h n v i các h  s  nguyên khi và chi khi n là b i c a 4. ứ ậ ấ ơ ớ ệ ố ộ ủ
Câu 11. Ký hi u n là s  c c a 2010. Xét đa th c f(x) v i h  s  nguyên nh n giáệ ố ướ ủ ứ ớ ệ ố ậ  
tr  b ng 2010 t i n+1 đi m. ị ằ ạ ể
Tìm n và ch ng minh đa th c f(x) không có nghi m nguyên.ứ ứ ệ
Câu 12. Cho đa th c f(x) tho  mãn ứ ả
                     ( ) ( )deg ( ) , (2010) 0, 1, ( 1), (2010) 0.k nf x n f k n f= � = − >
G i c là nghi m th c c a ph ng trình f(x)=0. Ch ng minh r ng ọ ệ ự ủ ươ ứ ằ 2010.c �
Câu 13. a. Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ
                        3 2( ) 12 12 8 3, (f x x a x a x a R= + − − � tuỳ ý)
có ít nh t m t nghi m th c n m trong kho ng (0, 1).ấ ộ ệ ự ằ ả
b. Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ

                        1
1

( ) (1 ) ... , 1, 2,...
1

n
ni

n
i

f x x x n
i

λ
λ λ

=
= − + + + =

+�
có ít nh t m t nghi m th c n m trong kho ng (0, 1).ấ ộ ệ ự ằ ả
Câu 14. Tìm đa th c f(x) b c n>0 tho  mãn ứ ậ ả 2''( ). ( ) ( ( )) .f x f x f x<

Câu 15. Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ
22010

1

(2 ) 2
( )

n n

n

x x x
f x

n=

− −= �  chia h t cho đa th cế ứ  

2011( ) .g x x=
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Câu 16. Cho hai đa th c f(x), g(x) có cùng b c là n. Ch ng minh r ng ho cứ ậ ứ ằ ặ  

( ) ( )2 2
( ) ( )f x g x=  ho c ặ ( ) ( )2 2

deg ( ) ( ) .f x g x n� �− �� �
Câu 17. Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ 2 2010( ) ( 1)( 1)......( 1)f x x x x= − − −  chia h t cho đa th cế ứ  

1 1

( ) ( 1) ( 1)
m n

k k

k k

g x x x
= =

� �� �= − −� �� �
� �� �
� �  trong đó m, n là các s  nguyên d ng tho  mãnố ươ ả  

2010.m n+ �
Câu 18. Gi  s  f(x) là đa th c b c 2010 có 2010 nghi m phân bi t x(1), x(2), ... ,ả ử ứ ậ ệ ệ  
x(2010). Ch ng minh r ng ứ ằ

                               
''( (2) )''( (1)) ''( (2010))

... 0.
'( (1)) '( (2)) '( (2010))

f xf x f x

f x f x f x
+ + + =

Câu 19. Đa th c ứ
0

( )
!

nm

n

x
g x

n=
= �  có m y nghi m b i ?  (ĐÁ: không )ấ ệ ộ

Câu 20. Đa th c b c không nh  h n 3 và s  l  có ít nh t m y đi m u n ? (ĐÁ:ứ ậ ỏ ơ ố ẻ ấ ấ ể ố  
M t)ộ
Câu 21. Cho f(x) là đa th c b c 2010 v i h  s  d ng. Ch ng minh r ng ph ngứ ậ ớ ệ ố ươ ứ ằ ươ  
trình 2011( )f x x=  có duy nh t m t nghi m d ng.ấ ộ ệ ươ
Câu 22. Gi  s  f(x) là đa th c ch  có nghi m th c. Ch ng minh r ng n u a làả ử ứ ỉ ệ ự ứ ằ ế  
nghi m b i c a đa th c đ o hàm f’(x) thì a cũng là nghi m c a đa th c f(x).ệ ộ ủ ứ ạ ệ ủ ứ

Câu 23. Cho đa th c ứ
1

( ) , , 1, .
n

n n k
k k

k

f x x a x a Z k n−

=
= + =��  Ch ng minh r ng đa th cứ ằ ứ  

f(x) không có nghi m nguyên n u nh  f(0), f(1) là các s  nguyên l . ệ ế ư ố ẻ
Câu 24. Cho đa th c b c hai f(x) v i ứ ậ ớ 0 ( ) 1, {0, 1}.f x xα��  Ch ng minh r ngứ ằ  

                                               
8

( ) 1, [0, 1].
9

f x x� ∀ �

Câu 25. Gi  s  a, b, c là ba nghi m th c phân bi t c a đa th cả ử ệ ự ệ ủ ứ
                                       3 2( ) .f x x x xα β γ= + + +  

Tìm các nghi m th c c a đa th c ệ ự ủ ứ
2

3 2( ) .
4 8

g x x x x
α β αβ γα + −= + + +

Câu 26. Cho f(x) là đa th c b c 2011 không có nghi m b i và g(x) là đa th c b cứ ậ ệ ộ ứ ậ  
2010. Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ

                                 ( )
4020

0

( ) ( ) ( )
k

k

h x f x g x
=

= �  

không chia h t cho đa th c f(x). ế ứ
Câu 27. Xác đ nh đa th c f(x) d ng ị ứ ạ 5 4 3 2( ) 3 2f x x x x a x b x c= − + + + +  bi t r ng nóế ằ  
chia h t cho đa th c (x-1)(x+1)(x-2).ế ứ
Câu 28. Xác đ nh đa th c b c ba f(x) sao cho f(x+1)-f(x-1)=ị ứ ậ 2 1.x −
Câu 29. 
a. Ch ng minh r ng n u đa th c ứ ằ ế ứ ( ) 1nf x x −M  thì ( ) 1.n nf x x −M
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b. Ch ng minh r ng n u đa th c ứ ằ ế ứ 2011( ) ( 2011)nf x x −M  thì  2011( ) ( 2011 ) .n n nf x x −M

c. Ch ng minh r ng n u ứ ằ ế 3 3 2( ) ( ) 1f x xg x x x+ + +M thì f(-1)=g(-1)=0.
Câu 30. Tìm đa th c f(x) tho  mãn f(0)=1và m i s  th c x, y thì f(x+y)=f(x)+f(y)ứ ả ọ ố ự
+xy.
Câu 31. Xác đ nh t t c  các đa th c f(x) tho  mãn ị ấ ả ứ ả ( ) 22( ) 0, ( ) ( ) , .f x f x f x x R� = ∀ �

Câu 32. Tìm t t c  các đa th c f(x) sao cho ấ ả ứ 2 2(( 1) ) ( ) 2 1, .f x f x x x R+ = + + ∀ �
Câu 33. Tìm t t c  các đa th c g(x) sao cho ấ ả ứ 2 2 2( ) ( ) ( ), ( , ) .g x y g x y g x y x y R− = − + ∀ �
Câu 34. Tìm đa th c f(x) bi t  2f(x)=f(x+1)+f(x-1)-2.ứ ế
Câu 35. Ch ng minh v i đa th c b t kỳ b c 2n+1, n>0,  đ u có m t đi m u n.ứ ớ ứ ấ ậ ề ộ ể ố
Câu 36.  Có t n tai đa th c nguyên f(x) tho  mãn f(7)=5,  f(15)=9 không ?ồ ứ ả
Câu 37. Tìm đa th c b c th p nh t nh n giá tr  c c đ i là 6 t i x=1 và giá tr  c cứ ậ ấ ấ ậ ị ự ạ ạ ị ự  
ti u là 2 t i x=3.ể ạ
Câu 38. Cho đa th c f(x)=aứ 2x +bx+c tho  mãn f(x)-x=0 không có nghi m th c.ả ệ ự  
Ch ng minh r ng pt f(f(x))-x=0 cũng không có nghi m th c.ứ ằ ệ ự
Câu 39. Ch ng minh r ng m i đa th c b c n đ u có th  bi u di n d i d ng ứ ằ ọ ứ ậ ề ể ể ễ ướ ạ

                   0 1

( 1).....( 1) ( 1).....( 2)
( ) ... .

! ! n

x x x n x x x n
f x a a a

n n

− − + − − += + + +

Câu 40. Ch ng minh r ng n u đa th c f(x) b c n nh n giá tr  nguyên v i m i xứ ằ ế ứ ậ ậ ị ớ ọ  
nguyên thì các h  s  c a đa th c n!f(x) đ u là các s  nguyên.ệ ố ủ ứ ề ố
Câu 41. Cho các s  th c a, b, c, d. Ch ng minh r ng n u ph ng trìnhố ự ứ ằ ế ươ  

2 0ax bx cx d e+ + + + =  có nghi m th c không nh  h n 1 thì ph ng trìnhệ ự ỏ ơ ươ  
4 3 2 0ax bx cx dx e+ + + + =  cũng có nghi m th c. ệ ự

Câu 42. Cho đa th c ứ
0

( )
n

k
k

k

f x a x
=

= �  có tính ch t ấ
0

0
1

n
k

k

a

k=
=

+� , ch ng minh đa th c f(x)ứ ứ  

có nghi m th c.ệ ự
Câu 43. Bi t đa th c f(x) có tính ch t f(x) > f’(x) v i m i x. Ch ng minh f > 0.ế ứ ấ ớ ọ ứ
Câu 44. Có tôn t i đa th c f nào tho  mãn f > f’’,  f’ >  f’’  không ?ạ ứ ả
Câu 45. Có t n t i đa th c f(x) b c 2010  sao cho  ồ ạ ứ ậ 2( 2010) ( ), .f x f x x R− ∀ �M

Câu 46. Ch ng minh răng n u x=c là nghi m b i 2010 c a đa th c f(x)g’(x)-ứ ế ệ ộ ủ ứ
g(x)f’(x) thì x=c là nghi m b i 2011 c a đa th c f(x)g(c)-f(c)g(x) n u hai đa th cệ ộ ủ ứ ế ứ  
này không đ ng nh t tri t tiêu.ồ ấ ệ
Câu 47. Cho đa th c f(x) không có nghi m b i và b c b ng n. Ch ng minh đa th cứ ệ ộ ậ ằ ứ ứ  

[ ] 2
( ) '( ) ( ) ''( )g x f x f x f x= −  không có nghi m b i c p cao h n n-1.ệ ộ ấ ơ

Câu 48. Ch ng minh r ng đa th c f(x) chia h t cho đa th c đ o hàm c a nó là f’(x)ứ ằ ứ ế ứ ạ ủ  
khi và ch  khi f(x) có d ng ỉ ạ ( ) .n

nc x x−
Câu 49. Tìm đa th c b c ba f(x)  bi t nó chia h t cho đa th c (x-1)(x+1)(x-2)(x-3).ứ ậ ế ế ứ
Câu 50. tìm đa th c f(x) tho  mãn xf(x-2)=(x-2010)f(x) v i m i s  th c x.ứ ả ớ ọ ố ự
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V  m t s  d ng ph ng trình hàm đa th cề ộ ố ạ ươ ứ

Ph ng trình hàm đa th c là m t d ng toán khó, đ  gi i đ c các ph ng trình hàmươ ứ ộ ạ ể ả ượ ươ  
lo i này, chúng ta c n n m rõ không nh ng các k  thu t gi i ph ng trình hàm mà còn cácạ ầ ắ ữ ỹ ậ ả ươ  
tính ch t và các đ c tr ng c  b n c a đa th c (nghi m, h  s , b c, tính liên t c, tính h uấ ặ ư ơ ả ủ ứ ệ ệ ố ậ ụ ữ  
h n nghi m, tính kh  vi …). Trong bài vi t này, chúng ta s  đ  c p đ n m t s  d ngạ ệ ả ế ẽ ề ậ ế ộ ố ạ  
ph ng trình đa th c có s  đ  l i gi i t ng t  nhau: xây d ng nghi m và ch ng minh cácươ ứ ơ ồ ờ ả ươ ự ự ệ ứ  
nghi m đó vét h t t p h p nghi m.ệ ế ậ ợ ệ

1. Ph ng trình d ng  P(f)P(g) = P(h).ươ ạ

Bài toán t ng quát:ổ  Gi  s  ả ử ( ), ( )f x g x  và ( )h x  là các đa th c thu c ứ ộ [ ]xﾡ  đã cho tho  mãnả  
đi u ki n: ề ệ deg( ) deg( ) deg( )f g h+ = . Tìm t t c  các đa th c ấ ả ứ ( )P x  thu c ộ [ ]xﾡ  sao cho:

[ ( )]. [ ( )] [ ( )]P f x P g x P h x=  (1), x∀ � ﾡ
Nghi m c a ph ng trình hàm (1) có nhi u tính ch t đ c bi t giúp chúng ta có th  xâyệ ủ ươ ề ấ ặ ệ ể  
d ng đ c t t c  các nghi m c a nó t  các nghi m b c nh :ự ượ ấ ả ệ ủ ừ ệ ậ ỏ

Tính ch t 1.1.ấ  N u ế ,P Q  là nghi m c a (1) thì ệ ủ .P Q  cũng là nghi m c a (1).ệ ủ
Ch ng minh: ứ
( . )[ ( )]P Q h x =
(P.Q)(h(x)) = (P)(h(x)).Q(h(x)) = P(f(x)).P(g(x)).Q(f(x)).Q(g(x))
                   = (P.Q)(f(x)).(P.Q)(g(x)).
H  qu  1.2.ệ ả  N u P(x) là nghi m c a (1) thì Pế ệ ủ n(x) cũng là nghi m c a (1). ệ ủ

Trong khá nhi u tr ng h p, h  qu  1.2 cho phép chúng ta mô t  h t các nghi m c a (1).ề ườ ợ ệ ả ả ế ệ ủ  
Đ  làm đi u này, ta có đ nh lý quan tr ng sau đây:ể ề ị ọ

Đ nh lý 1.3.ị  N u f, g, h là các đa th c v i h  s  th c tho  mãn đi u ki n deg(f) + deg(g) =ế ứ ớ ệ ố ự ả ề ệ  
deg(h) và tho  mãn m t trong hai đi u ki n sau:ả ộ ề ệ

(i) deg(f) ≠ deg(g)
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(ii) deg(f) = deg(g) và f* + g* ≠ 0, trong đó f*, g* là h  s  cao nh t c a các đaệ ố ấ ủ  
th c f và g t ng ng.ứ ươ ứ

Khi đó v i m i s  nguyên d ng n t n t i nhi u nh t m t đa th c P(x) có b c n và thoớ ọ ố ươ ồ ạ ề ấ ộ ứ ậ ả 
mãn ph ng trình (1). ươ

Ch ng minh: ứ
Gi  s  P là đa th c b c n tho  mãn ph ng trình (1), deg(f) = f, deg(g) = g, deg(h) = h, cácả ử ứ ậ ả ươ  
h  s  cao nh t c a P, f, g, h t ng ng là P*, f*, g*, h*. So sánh h  s  cao nh t hai v  c aệ ố ấ ủ ươ ứ ệ ố ấ ế ủ  
các đa th c trong ph ng trình ứ ươ

P(f(x))P(g(x)) = P(h(x))
Ta có  P*(f*)n.P*(g*)n = P*(h*)n  t  đó suy ra  P* = (h*/f*g*)ừ n. 

Nh  v y, n u gi  s  ng c l i, t n t i m t đa th c Q b c n (khác P) cũng tho  mãnư ậ ế ả ử ượ ạ ồ ạ ộ ứ ậ ả  
ph ng trình (1) thì  Q* = P* và ta cóươ

Q(x) = P(x) + R(x) v i 0 ≤ r = deg(R) < n  ớ
(ta quy c b c c a đa th c đ ng nh t 0 b ng -ướ ậ ủ ứ ồ ấ ằ ∞, do đó deg(R) ≥  0 đ ng nghĩa R khôngồ  
đ ng nh t 0)ồ ấ

Thay vào ph ng trình (1), ta đ cươ ượ
      (P(f) + R(f))(P(g) + R(g)) = P(h) + R(h)

 P(f)P(g) + P(f)R(g) + R(f)P(g) + R(f)R(g) = P(h) + R(h)
 P(f)R(g) + R(f)P(g) + R(f)R(g) = R(h) (2)

Bây gi  ta xét các tr ng h pờ ườ ợ
i) deg(f) ≠  deg(g). Gi  s  f > g. Khi đó b c c a các đa th c  v  trái (2) l n l t làả ử ậ ủ ứ ở ế ầ ượ  

nf + rg, rf + ng, rf + rg, và do nf + rg > rf + ng > rf + rg nên v  trái có b c là nf +ế ậ  
rg. Trong khi đó v  ph i có b c là rh = r(f+g) < nf + rg. Mâu thu n. ế ả ậ ẫ

ii) deg(f) = deg(g). Khi đó, hai đa th c đ u tiên  v  trái c a (2) cùng có b c là nf +ứ ầ ở ế ủ ậ  
rg = ng + rf và có th  x y ra s  tri t tiêu khi th c hi n phép c ng. Tuy nhiên, xétể ả ự ệ ự ệ ộ  
h  s  cao nh t c a hai đa th c này, ta có h  s  c a xệ ố ấ ủ ứ ệ ố ủ nf + rg trong đa th c th  nh tứ ứ ấ  
và th  hai l n l t b ng  P*(f*)ứ ầ ượ ằ nR*(g*)r, R*(f*)rP*(g*)n. Nh  th , b c c a xư ế ậ ủ nf+rg 

trong t ng hai đa th c b ng ổ ứ ằ
P*R*f*rg*r(f*(n-r)+g*(n-r)) ≠  0 do f* + g* ≠  0. Nh  v y, b c c a v  trái c a (2) v nư ậ ậ ủ ế ủ ẫ  
là nf + rg, trong khi đó b c c a v  ph i là rh = rf + rg < nf + rg. Mâu thu n.ậ ủ ế ả ẫ

Đ nh lý đ c ch ng minh hoàn toàn.ị ượ ứ
 
Áp d ng đ nh lý 1.3 và h  qu  1.2, ta th y r ng n u Pụ ị ệ ả ấ ằ ế 0(x) là m t đa th c b c nh t thoộ ứ ậ ấ ả 
mãn ph ng trình (1) v i f, g, h là các đa th c tho  mãn đi u ki n c a đ nh lý 1.3 thì t t cươ ớ ứ ả ề ệ ủ ị ấ ả 
các nghi m c a (1) s  có d ng: P(x) ệ ủ ẽ ạ ≡  0, P(x) ≡  1, P(x) = (P0(x))n.

Sau đây, chúng ta s  xem xét m t s  ví d  áp d ng c a các tính ch t nói trên.ẽ ộ ố ụ ụ ủ ấ
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Ví d  1.ụ  Tìm t t c  các đa th c P(x) v i h  s  th c tho  mãn ph ng trìnhấ ả ứ ớ ệ ố ự ả ươ
 P(x2) = P2(x)  (3)

v i m i x thu c R.ớ ọ ộ
L i gi i:ờ ả  Ta có các hàm f(x) = x, g(x) = x, h(x) = x2 tho  mãn các đi u ki n c a đ nh lý 1.3,ả ề ệ ủ ị  
và hàm P(x) = x là hàm b c nh t tho  mãn (3) do đó các hàm P(x) ậ ấ ả ≡  0, P(x) ≡  1, P(x) = xn, n 
= 1, 2, 3, … là t t c  các nghi m c a (3). ấ ả ệ ủ

Ví d  2.ụ  (Vietnam 2006) Hãy xác đ nh t t c  các đa th c P(x) v i h  s  th c, tho  mãn hị ấ ả ứ ớ ệ ố ự ả ệ 
th c sau: ứ

P(x2) + x(3P(x) + P(-x)) = (P(x))2 + 2x2 (4)
v i m i s  th c x.ớ ọ ố ự
L i gi i: Thay x = - x vào (4), ta đ cờ ả ượ

P(x2) – x(3P(-x) + P(x)) = (P(-x))2 + 2x2   (5)
Tr  (4) cho (5), ta đ cừ ượ

4x(P(x) + P(-x)) = P2(x) – P2(-x)
       (P(x) + P(-x))(P(x) – P(–x) – 4x) = 0  (6)
(6) đúng v i m i x thu c R, do đó ta ph i cóớ ọ ộ ả

+ Ho c P(x) + P(-x) = 0 đúng v i vô s  các giá tr  xặ ớ ố ị
+ Ho c (P(x) – P(–x) – 4x = 0 đúng v i vô s  các giá tr  xặ ớ ố ị

Do P là đa th c nên t  đây ta suy raứ ừ
+ Ho c P(x) + P(-x) = 0 đúng v i m i xặ ớ ọ
+ Ho c (P(x) – P(–x) – 4x = 0 đúng v i m i xặ ớ ọ

Ta xét các tr ng h p:ườ ợ
+ P(x) + P(-x) = 0

Khi đó ta có ph ng trìnhươ
      P(x2) + 2xP(x) = (P(x))2 + 2x2

 P(x2) – x2 = (P(x) – x)2

Đ t Q(x) = P(x) – x thì Q(xặ 2) = Q2(x). Theo ví d  1 thì Q(x) ụ ≡  0, Q(x) ≡  1, Q(x) = xn. T  đóừ  
P(x) = x, P(x) = x+1, P(x) = xn + x. So sánh v i đi u ki n P(x) + P(-x) = 0, ta ch  nh n cácớ ề ệ ỉ ậ  
nghi m: P(x) = x và P(x) = xệ 2k+1 + x, k = 0, 1, 2 …

+ P(x) – P(-x) – 4x = 0
Khi đó ta có ph ng trìnhươ

     P(x2) + x(4P(x) – 4x) = P2(x) + 2x2

 P(x2) – 2x2 = (P(x) – 2x)2

Đ t Q(x) = P(x) – 2x thì Q(xặ 2) = Q2(x) và nh  th  Q(x) ư ế ≡  0, Q(x) ≡  1, Q(x) = xn. T  đó P(x)ừ  
= 2x, P(x) = 2x+1, P(x) = xn + 2x. So sánh v i đi u ki n P(x) – P(-x) – 4x = 0, ta ch  nh nớ ề ệ ỉ ậ  
các nghi m: P(x) = 2x, P(x) = 2x+1 và P(x) = xệ 2k + 2x, k = 1, 2, 3 …
T ng h p hai tr ng h p, ta có t t c  nghi m c a (4) là các đa th cổ ợ ườ ợ ấ ả ệ ủ ứ
P(x) = x, P(x) = 2x, P(x) = 2x+1, P(x) = x2k+1 + x, P(x) = x2k + 2x v i k = 2, 3, …ớ

Ví d  3.ụ  Tìm t t c  các đa th c v i h  s  th c P(x) tho  mãn đ ng th c sau v i m i sấ ả ứ ớ ệ ố ự ả ẳ ứ ớ ọ ố 
th c xự
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P(x)P(2x2) = P(2x3+x) (7)
L i gi i:ờ ả  Các đa th c x, 2xứ 2, 2x3+x tho  mãn đi u ki n đ nh lý 1.3, do đó ta s  đi tìmả ề ệ ị ẽ  
nghi m không đ ng nh t h ng s  v i b c nh  nh t c a (7).ệ ồ ấ ằ ố ớ ậ ỏ ấ ủ
Xét tr ng h p P(x) có b c nh t, P(x) = ax + b. Thay vào (7), ta cóườ ợ ậ ấ

(ax + b)(2ax2+b) = a(2x3+x) + b
So sánh h  s  c a các đ n th c  hai v , ta đ c hệ ố ủ ơ ứ ở ế ượ ệ

a3 = 2a, 2ba2 = 0, ab = a, b2 = b
H  này vô nghi m (do a ệ ệ ≠  0) nên ta có th  k t lu n: không t n t i đa th c b c nh t thoể ế ậ ồ ạ ứ ậ ấ ả 
mãn (7). 
Ti p t c xét tr ng h p P(x) có b c 2, P(x) = axế ụ ườ ợ ậ 2 + bx + c. Thay vào (7), ta có 

(ax2 + bx + c)(4ax4+2bx2+c) = a(2x3+x)2 + b(2x3+x) + c
       4a2x6 + 4abx5 + (4ac + 2ab)x4 + 2b2x3 + (ac + 2bc)x2 + bcx + c2 =

     4ax6 + 4ax4 + 2bx3 + ax2 + bx + c
So sánh h  s  các đ n th c  hai v , ta đ c hệ ố ơ ứ ở ế ượ ệ

4a2 = 4a, 4ab = 0, 4ac + 2ab = 4a, 2b2 = 2b, ac + 2bc = a, bc = b, c2 = c.
H  này có nghi m a = c = 1, b = 0. Nh  v y, P(x) = xệ ệ ư ậ 2 + 1 là đa th c b c 2 tho  mãn (7). Tứ ậ ả ừ 
h  qu  1.2 và đ nh lý 1.3, ta suy ra (xệ ả ị 2+1)k là t t c  các đa th c b c ch n (không đ ng nh tấ ả ứ ậ ẵ ồ ấ  
h ng s ) tho  mãn (7). ằ ố ả

Th  còn các nghi m c a (7) có b c l ? Rõ ràng đa th c xế ệ ủ ậ ẻ ứ 2 + 1 không “sinh” ra đ c cácượ  
nghi m b c l .  R t may m n, ta có th  ch ng minh các đa th c b c l  không th  làệ ậ ẻ ấ ắ ể ứ ứ ậ ẻ ể  
nghi m c a (7). Đ  ch ng minh đi u này, d a vào tính ch t m i đa th c b c l  đ u có ítệ ủ ể ứ ề ự ấ ọ ứ ậ ẻ ề  
nh t m t nghi m th c, ta ch  c n ch ng minh n u P(x) là m t đa th c không đ ng nh tấ ộ ệ ự ỉ ầ ứ ế ộ ứ ồ ấ  
h ng s  tho  mãn (7) thì P(x) không có nghi m th c (đây chính là n i dung bài Vietnam MOằ ố ả ệ ự ộ  
1990). 

Th t v y, gi  s   ậ ậ ả ử α là nghi m th c c a P(x), khi đó 2ệ ự ủ α3 + α cũng là nghi m c a P(x). N uệ ủ ế  
α > 0 thì ta có α, α + 2α3, α + 2α3 + 2(α + 2α3)3, … là dãy tăng và t t c  đ u là nghi m c aấ ả ề ệ ủ  
P(x), mâu thu n. T ng t , n u ẫ ươ ự ế α < 0 thì dãy nói trên là dãy gi m và ta cũng có P(x) có vôả  
s  nghi m. N u ố ệ ế α = 0, đ t P(x) = xặ kQ(x) v i Q(0) ớ ≠  0, thay vào ph ng trình, ta cóươ

xkQ(x)(2x2)kQ(2x2) = (2x3+x)kQ(2x3+x)   
=>       Q(x)(2x2)kQ(2x2) = (2x2+1)kQ(2x3+x)
Thay x = 0 vào ta đ c 0 = Q(0), mâu thu n. ượ ẫ

V y P(x) không có nghi m th c, có nghĩa là P(x) không th  có b c l . Nói cách khác, bàiậ ệ ự ể ậ ẻ  
toán đã đ c gi i quy t hoàn toàn.ượ ả ế

Nh  đã nói  ph n cu i c a bài tr c, ph ng trình d ng P(f)P(g) = P(h) còn có th  gi iư ở ầ ố ủ ướ ươ ạ ể ả  
b ng cách xét các nghi m (có th  là ph c) c a đa th c P(x) = 0. Sau đây chúng ta xét m t víằ ệ ể ứ ủ ứ ộ  
d  nh  v y:ụ ư ậ

Ví d  4:ụ  Tìm t t c  các đa th c không h ng s  P(x) sao choấ ả ứ ằ ố
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              P(x)P(x+1) = P(x2+x+1) (8)
L i gi i: Gi  s  a là m t nghi m c a P(x) = 0. Khi đó aờ ả ả ử ộ ệ ủ 2 + a + 1cũng là nghi m. Thay xệ  
b ng x - 1, ta có P(x)P(x-1) = P(xằ 2 – x + 1)
Vì P(a) = 0 nên ta cũng suy ra a2 – a + 1 cũng là nghi m c a P(x) = 0. ệ ủ
Ch n a là nghi m có modul l n nh t (n u có m t vài nghi m nh  th  thì ta ch n 1 trongọ ệ ớ ấ ế ộ ệ ư ế ọ  
chúng). T  cách ch n ta suy ra |aừ ọ 2 + a + 1| ≤  | a | và  |a2 – a + 1| ≤  | a | 
Áp d ng b t đ ng th c v  modul, ta có ụ ấ ẳ ứ ề
| 2a | ≤  | a2 + a + 1| + | – a2  + a – 1| ≤  | a | + | a | = | 2a|. 
Nh  v y d u b ng ph i x y ra  các đ ng th c trên, suy ra v i ư ậ ấ ằ ả ả ở ẳ ứ ớ
(a2+a+1) = s(-a2+a-1) v i s là m t s  d ng nào đó.ớ ộ ố ươ
N u |aế 2 + a + 1| < | a2 – a + 1| thì 2| a2 – a + 1| > | a2 – a + 1| + | a2 + a + 1| ≥  | 2a |, suy ra |a2 – a 
+ 1| > | a |. T ng t  t  |aươ ự ừ 2 + a + 1| > | a2 – a + 1|, cũng suy ra | a2 + a + 1| > | a |, mâu thu nẫ  
v i cách ch n a.ớ ọ
V y |aậ 2 + a + 1| = | a2 – a + 1|. T  đó s = 1 và ta có (aừ 2 + a + 1) = (–a2 + a – 1)
suy ra  a2 + 1 = 0, suy ra a = i và nh  v y xư ậ 2 + 1 là th a s  c a P(x). T  đây  P(x) = (xừ ố ủ ừ 2 + 
1)mQ(x), trong đó Q(x) là đa th c không chia h t cho xứ ế 2 + 1. Thay vào (8), ta có Q(x) cũng 
th a mãn (8). ỏ

N u nh  ph ng trình Q(x) = 0 có nghi m thì làm t ng t  nh  trên, nghi m có modul l nế ư ươ ệ ươ ự ư ệ ớ  
nh t ph i là ấ ả i. Nh ng đi u này không th  vì xư ề ể 2 + 1 không chia h t Q(x). Ta đi đ n k tế ế ế  
lu n r ng Q(x) là h ng s , gi  s  đó là c. Thay vào ph ng trình, ta đ c c = 1.ậ ằ ằ ố ả ử ươ ượ

Nh  v y t t c  các nghi m không h ng c a ph ng trình (8) có d ng (xư ậ ấ ả ệ ằ ủ ươ ạ 2 + 1)m v i m là sớ ố 
nguyên d ng.ươ

Chú ý r ng k t lu n c a đ nh lý không còn đúng n u f và g là hai đa th c cùng b c và có hằ ế ậ ủ ị ế ứ ậ ệ 
s  cao nh t đ i nhau. ố ấ ố

Ví d  v i ph ng trình hàm đa th c P(x)P(-x) = P(xụ ớ ươ ứ 2-1) (9) có th  tìm đ c r ng có 2 đaể ượ ằ  
th c b c nh t, 4 đa th c b c 2 th a mãn ph ng trình. ứ ậ ấ ứ ậ ỏ ươ Bài toán mô t  t t c  các nghi mả ấ ả ệ  
c a (9) hi n nay, theo chúng tôi, v n còn là m t bài toán m .ủ ệ ẫ ộ ở
Bài t p:ậ

1. (Bulgaria 1976) Tìm t t c  các đa th c P(x) tho  mãn đi u ki n ấ ả ứ ả ề ệ
P(x2 – 2x) = (P(x-2))2

v i m i x thu c R.ớ ọ ộ
2. (TH&TT 7/2006) Tìm t t c  các đa th c có h  s  th c tho  mãnấ ả ứ ệ ố ự ả

P(x)P(x+1) = P(x2+2) v i m i x ớ ọ ∈ R.
3.  (Bulgaria 1988) Tìm t t  c  các đa th c P(x) không ph i h ng s  sao cho P(xấ ả ứ ả ằ ố 3+1) = 
P3(x+1) v i m i x.ớ ọ
4. Tìm t t c  các đa th c P(x) ch  có nghi m th c th a mãn ph ng trình (9).ấ ả ứ ỉ ệ ự ỏ ươ
5. Tìm ít nh t m t đa th c không có nghi m th c th a mãn ph ng trình  bài toán (9).ấ ộ ứ ệ ự ỏ ươ ở
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Ph ng trình d ng P(f)P(g) = P(h) + Q.ươ ạ

Bây gi  chúng ta xét đ n ph ng trình d ngờ ế ươ ạ

P(f)P(g) = P(h) + Q (1)

(Đ  ti n theo dõi và không quá r c r i trong ký hi u, ta đánh s  l i các công th c t  1)ể ệ ắ ố ệ ố ạ ứ ừ
trong đó f, g, h, Q là các đa th c đã cho, deg(f) + deg(g) = deg(h).ứ

V i ph ng trình (1), n u Q không đ ng nh t 0 thì ta s  không còn tính ch t "nhân tính"ớ ươ ế ồ ấ ẽ ấ  
nh  d ng 1. Vì th , vi c xây d ng nghi m tr  nên khó khăn. Đây chính là khác bi t c  b nư ạ ế ệ ự ệ ở ệ ơ ả  
c a d ng 2 v i d ng 1.ủ ạ ớ ạ

Tuy nhiên, ta v n có th  ch ng minh đ c đ nh lý duy nh t, đ c phát bi u nh  sau:ẫ ể ứ ượ ị ấ ượ ể ư
Đ nh lý: ị Cho f, g, h là các đa th c không h ng th a mãn đi u ki n deg(f) + deg(g) = deg(h),ứ ằ ỏ ề ệ  
Q là m t đa th c cho tr c. Khi đó, v i m i s  nguyên d ng n và s  th c a, t n t i nhi uộ ứ ướ ớ ỗ ố ươ ố ự ồ ạ ề  
nh t  m t  đa  th c  P  th a  mãn  đ ng  th i  các  đi u  ki n  sau:ấ ộ ứ ỏ ồ ờ ề ệ
i) deg(P) = n, ii) P* = a iii) P(f)P(g) = P(h) + Q

Phép ch ng minh đ nh lý này hoàn toàn t ng t  v i phép ch ng minh đ nh lý đã đ cứ ị ươ ự ớ ứ ị ượ  
ch ng minh  ph n 1.ứ ở ầ

1. Tìm t t c  các đa th c P(x) th a mãn ph ng trìnhấ ả ứ ỏ ươ
              P2(x) – P(x2) = 2x4

2. Tìm t t c  các đa th c P(x) th a mãn ph ng trìnhấ ả ứ ỏ ươ
              P(x2-1) = P2(x) - 1

3. Tìm t t c  các b  (a, P, Q) trong đó a là h ng s  th c, P, Q là các đa th c sao cho:ấ ả ộ ằ ố ự ứ
             P2(x)/Q2(x) = a + P(x2)/Q(x2)

3. M t s  bài t p t ng h pộ ố ậ ổ ợ

1. P(3x) = P’(x)P”(x)P’’’(x)
2. P(x) thu c R[x]: P(xộ 2) = P(x)P(x-1) (Ireland 1994)
3. P(x2) = P(x)P(x+1)
4. P(x) thu c Z[x]  16P(xộ 2) = [P(2x)]2 (Nam T  1982)ư
5. Tìm các đa th c f(x) tho  mãn: f(f(x)) = f(x)ứ ả m v i m > 1 nguyên cho tr c (H ngớ ướ ồ  

Công 1999)
6. Cho đa th c P(x) = axứ 2 + bx + c, a ≠  0. Ch ng minh r ng v i s  n thu c N tuỳ ýứ ằ ớ ố ộ  

không t n t i nhi u h n m t đa th c Q(x) tho  mãn đ ng nh t: ồ ạ ề ơ ộ ứ ả ồ ấ
Q(P(x)) = P(Q(x))  v i m i x thu c R    (Hungary 1979)ớ ọ ộ
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7. (x-1)P(x-1) = (x+2)P(x)  (New York 1976)
8. 2P(x) = P(x+1) + P(x-1) (New York 1975)
9. P(u2 – v2) = P(u+v)P(u-v)
10. Nh ng đa th c h  s  th c nào có P’ là c c a P?ữ ứ ệ ố ự ướ ủ
11. P(x2) = P(x)P(x+1)
12. Tìm P và Q trong R[x] sao cho: P2 = 1 + (x2-1)Q2.
13. P(x+P(x)) = P(x) + P(P(x))

M t s  đ  thi m uộ ố ề ẫ

Đ  GT 1. ( Th i gian làm bài 180 phút)ề ờ

Câu 1. a. Cho f, g là hai hàm liên t c trên đo n [ a, b], (a<b). ụ ạ
Ch ng minh r ng ứ ằ

                        
2

2 2( ) ( ) ( ) ( ) .
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g y dy
� �

�� �
� �
� � �

b.  Cho hàm f liên t c trên đo n [ a, b] v i a ụ ạ ớ �  b. 
Ch ng minh r ngứ ằ

                                    
2

2( ) ( ) ( ) .
b b

a a

f x dx b a f x dx
� �

� −� �
� �
� �  

Câu 2. Cho dãy s  ố ( )nx xác đ nh nh  sau: ị ư 1 1 1tan( ), (2 3)(1 ).
6 n n n nx x x x x
π

+ += = + − +

Xác đ nh ị 2011 2012, .x x

Câu 3. Tìm gi i h n ớ ạ
2010 2010 2010

1 1 2
lim ... .

n

n

n n n n� +�

� ��� �� ��+ + +� ��� �� ��� ��� �� ��� �
Câu 4. Cho hàm s  f  xác đ nh và liên t c trên kho ng ố ị ụ ả [0, ).�  Ch ng minh r ng ứ ằ

                    
1

0

lim ( ) lim ( ).
n x

f nx dx f x
� +� � +�

=�

Câu 5. Cho hàm s  ố
2

1

, 0( ) .
0, 0

xe xf x
x

−�� �= �
� =�
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Ch ng minh r ng f(x) kh  vi t i c p 2010. Kh ng đ nh hàm f(x) kh  vi vô h n l nứ ằ ả ớ ấ ẳ ị ả ạ ầ  
k t qu  th  nào? Gi i thích.ế ả ế ả

Đ  GT 2. ( Th i gian làm bài 180 phút)ề ờ

Câu 1. a. Cho hàm s  f liên t c trên đo n [a,ố ụ ạ   b], v i (a<b). Ch ng minh t n t i cácớ ứ ồ ạ  

s  th c m, M sao cho  ố ự ( ) ( ) ( ).
b

a

m b a f x dx M b a− � � −�

b.  Cho (0; ].
2

πα �  Ch ng minh r ng  ứ ằ
2

sin .α α
π

�

Câu 2. a. Cho dãy s  ố ( )nx  xác đ nh b i ị ở 1 2 2 12, 1.n n nx x x x x+ += = = + − Xác đ nhị  
2010, 2012 .x x

   b. Cho dãy s  th c d ng ố ự ươ ( )ny  v i ớ lim 2009.n
n

y
� �

=  Tính 1 2lim ..... .n
n

n
y y y

� �

Câu 3. Cho dãy s  ố ( )nt v i ớ 2
1 1

1
1, , 1,2,...

2804n n nt t t t n+= = + =

Tính gi i h n    ớ ạ

                                                           
1 1

lim .
n

i

n
i i

t

t� � = +
�

Câu 4. Cho hàm f xác đ nh trên ị [1; )�  và các đi u sau tho  mãn f(1)=1, ề ả

( 1) ( ) (1 2012 ( )).f x f x f x+ = +  Tính gi i h n  ớ ạ
1

( 1)
lim .

( )

n

n
k

f n k

f n k� +� =

− +
−�

Câu 5. Cho hàm s  f(x) có đ o hàm trên đo n [ a; b] v i a, b cùng d u. Ch ng minhố ạ ạ ớ ấ ứ  

ph ng trình ươ
( ) ( )

( ) '( )
a f b bf a

f x xf x
b a

− = −
−  có nghi m th c trong kho ng (a; b).ệ ự ả

Đ  GT 3. ( Th i gian làm bài 180 phút)ề ờ

Câu 1. a. Cho hàm s  f có đ o hàm c p 2 trên R và tho  mãn đi u ki n ố ạ ấ ả ề ệ
                2f ’ (x) + x f ’’(x) = 2. 

Xác đ nh hàm f.ị

b. Xác đ nh hàm s  f(x) bi t ị ố ế 2010 ' ' '
2

2009 1 1
( ( )) 0, (1) , ( ) .

2010 20102010
xe f x f f− = = =

Câu 2.  a. Cho hàm f liên t c trên đo n [ 2010; 2012], kh  vi trong kho ng (2010;ụ ạ ả ả  
2012), tho  mãn f(2010) = f (2012) = 0. Ch ng minh r ng ph ng trìnhả ứ ằ ươ  
f ‘(x) + 2010 f(x) = 0 có nghi m trong kho ng đã cho.ệ ả
b. Cho hàm s  f(x) liên t c trên đo n [ 0, 1] và tho  mãn các đi u ki n sauố ụ ạ ả ề ệ
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1

0

1 1
(0) , ( ) .

2012 2012

.

f f x dx= <�

Ch ng minh ph ng trình ứ ươ 2011( )f x x=  luôn có ít nh t 1 nghi m thu c kho ng ( 0, 1). ấ ệ ộ ả
Câu 3. Kh o sát tính kh  vi c a hàm s  |f(x)| v i  f(x)=(x-1)(x-2)...(x-2010)(x-2011).ả ả ủ ố ớ

Câu 4. a. Tính tích phân 2 2
.

(1 )(4 9 )

dx

x x

+�

−� + +�

b. Tinh tích phân 2 2010 2010 3
.

(1 )

dx

x e x e x

+�

−� + + +�
Câu  5.  Cho hàm f(x) xác đ nh và liên t c trên đo n [0, 1] và tho  mãn đi u ki nị ụ ạ ả ề ệ  

3 3
2, [1; 2], ( ) ( ) .

3

b

a

b a
a b a b f x dx

−∀Σ� �  Ch ng minh r ng tích phân ứ ằ
2

1

( )f x dx�  nh n giáậ  

tr  không v t quá 1.5. ị ượ

Đ  ĐS 1. ( Th i gian làm bài 180 phút)ề ờ

Câu 1. Tính 1A−  xác đ nh b i công th c   ị ở ứ
              2 2(1, , ,..., ) (1, 2 , (2 ) ,..., (2 ) ),n nx x x A x x x= + + + v i  ớ

             

2 2 0 1 0 0
1 2 1

1 1 2 1 1 1
1 2 1

1 1
1

1 2 2 ... 2 2

0 2 ... 2 2

..... .

0 0 0 ... 2

0 0 0 ... 0

n n
n n

n n
n n

n n
n n

n
n

C C C C

C C C C

A

C C

C

−
−

− −
−

− −
−

� �
� �
� �
� �= � �
� �
� �� �
� �

Câu 2. Ký hi u ệ nE  là ma tr n vuông đ n v  c p n, U là ma tr n k-hàng, 1 c t và O làậ ơ ị ấ ậ ộ  

ma tr n không. Tìm ậ 1B−  v i ớ
1

.kE U
B

O E

� �
= � �
� �

Câu 3. Cho ma tr n ậ
8 1 5

4 1 1 .

2 3 1

C

− −� �
� �= − −� �
� �−� �

 Tìm ma tr n ậ 1B−  đ  ể 1BTB−  là ma tr n đ ngậ ườ  

chéo chính.
Câu 4. Cho A là ma tr n vuông c p n. ậ ấ

a. Ch ng minh ứ r ng n u  A tho  mãn tính ch t  ằ ế ả ấ 2A A=  thì 2(2 ) .A E E− =
b. Ch ng minh r ng n u ứ ằ ế 2(2 )A E E− =  thì 2( ) 2( ), 2 .B E B E B A E+ = + = −

Câu 5. a. Cho A là ma tr n vuông c p n và ký hi u đa th c đ c tr ng c a A là ậ ấ ệ ứ ặ ư ủ ( ).δ λ  
Ch ng minh r ng ứ ằ ( ) .A Oδ =
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b. Có t n t i đa th c f(x) nào h  s  nguyên tho  mãn f(0), f(1) là các s  l  ?ồ ạ ứ ệ ố ả ố ẻ

Đ  ĐS 2. ( Th i gian làm bài 180 phút)ề ờ

Câu 1. a. Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ 2 2 2( ) (1 )(1 ) 2 (1 ) (1 )n n nf x x x nx x n x x= − + − − − −  chia 
h t cho đa th c ế ứ 3( ) (1 ) , 2.g x x n= − �

b. Tìm m t đa th c f(x) tho  mãn f(x+1)-f(x-1)=(x-1)(x+1).ộ ứ ả
Câu 2. Ch ng minh m t đa th c luôn bi u di n d i d ng hi u hai đa th c tăng.ứ ộ ứ ể ễ ướ ạ ệ ứ

Câu 3. Tìm ma tr n ngh ch đ o c a ma tr n A bi t ậ ị ả ủ ậ ế , 1

1
( ) , .

0
n

i j i j i j

if i j
A a a

if i j=

��
= = � =�

 

Câu 4. Cho các s  th c ố ự i ja  v i ớ 0.i j jia a+ =  Gi i h  ph ng trìnhả ệ ươ

                       
1

0, 1,2, ... , .
n

i j j
j

a x i n
=

= =�

Câu 5. Tính ma tr n ngh ch đ o c a ma tr n B bi t ậ ị ả ủ ậ ế
2010

2 sin 2
.

sin 2 2

cos
B

cos

−� �
= � �
� �

Câu 6. Tính đ nh th c ị ứ

                     

1
1

1 2 2
2 2

1 2 1
1 1 1

1 2 1

1 0 0 ... 0 1

1 0 ... 0

1 ... 0

.

.............................

1 ...

1 ...

n n
n n n

n n
n n n

C x

C C x

C C C x

C C C x

−
− − −

−

Đ  ĐS 3. ( Th i gian làm bài 180 phút)ề ờ

Câu 1.  a. Tính đ nh th c ị ứ ( )1

, 1
det( ) det .

ni
j i j

A a −

=
� �= � �� �

          b. Tính đ nh th c  ị ứ

1 2 3 4 ...

1 2 3 ... 1

1 2 ... 2 .

........ ........

... 1

n

a n

a a n

a a a a

−
−

Câu  2. T n tai hay không m t ma tr n th c vuông c p 2 sao cho ồ ộ ậ ự ấ

    2010 2008 2010
.

0 2009
A

−� �
= � �−� �
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Câu 3.  Cho A, B là các ma tr n vuông tho  mãn AA=A, (A+B)(A+B)=(A+B)E,ậ ả  
A(E+B)+(E+B)A=O. Tính det(-B).
Câu 4. Cho A, B là các ma tr n vuông c p n tho  mãnậ ấ ả

i. AB=BA.
j. 2010 2010, 0.A O B= =

Ch ng minh ma tr n E+A+B kh  ngh ch.ứ ậ ả ị

Câu 5. Tính    
1

3 2 5
, 1,2,3,....

1 ( 3 2)

n

n
−

� �+ −
=� �

− +� �� �

Câu 6. Cho đa th c ứ [ ]( ) arccos , 1 1.nf x cos n x x= − � �  Ch ng minh r ngứ ằ
                                   1 1( ) 2 ( ) ( ), 1 1.n n nf x x f x f x x+ −= − − � �

...................................................................................................................
SAu đây chúng tôi gi i thi u m t s  đ  thi ch n đ i tuy n Olympic toán vòng thớ ệ ộ ố ề ọ ộ ể ứ 
nh t t i tr ng Đ i H c Qu ng Nam.ấ ạ ườ ạ ọ ả
Phòng thi: 1.1, 1.2 gi ng đ ng A1, bu i sáng thi GT, bu i chi u thi ĐS. ả ườ ổ ổ ề

TR NG Đ I H C QU NG NAM                        KHOA\B  MÔN: TOÁNƯỜ Ạ Ọ Ả Ộ
   Đ  THI CH N Đ I TUY N OLYMPIC TOÁN  H C NĂM 2010 ( VÒNG 1 )Ề Ọ Ộ Ể Ọ

 MÔN THI: TOÁN GI I TÍCH          NGÀY THI: 29/11/2009  Ả
     Th i gian làm bài: 180 phútờ

Câu 1 (4 đi m).ể  Cho dãy s  ố ( )nt  v i các đi u ki n sauớ ề ệ
                             1000

1 20011, 4 ,t t= = 2
1 1, 2,3,....n n nt t t n− += ∀ =  

a. Xác đ nh ị 2010 2011, .t t       b.  Tính  2

1
2 2 2

1 2lim ( . ..... ) .n
n

n
t t t

� +�
   c. Tính    

2010 2010 2010
1 2 2010
2010 2010 2010
2 3 2011

....
.

....

t t t
S

t t t

+ + +=
+ + +  

Câu 2 (4 đi m).ể  (Sinh viên ch n m t trong hai câu sau)ọ ộ
a. Cho hai dãy s  ố nnx )(  và nny )(  tho  mãn các đi u ki n sauả ề ệ

i. .0lim =
+ ∞→ n

n
y     ii. 2 2

1

1
( ) ( ) , 1, 2, 3,...

2010
n

n n

y
x x n−

+= + =    Tính gi i h n   ớ ạ .
)(

lim
2

n

xn

n + ∞→
 

b. Cho dãy s  ố ( )n nu  tho  mãn đi u ki n ả ề ệ 1 1( 1)( 1)! ( 1)( 1)! , 1, 2,...n n n nn n u u u n n u n+ ++ − = + + − =

Tính giá tr  c a bi u th c   ị ủ ể ứ
2010

1 1

1 1

2010( )
.n n n n

n n n

u u u u

u u
+ +

= +

− +�
Câu 3 (4 đi m).ể  

a. Cho dãy nnx )(  v i các tính ch t  ớ ấ ,
2

1
,0,1 12

210
−+

=== k
k

x
xxx  2

2 1 , 1.
2

k
k

x
x k+ = �

Xác đ nh ị ., 20112010 xx

b. Cho dãy s  ố ( )n ny  xác đ nh b i  ị ở 1 1

1
sin , , 1, 2,...

6 ( 2) 1
n ny y y n

n n

π
+= = + =

+ +
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Ch ng minh r ng ứ ằ lim (1, 2).n
n

y
� +�

�

c. Cho dãy s  ố ( )n nz  xác đ nh nh  sau: ị ư 0 1 3

2010
0, 2010( ), .n n

n

z z z n
z+> = + � N  Ch ng minh dãyứ  

s  đã cho có gi i h n và tính gi i h n đó.ố ớ ạ ớ ạ

Câu 4 (4 đi m).  a.  ể Tính tích phân  ( ) 2 1
1005 2010ln sin ( ) sin ( ) 1 , .

n n

n

n

I x x n
+

−

� �= + + �� �� �� N  

b.  Tính gi i h n ớ ạ
1

lim [ (1 ) ].n

n
J n e

n� +�
= − +    c. Tính đ o hàm    ạ

2 2

0

( ) '.
x

x te e dt−�
Câu 5 (4 đi m). (Sinh viên ch n m t trong  hai câu sau)ể ọ ộ
a.   Cho hàm f kh  vi trên đo n [0,ả ạ  1],  f(0)=0, f(1)=1. Ch ng minh r ngứ ằ  t n t i s  th c cồ ạ ố ự  
thu c kho ng (0, 1) sao cho  f(c)-c=2010(f’(c)-1), v i f’(c) là đ o hàm c a hàm f t i x = c.ộ ả ớ ạ ủ ạ
b.  Cho hàm f kh  vi trên kho ng (0, 1), liên t c trên đo n [0, 1], f(0)=1, f(1)=ả ả ụ ạ .2e  
Ch ng minh r ngứ ằ  ph ng trình f’(x)=2f(x) có ít nh t m t nghi m th c trong kho ng (0, 1).  ươ ấ ộ ệ ự ả
Câu 6 (4 đi m).ể   Gi  s  ả ử :f �R R  là hàm tho  mãnả ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + v i m iớ ọ , .x y� R

a. Ch ng minh r ng ứ ằ ( ) ( ), , .f ax a f x x a= ∀ ∀� �R Q

b. N u thêm đi u ki n ế ề ệ f  liên t c trên ụ R  và 2010)1( =f . Xác đ nh hàm f. ị
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------
TR NG Đ I H C QU NG NAM                        KHOA\B  MÔN: TOÁNƯỜ Ạ Ọ Ả Ộ
   Đ  THI CH N Đ I TUY N OLYMPIC TOÁN  H C NĂM 2010 ( VÒNG 1 )Ề Ọ Ộ Ể Ọ

 MÔN THI: Đ I S           NGÀY THI: 28/11/2009  Ạ Ố
     Th i gian làm bài: 180 phútờ

Câu 1 (4 đi m).ể   Cho hai ma tr n vuông cùng c p A và  B là nghi m c a đa th c ậ ấ ệ ủ ứ .)( 2 xxxf −=
i. Gi  s  A và B kh  ngh ch. Ch ng minh r ng AB=BA=E v i E là ma tr n đ n v  cùng c  A. ả ử ả ị ứ ằ ớ ậ ơ ị ở
ii. Gi  s  A giao hoán v i B. Ch ng minh r ng AB, BA cũng là nghi m c a đa th c f(x).  ả ử ớ ứ ằ ệ ủ ứ
iii. Gi  s  AB+BA= O ( ma tr n không). Tính det(A+B).ả ử ậ
Câu 2 (4 đi m).ể Cho f(x) là đa th c b c 2010 tho  mãn ứ ậ ả

                                         
1 1 2011 2012

( ) , 0,1,..., 2010, (2012) .
1 2013

f k k f
k

+ �= = =
+

   

            i.  Xác đ nh f(2011), f(n) v i n là s  nguyên l n h n 2012.ị ớ ố ớ ơ
ii.  Tìm công th c t ng quát cho bi u th c  nf(n) v i ứ ổ ể ứ ớ .n � N

Câu 3 (4 đi m). a. ể Cho đa th c ứ ).0(...)( 2010
2010

2010
2

210 ≠++++= axaxaxaaxf Gi  s  r ng ả ử ằ

                 .0... 2009531 =++++ aaaa

Ch ng minh r ng đa th cứ ằ ứ 2009
2010

2
321 2010...32)( xaxaxaaxg ++++= có nghi m trong kho ng (-1,ệ ả  

1).
b. Xác đ nh đa th c ph c b c ba f(x) tho  mãn   f(-i) = -i,   f(i) = i,   f(0) = 2,    f(1) = 7.ị ứ ứ ậ ả
Câu 4 (4 đi m).  ể Gi i h  ph ng trình sau:ả ệ ươ
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      .

201023...............20092010

.................................................................................................

22010...............200720082009

12...............200820092010

20102009321

20102009321

20102009321











=+++++

=+++++
=+++++

xxxxx

xxxxx

xxxxx

Câu 5 (4 đi m).  a.  ể Cho 2 ma tr n A và B sauậ

     
















−
=
















=

311

224

111

,

243

152

364

BA

Tìm các tr  riêng và vect  riêng c a B. Tính ị ơ ủ .1BAA−  

b.  Tính H =  

2010
2 1 0

0 1 0 .

0 0 2

� �
� �
� �
� �
� �

   c.   Tính   K=

2010
sin 0 1 1 0

sin 0 sin(2010 ) 1 1 0 , .

0 0 1 0 0 1

cos

cos

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

−� � � �
� � � �− + �� � � �
� � � �
� � � �

R     

Câu 6 (4 đi m). ể Cho A là ma tr n vuông, B=ậ , 1( ) .m
ij i jb =  Ch ng minh kh ng đ nh sau     ứ ẳ ị

                                          

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
det (det ) (det ) .

... ... ... ...

...

m

m m

m m mm

b A b A b A

b A b A b A
B A

b A b A b A

� �
� �
� �= �
� �
� �� �
� �

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------

TR NG Đ I H C QU NG NAM      Đ  THI OLYMPIC TOÁN H C NĂM 2010ƯỜ Ạ Ọ Ả Ề Ọ
      KHOA\B  MÔN: TOÁN                  MÔN THI: TOÁN GI I TÍCH (Vòng 2)Ộ Ả
    ....................***.................               NGÀY THI: ....2.../...2.../2010  

      TH I GIAN: 180 PHÚT (không k  th i gian giao đ  )Ờ ể ờ ề

Câu 1 (6 đi m).ể  

a. Cho  dãy s  ố nnx )(  xác đ nh b i  ị ở .1,
1

3
1,1 10 ≥

+
+== + n

x
xx

n
n  

Tính gi i h n ớ ạ .lim n
n

x
+ ∞→  

b. Cho dãy hàm s  th c  ố ự nnf )(  và hàm s  ố f  t  R vào R. V i m i ừ ớ ỗ ,Nn∈  đ tặ

              




 +

=
nêú

m

êúnn
xf

n

n ,
2

,1
:)(

}2...,2,1{,
2

)(
2

1

)(

n
nn

nm
m

xf
m

nxf

∈≤≤−
≥

  ( Rx∈∀ ).

Ch ng minh r ng dãy hàm ứ ằ nnf )(  có gi i h n và tìm gi i h n đó. ớ ạ ớ ạ
Câu 2 (3 đi m).ể   

Cho hàm f  kh  vi 3 l n trên đo n [-1, 1] và tho  mãn v i m i ả ầ ạ ả ớ ọ ],1,1[−∈h  
)()0()()( 32 hohfhfhf ++=−+ ,     )()0()()( 3hohfhfhf ++=−− .

 Đ  Chính Th cỀ ứ  
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Xác đ nh f(0), f’(0),  f’’(0).ị
Câu 3 (6 đi m).  ể

a. Tính các gi i h nớ ạ

,
)(sincoscos

lim
2

2

0 x

xx
I

x

−=
→

 

.
2

cos.....
32

cos.
16

cos.
8

cos).
1

1sin(lim
nn n

arJ
ππππ−=

+ ∞→
 

b. Tính tích phân

  dxxx∫
∏

+
2

0

]]sin)2010(sin[sin[sin . 

c. Tính giá tr  c a bi u th cị ủ ể ứ

           
2010 2010

2 2
1

1
.

(3 2 ) ( 3 2)n kk n k n k k== + − + − +��
Câu 4 (6 đi m).ể

a.Cho hàm f kh  vi trên đo n [0,ả ạ  1],  f(0)=0, f(1)=1. Ch ng minh r ng ph ngứ ằ ươ  
trình f(x)+2010=2010f’(x)+x  có ít nh t m t nghi m th c trong kho ng   ( 0, 1), v i f’(x)ấ ộ ệ ự ả ớ  
là đ o hàm c a hàm f.ạ ủ

b.Gi  s  f, g là hai hàm s  xác đ nh, tu n hoàn trên toàn tr c s . Bi t r ng ả ử ố ị ầ ụ ố ế ằ
    .0)]()([lim =−

+ ∞→
xgxf

x  
 Ch ng minh r ng  f(x)=g(x) v i m i ứ ằ ớ ọ .Rx∈
Câu 5 (3 đi m).ể   Cho  hàm RRf →:  tho  mãn đi u ki n  ả ề ệ

                                ||
2

1
|)()(| yxyfxf −<− , v i m i ớ ọ .,, yxRyx ≠∈

Gi  s  t n t i s  nguyên ả ử ồ ạ ố 1>n  sao cho .,)(000)( ... Rxxxx ffff
lânn

n
∈∀==

Ch ng minh r ng   f(x)=x, v i m i ứ ằ ớ ọ .Rx∈

-------------------------------------------H t--------------------------------------------ế
TR NG Đ I H C QU NG NAM      Đ  THI OLYMPIC TOÁN H C NĂM 2010ƯỜ Ạ Ọ Ả Ề Ọ
      KHOA\B  MÔN: TOÁN                  MÔN THI:  Đ I S  (Vòng 2)Ộ Ạ Ố
    ....................***.................               NGÀY THI: ....27...../...12..../2010  

      TH I GIAN: 180 PHÚT (không k  th i gian giao đ  )Ờ ể ờ ề
 

H  và tên sinh viên: ........................................................Gi i tính: ...............ọ ớ

Câu 1 (5 đi m).ể   

Đ  CHÍNH TH CỀ Ứ
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a. Ma tr n A đ c g i là lu  đ ng n u t n t i s  th c ậ ượ ọ ỹ ẳ ế ồ ạ ố ự }0{\R∈α  sao cho EA α=  
v i E là ma tr n đ n v  cùng c p v i A. Cho A là ma tr n vuông c p hai. Ch ng minhớ ậ ơ ị ấ ớ ậ ấ ứ  
r ng A giao hoán v i m i ma tr n vuông c p hai khi và ch  khi A là  ma tr n lũy đ ng.ằ ớ ọ ậ ấ ỉ ậ ẳ
b. Cho A là ma tr n vuông c p hai v i h  s  th c. Tìm các ma tr n A tho  mãnậ ấ ớ ệ ố ự ậ ả  
đi u ki n ề ệ .3 EA =  
Câu 2 (5 đi m). ể

a. Tính 2010A   v i  ớ



















−−

+
=

4020
sin2

4020
cos

4020
sin

4020
sin5

4020
sin2

4020
cos

πππ

πππ

A .

b. Tính ,,)( NnSE n ∈+  v i E là ma tr n đ n v  cùng c p v i ma tr n S,  đâyớ ậ ơ ị ấ ớ ậ ở  







−−

=
31

51
S .

Câu 3 (5 đi m).ể
a. Gi  s  ả ử *,2010 Nnn ∈  là m t giá tr  riêng c a ma tr n vuông S nào đó.ộ ị ủ ậ  

Ch ng minh r ng 2010, ứ ẳ
2010

1
 là các giá tr  riêng c a ma tr n ị ủ ậ nn SS −,  

t ng ng. ươ ứ
b. Cho hai ma tr n vuông c p n: ậ ấ ,)(

,1, njiijaA
=

= .)(
,1, njiijbB

=
= Ch ng minh r ngứ ằ  

tr(AB)=tr(BA). Tính tr(AB) khi bi t ế .BA T=
c. Tìm tr  riêng và vect  riêng c a ma tr n sau:ị ơ ủ ậ



















−

−

=

1312

1167

0051

0022

S . 

Câu 4 (5 đi m).ể   
a. Cho đa  th c ứ ....1)( 20102009200820075432 xxxxxxxxxxf ++−+++−++−=   
Ch ng minh r ng đa th c ứ ằ ứ 2010)()( xxfxg −=  chia h t cho đa th c ế ứ .1)( 2xxxh +−=  Tìm 
đa th c th ng q(x) khi chia đa th c g(x) ứ ươ ứ
cho  đa th c h(x).ứ
b. Cho hai đa th c f(x) và g(x) v i h  s  th c. Ch ng minh r ng ứ ớ ệ ố ự ứ ằ

        )).(deg())(deg())().(deg( xgxfxgxf +≤
c. Xác đ nh đa th c b c ba f(x) bi t r ng f(-i)=i, f(i)=-i, f(0)=2, f(1)=7.ị ứ ậ ế ằ
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-------------------------------------------H t------------------------------------------ế
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