
Chương 1

Lý thuyết

1.1 Các định lý về giá trị trung bình

Định lý 1.1.1 (Fecmat). Cho hàm f xác định trên (a, b) và c ∈ (a, b). Nếu f đạt

cực trị địa phương tại c và f ′(c) tồn tại thì f ′(c) = 0.

Định lý 1.1.2 (Rolle). Cho hàm f liên tục trên [a, b] và khả vi trên (a, b). Nếu

f(a) = f(b) thì tồn tại c ∈ (a, b) sao cho f ′(c) = 0.

Định lý 1.1.3 (Lagrange). Cho hàm f liên tục trên [a, b] và khả vi trên (a, b).

Khi đó tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

f ′(c) =
f(a)− f(b)

a− b
.

Định lý 1.1.4 (Cauchy). Cho hai hàm số f và g liên tục trên [a, b], khả vi trên

(a, b). Khi đó tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

[f(b)− f(a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(c).

Định lý 1.1.5 (Darboux). Cho hàm f khả vi trên (a, b) và c, d ∈ (a, b). Khi đó

f ′ nhận mọi giá trị trung gian giữa f ′(c) và f ′(d).

1.2 Khai triển Taylor và quy tắc L’Hospital

Định lý 1.2.1. Nếu hàm số f : (a, b) → R có các đạo hàm đến cấp n − 1 trên

(a, b) và có đạo hàm cấp n tại điểm x0 ∈ (a, b) thì với h đủ nhỏ ta có

f(x0 + h) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
h +

f ′′(x0)

2!
h2 + . . . +

f (n)(x0)

n!
hn + o(hn).

Phần dư o(hn) được gọi là phần dư Peano.
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Định lý 1.2.2. Cho hàm f xác định trên [a, b] và x0 là một điểm cố định trên

[a, b]. Giả sử f có đạo hàm đến cấp n liên tục trên [a, b] và có đạo hàm cấp n + 1

trên khoảng (a, b). Khi đó với mỗi x ∈ [a, b], tồn tại c nằm giữa x và x0 sao cho

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + . . . +

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1.

Biểu thức

Rn =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1

được gọi là phần dư trong công thức khai triển Taylor (đến bậc n + 1) của hàm

f tại x0. Phần dư này được gọi là phần dư dạng Lagrange.

Đặt h = x− x0 và gọi θ ∈ (0, 1) là số sao cho c = x0 + θh ta có

f(x0 +h) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
h+

f ′′(x0)

2!
h2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
hn +

f (n+1)(x0 + θh)

(n + 1)!
hn+1.

Nếu hàm f thỏa mãn các giả thiết trong định lý trên thì tồn tại số c′ nằm giữa

x và x0 sao cho

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+. . .++

f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+
f (n+1)(c′)

(n + 1)!
(x−x0)(x−c′)n.

Biểu thức

R′
n =

f (n+1)(c′)

(n + 1)!
(x− x0)(x− c′)n

được gọi là phần dư dạng Cauchy. Hiển nhiên là

Rn = R′
n.

Đặt h = x− x0 và gọi θ′ ∈ (0, 1) sao cho x = x0 + θ′h ta có

f(x0 + h) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
h + . . . +

f (n)(x0)

n!
hn +

f (n+1)(x0 + θ′h)

(n + 1)!
(1− θ′)nhn+1.

Định lý 1.2.3. Giả sử f và g là hai hàm số xác định và có đạo hàm hữu hạn

trên (a, b) \ {x0}, x0 ∈ (a, b). Nếu

1. lim
x→x0

f(x) == lim
x→x0

g(x) = 0,

2. lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= L (L ∈ R hoặc L = ±∞),

thì lim
x→x0

f(x)

g(x)
= L.

Với những giả thiết thích hợp, quy tắc này cũng đúng cho giới hạn một phía,

giới hạn ở vô tận, và giới hạn có dạng vô định
∞
∞

.
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1.3 Mối liên hệ giữa nguyên hàm và tích phân xác

định

Giả sử f là một hàm khả tích trên [a, b]. Khi đó với mỗi x ∈ [a, b], f khả tích trên

[a, b] và ta xác định được hàm số

F : [a, b] −→ R

x 7−→
x∫

a

f(t)dt.

Nếu f là hàm số liên tục trên [a, b] thì f khả tích trên [a, b] và khi đó F là một

nguyên hàm của f trên [a, b], nghĩa là với mỗi x ∈ [a, b],

( x∫
a

f(t)dt

)′

= f(x).

Nếu f là hàm liên tục trên [a, b], α, β là những hàm khả vi trên [a, b] và nhận giá

trị thuộc đoạn [a, b]. Khi đó với mỗi x ∈ [a, b] ta có

( α(x)∫
β(x)

f(t)dt

)′

= f
(
α(x)

)
α′(x)− f

(
β(x)

)
β′(x).
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Chương 2

Bài tập

2.1 Các định lý giá trị trung bình

Bài 1: Cho f : [−π/2, π/2] → [−1, 1] là một hàm khả vi có đạo hàm liên tục và

không âm. Chứng minh rằng tồn tại x0 ∈ (−π/2, π/2) sao cho

(f(x0))
2 + (f ′(x0))

2 ≤ 1.

Giải:

Xét hàm số g(x) = arcsin(f(x)). Khi đó g : [−π/2, π/2] → [−π/2, π/2] là một

hàm liên tục trên [−π/2, π/2] và nếu f(x) 6= ±1 thì g khả vi tại x và

g′(x) =
f ′(x)√

1− (f(x))2
.

Nếu tồn tại x0 ∈ (−π/2, π/2) sao cho f(x0) = 1 hay f(x0) = −1 thì x0 là cực trị

địa phương của hàm f nên theo định lý Fermat, f ′(x0) = 0. Do đó ta có

(f(x0))
2 + (f ′(x0))

2 = 1.

Nếu f(x) 6= ±1 với mọi x ∈ (−π/2, π/2) thì g thỏa mãn các điều kiện của định

lý Lagrange trên [−π/2, π/2] nên tồn tại x0 ∈ (−π/2, π/2) sao cho

g(
π

2
)− g(−π

2
) =

f ′(x0)√
1− (f(x0))2

(
π

2
− (−π

2
)).

Để ý rằng vì vế phải là không âm nên vế trái cũng không âm. Ngoài ra vế trái

không vượt quá π. Vậy ta có bất đẳng thức sau đây

0 ≤ f ′(x0)√
1− (f(x0))2

(π) ≤ π.

Từ đó ta nhận được

(f(x0))
2 + (f ′(x0))

2 ≤ 1.
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Bài 2: Cho hàm f liên tục trên [a, b] (a > 0), khả vi trên (a, b). Chứng minh rằng

tồn tại x1, x2, x3 ∈ (a.b) sao cho

f ′(x1) = (a + b)
f ′(x2)

4x2
+ (a2 + ab + b2)

f ′(x3)

6x3
.

Giải: Áp dụng định lý Lagrange cho hàm f trên [a, b] ta có x1 ∈ (a, b) sao cho

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(x1).

Áp dụng định lý Cauchy cho hàm f và hàm x 7−→ x2 ta có x2 ∈ (a, b) sao cho

f(b)− f(a)

b2 − a2
=

f ′(x2)

2x2

hay

f ′(x1) = (a + b)
f ′(x2

2x2
.

Áp dụng định lý Cauchy cho hàm f và hàm x 7−→ x3 ta có x3 ∈ (a, b) sao cho

f(b)− f(a)

b3 − a3
=

f ′(x3)

3x2
3

hay

f ′(x1) = (a2 + ab + b2)
f ′(x3)

3x2
3

.

Từ các kết quả trên ta có x1, x2, x3 ∈ (a, b) sao cho

f ′(x1) = (a + b)
f ′(x2)

4x2
+ (a2 + ab + b2)

f ′(x3)

6x2
3

.

Bài 3: Cho hàm f : (−∞, +∞) −→ (−∞, +∞) khả vi đến cấp n + 1 tại mỗi

điểm của (−∞, +∞) và (a, b) ∈ R2, a < b, sao cho

ln

(
f(b) + f ′(b) + . . . + f (n)(b)

f(a) + f ′(a) + . . . + f (n)(a)

)
= b− a.

Khi đó tồn tại c ∈ (a, b) sao cho f (n+1)(c) = f(c).

Giải: Xét hàm

F (x) =
(
f(x) + f ′(x) + . . . + f (n)(x))e−x, x ∈ [a, b].

Ta có F (a) = F (b) và với mỗi x ∈ [a, b], F ′(x) = e−x
(
fn+1 − f(x)

)
. Theo định lý

Lagrange, tồn tại c ∈ (a, b) sao cho F ′(c) = 0, tức là f (n+1)(c)− f(c) = 0.
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Bài 4: Cho hàm f ∈ C2
(
[0, +∞)

)
(tức f khả vi liên tục đến cấp 2 trên [0, +∞)).

Với mỗi (a1, a2, a3) ∈ R3, xét hàm số

F (x) =

f(x) nếu x ≥ 0,

a1f(−x) + a2f(−2x) + a3f(−3x) nếu x < 0.

Chứng minh rằng có thể chọn các số ak, k = 1, 2, 3 để F ∈ C2(R).

Hướng dẫn giải: Rõ ràng F khả vi liên tục đến cấp 2 trên (−∞, 0) và (0, +∞).

Để F ∈ C2(R) thì chỉ cần F khả vi liên tục đến cấp 2 tại 0 là xong.

Ta có

F liên tục tại 0 ⇔ lim
x→0+

F (x) = lim
x→0−

F (x) = F (0)

⇔ lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

[
a1f(−x) + a2f(−2x) + a3f(−3x)

]
= f(0)

⇔ (a1 + a2 + a3)f(0) = f(0).

Điều đó được thỏa mãn nếu ta chọn các số a1, a2, a3 sao cho

a1 + a2 + a3 = 1.

Khi đó ta có

F ′
+(0) = f ′+(0) và F ′

−(0) = (−a1 − 2a2 − 3a3)f
′
+(0).

F sẽ có đạo hàm tại 0 nếu các số a1, a2, a3 thỏa thêm điều kiện

−a1 − 2a2 − 3a3 = 1.

Lúc đó hàm F ′ được xác định như sau

F ′(x) =


f ′(x) nếu x > 0,

f ′+(0) nếu x = 0,

−a1f
′(−x)− 2a2f

′(−2x)− 3a3f
′(−3x) nếu x < 0.

F ′′
+(0) = f ′′+(0) và F ′′

−(0) = (a1 + 4a2 + 9a3)f
′′
+(0).

Do đó F sẽ có đạo hàm cấp 2 tại 0 nếu các số a1, a2, a3 thỏa thêm điều kiện

a1 + 4a2 + 9a3 = 1.

Khi đó

F ′′(x) =


f ′′(x) nếu x > 0,

f ′′+(0) nếu x = 0,

a1f
′(−x) + 4a2f

′(−2x) + 9a3f
′(−3x) nếu x < 0.
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là một hàm liên tục.

Tóm lại F khả vi liên tục đến cấp 2 tại 0 (và do đó thuộc C2(R)) nếu (a1, a2, a3)

là nghiệm của hệ phương trình
a1 + a2 + a3 = 1

−a1 − 2a2 − 3a3 = 1

a1 + 4a2 + 9a3 = 1

Giải hệ này ta được ...

Bài 5: Cho hàm f : R → R khả vi 2 lần và thỏa mãn f(0) = 2, f ′(0) = −2 và

f(1) = 1. Chứng minh rằng tồn tại một số c ∈ (0, 1) sao cho

f(c)f ′(c) + f ′′(c) = 0.

Giải: Xét hàm số

g(x) =
1

2
f 2(x) + f ′(x), x ∈ R.

Ta có g(0) = 0 và với mỗi x,

g′(x) = f(x)f ′(x) + f ′′(x).

Theo định lý Rolle, ta chỉ cần chứng minh tồn tại η ∈ (0, 1) sao cho g(η) = 0 thì

suy ra ngay sự tồn tại của c theo yêu cầu của bài ra. Ta xét hai trường hợp sau:

a) f(x) 6= 0 với mọi x ∈ [0, 1].

Khi đó đặt

h(x) =
x

2
− 1

f(x)
, x ∈ [0, 1],

ta có hàm h xác định trên [0, 1] và h′ =
g

f 2
. Vì h(0) = h(1) = −1

2
nên áp

dụng định lý Rolle cho hàm h, tồn tại η ∈ (0, 1) sao cho h′(η) = 0. Do đó

g(η) = f 2(η)h′(η) = 0.

b) Tồn tại x ∈ [0, 1] sao cho f(x) = 0.

Khi đó ta gọi

z1 = inf{x ∈ [0, 1] : f(x) = 0} và z2 = sup{x ∈ [0, 1] : f(x) = 0}.

Từ tính liên tục của hàm f và tính chất của inf và sup ta có f(z1) = f(z2) = 0. Do

đó 0 < z1 ≤ z2 < 1. Ngoài ra cũng dễ thấy f(x) > 0 với mọi x ∈ [0, z1) ∪ (z2, 1].

Từ đó suy ra

g(z1) = f ′(z1) ≤ 0 và g(z2) = f ′(z2) ≥ 0,
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do đó tồn tại η ∈ [z1, z2] ⊂ (0, 1) sao cho g(η) = 0. Vậy ta có điều phải chứng

minh.

Bài 6: Cho f : [0, 1] → R thỏa mãn

a. f tăng trên [0, 1],

b. f khả vi trên (0, 1] và f ′ giảm trên (0, 1]. Xét dãy (xn)n được xác định bởi

xn =
1

12
f ′(

1

1
) +

1

22
f ′(

1

2
) + . . . +

1

n2
f ′(

1

n
), n ∈ N.

Chứng minh rằng dãy (xn)n hội tụ.

Giải: Vì f tăng trên [0, 1] nên f ′(x) ≥ 0 với mọi x ∈ (0, 1]. Do đó với mỗi n ∈ N,

ta có

xn+1 − xn =
1

(n + 1)2
f ′(

1

n + 1
) ≥ 0.

Vậy dãy (xn)n là một dãy tăng. Để chứng minh (xn)n hội tụ ta chỉ cần chứng

minh (xn)n bị chặn.

Với mỗi k ∈ N, áp dụng định lý Lagrange cho hàm f trên
[

1
k+1

, 1
k

]
ta có

f(
1

k
)− f(

1

k + 1
) = f ′(θk)

1

k(k + 1)
,

với θk ∈
[

1
k+1

, 1
k

]
. Vì f ′ không âm và giảm trên (0, 1] nên từ đây suy ra

f(
1

k
)− f(

1

k + 1
) ≥ f ′(

1

k
)

1

k(k + 1)
.

Do đó
1

k2
f ′(

1

k
) =

k + 1

k
f ′(

1

k
)

1

k(k + 1)
≤ 2

[
f(

1

k
)− f(

1

k + 1
)
]
.

Lần lượt thay k bởi 1, 2, ..., n rồi cộng vế theo vế n bất đẳng thức đó ta được

xn ≤ 2

[
f(1)− f(

1

n + 1
)

]
.

Vì f tăng trên [0, 1] nên f( 1
n+1

) ≥ f(0). Do đó

xn ≤ 2 [f(1)− f(0)] .

Ngoài ra để ý rằng xn ≥ 0 với mỗi n ∈ N. Vậy (xn)n là một dãy tăng và bị chặn

nên hội tụ.

Chú ý:

1. Nếu thay giả thiết f ′ tăng bằng giả thiết f ′ giảm thì kết luận ở trên có còn

đúng không?

2. Hàm số f(x) = x, x ∈ [0, 1] là một hàm thỏa mãn bài toán trên.
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Bài 7: Cho hàm f liên tục trên [0, 1], khả vi trên (0, 1) có thể trừ ra các điểm

thuộc tập {0} ∪ { 1
n

: n ∈ N}. Chứng minh rằng tồn tại các dãy giảm ngặt (αn)n,

(cn)n chứa trong khoảng (0, 1) sao cho

lim
n→∞

n∑
k=1

αkf
′(ck) = f(1)− f(0).

Giải: Với mỗi k ∈ N, áp dụng định lý Lagrange cho hàm f trên đoạn
[

1
k+1

, 1
k

]
,

tồn tại ck ∈
(

1
k+1

, 1
k

)
sao cho

f(
1

k
)− f(

1

k + 1
) = f ′(ck)

1

k(k + 1)
.

Đặt αk = 1
k(k+1)

, ta được

f(
1

k
)− f(

1

k + 1
) = f ′(ck)αk.

Từ đó ta nhận được

n∑
k=1

αkf
′(ck) = f(1)− f(

1

n + 1
).

Vì f liên tục tại 0 nên khi qua giới hạn hai vế của đẳng thức trên ta nhận được

lim
n→∞

n∑
k=1

αkf
′(ck) = f(1)− f(0).

Ngoài ra dễ thấy các dãy số (αn)n, (cn)n chứa trong khoảng (0, 1) và giảm ngặt.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Chú ý:

1. Vì
∑n

k=1 αk = 1− 1
n+1

nên lim
n→∞

∑n
k=1 αk = 1.

2. Hàm f thỏa mãn các tính chất nêu trong bài toán trên một cách không tầm

thường có thể được xác định như sau:

Lấy g là một hàm liên tục trên [0, 1]. Vì [0, 1] = {0}
⋃ ∞⋃

n=1
( 1

n+1
, 1

n
] nên ta xác định

được hàm f bằng cách đặt

f(x) =


f(

1

n
) nếu x =

1

n
,

anx + bn nếu x ∈
(

1

n + 1
,
1

n

)
,

f(0) nếu x = 0.

trong đó an, bn được chọn sao cho
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
an

n
+ bn = f(

1

n
),

an

n + 1
+ bn = f(

1

n + 1
).

Bài 8: Cho g là một hàm khả vi liên tục trên đoạn [a, b], f là một hàm khả vi

trên đoạn [a, b] và f(a) = 0. Giả sử có số λ > 0 sao cho

|g′(x)f(x) + f ′(x)| ≤ λ|f(x)|,

với mọi x ∈ [a, b]. Chứng minh rằng f = 0 trên đoạn [a, b].

Giải: Giả sử rằng có c ∈ (a, b] sao cho f(c) 6= 0. Không mất tính tổng quát ta giả

sử f(c) > 0. Vì f liên tục trên đoạn [a, b] nên tồn tại d ∈ (a, c) sao cho f(d) = 0

và f(x) > 0 với mọi x ∈ (d, c]. Với x ∈ (d, c] ta có

g′(x) +
f ′(x)

f(x)
− λ ≤ 0,

nên hàm số F (x) = g(x) + ln f(x) − λx không tăng trên (d, c]. Do đó với mỗi

x ∈ (d, c],

g(x) + ln f(x)− λx ≥ g(c) + ln f(c)− λc,

hay là

f(x) ≥ eλx−λc+g(c)−g(x)f(c).

Vì f và g′ liên tục tại d nên ta nhận được

0 = f(d) = lim
x→d+

f(x) ≥ eλd−λc+g(c)−g(d)f(c) > 0.

Mâu thuẫn trên chứng tỏ f = 0 trên đoạn [a, b].

Chú ý

1. Lấy g(x) = 1 với mọi x ∈ [a, b] thì ta được một trường hợp riêng của bài toán

trên: Cho f là một hàm khả vi trên đoạn [a, b] và f(a) = 0. Giả sử có số λ > 0

sao cho

|f ′(x)| ≤ λ|f(x)|,

với mọi x ∈ [a, b]. Chứng minh rằng f = 0 trên đoạn [a, b].

Một cách chứng minh khác như sau: Giả sử có c ∈ (a, b] sao cho f(c) 6= 0. Không

mất tính tổng quát ta giả sử f(c) > 0. Vì f liên tục trên đoạn [a, b] nên tồn tại

d ∈ (a, c) sao cho f(d) = 0 và f(x) > 0 với mọi x ∈ (d, c]. Với x ∈ (d, c) ta có

| ln f(c)− ln f(x)| =
∣∣∣∣f ′(θx)

f(θx)

∣∣∣∣ (c− x) ≤ λ(c− x),
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với θx ∈ (c, x). Qua giới hạn hai vế khi x → d+ ta nhận được mâu thuẫn. Mâu

thuẫn đó chứng tỏ f = 0 trên đoạn [a, b].

2. Một bài toán tương tự với giả thiết nhẹ hơn được phát biểu như sau:

Cho g là một hàm bị chặn trên đoạn [a, b], f là một hàm khả vi trên đoạn

[a, b] và f(a) = 0. Giả sử có số λ > 0 sao cho

|g(x)f(x) + f ′(x)| ≤ λ|f(x)|,

với mọi x ∈ [a, b]. Chứng minh rằng f = 0 trên đoạn [a, b].

Bài 9: Cho f là một hàm khả vi trên [0, 1] sao cho

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0.

Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (0, 1) sao cho f ′(c) =
f(c)

c
.

Hướng dẫn giải: Đặt

F (x) =


f(x)

x
nếu x ∈ (0, 1],

0 nếu x = 0.

Khi đó F là một hàm liên tục trên [0, 1], khả vi trên (0, 1]. Nếu có x ∈ (0, 1] sao

cho f(x) = 0 thì F (x) = 0 và từ định lý Rolle ta có ngay điều phải chứng minh.

Do đó sau đây ta coi f(x) 6= 0 với mọi x ∈ (0, 1]. Hơn nữa do f liên tục nên ko

mất tính tổng quát ta giả sử f(x) > 0 với mọi x ∈ (0, 1]. Khi đó

F ′(1) = −f(1) = lim
x→1−

F (x)− F (1)

x− 1
< 0

nên tồn tại δ ∈ (0, 1) sao cho F (x) > F (1) với mọi x ∈ (δ, 1). Ngoài ra F (1) >

F (0) = 0, ta suy ra F đạt giá trị nhỏ nhất tại c ∈ (0, 1). Vậy F ′(c) = 0 và ta

nhận được điều phải chứng minh.

Chú ý: Bài toán tổng quát của bài trên là: Cho (a, b) ∈ R2 sao cho a < b,

f : [a, b] → R khả vi sao cho f ′(a) = f ′(b). Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (a, b)

sao cho f(c)− f(a) = f ′(c)(c− a).

Bài 10: Cho f là một hàm khả vi đến cấp 2 trên R và f ′′(x) ≥ f(x) với mọi

x ∈ R. Giả sử a < b và f(a) = f(b) = 0. Chứng minh rằng f(x) ≤ 0 với mọi

x ∈ [a, b].
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Hướng dẫn giải: Giả sử tồn tại x ∈ (a, b) sao cho f(x) > 0. Khi đó hàm f đạt

giá trị lớn nhất tại x0 ∈ (a, b) và

f(x0) > 0, f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0.

Vì

f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f ′(x)

x− x0
> 0

nên có α ∈ (a, x0) sao cho f ′(x) < 0 với mọi x ∈ (α, x0). Từ đó suy ra

f(α) > f(x0) = max
x∈[a,b]

f(x).

Mâu thuẫn này chứng tỏ f ′′(x) < 0 với mọi x ∈ [a, b].

Bài 11: Cho hàm f liên tục trên [a, +∞), khả vi trên (a, +∞) sao cho f(a) < 0,

f ′(x) > k > 0 với mọi x > a (k là hằng số dương). Chứng ming rằng tồn tại

c ∈
(
a, a− f(a)

k

)
sao cho f(c) = 0.

Gợi ý: Sử dụng định lý Lagrange với chú ý f tăng ngặt.

Bài 12: Giả sử f : R → R là một hàm số tăng và f(0) = 0, f ′′(x) < 0 với mọi

x ∈ R. Chứng minh rằng nếu a, b, c là độ dài 3 cạnh của một tam giác thì f(a),

f(b), f(c) cũng là độ dài của 3 cạnh của một tam giác nào đó.

Bài 13: Cho hàm f khả vi trên (a, b) (kể cả trường hợp a thay bởi −∞, b thay

bởi +∞) sao cho

lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x).

Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (a, b) sao cho f ′(c) = 0.

Bài 14: Cho hàm f khả vi trên [a, b] sao cho

(i) f(a) = f(b) = 0,

(ii) f ′(a) = f ′+(a) > 0, f ′(b) = f ′−(b) > 0.

Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (a, b) sao cho f(c) = 0 và f ′(c) ≤ 0.

2.2 Khai triển Taylor và quy tắc L’Hospital

Bài 1: Cho f : [−1, 1] −→ R là một hàm khả vi đến cấp 3 và thỏa mãn điều kiện

f(−1) = f(0) = 0, f(1) = 1 và f ′(0) = 0. Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (−1, 1)

sao cho f ′′′(c) ≥ 3.
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Tìm một hàm f thỏa các điều kiện nêu trên sao cho f ′′′(x) = 3 với mọi

x ∈ [−1, 1].

Giải: Với mỗi x ∈ [−1, 1], theo công thức khai triển Taylor (Maclaurin) tồn tại

c(x) nằm giữa 0 và x sao cho

f(x) = f(0) + f ′(0)x +
f ′′(0)

2
x2 +

f ′′′(c(x))

6
x3.

Từ đó suy ra có c1 ∈ (−1, 0), c2 ∈ (0, 1) sao cho

0 = f(−1) =
1

2
f ′′(0)− f ′′′(c1)

6
và 1 = f(1) =

1

2
f ′′(0) +

f ′′′(c2)

6
.

Ta nhận được f ′′′(c1) + f ′′′(c2) = 6, do đó f ′′′(c1) ≥ 3 hoặc f ′′′(c2) ≥ 0. Vậy luôn

tồn tại c ∈ (−1, 1) sao cho f ′′′(c) ≥ 3.

Nếu f ′′′(x) = 3 với mọi x ∈ [−1, 1] thì ta phải có

f(x) =
f ′′(0)

2
+

3

6
x3.

Kết hợp với các điều kiện khác của f ta được hàm

f(x) =
1

2
(x3 + x2), x ∈ [−1, 1]

là hàm thỏa mãn điều kiện bài ra.

Bài 2: Cho hàm f khả vi đến cấp n trong lân cận của 0 và f (n+1)(0) tồn tại và

khác không. Với mỗi h (đủ bé để f xác định tại h) gọi θ(h) ∈ (0, 1) là số được

xác định bởi khai triển

f(h) = f(0) + hf ′(0) + . . . +
hn−1

(n− 1)!
f (n−1)(0) +

hn

n!
f (n)(θ(h)h).

Chứng minh rằng lim
h→0

θ(h) =
1

n + 1
.

Giải: Áp dụng khai triển Taylor với phần dư Peano tại x = 0 ta có

f(h) = f(0) + hf ′(0) + . . . +
hn

n!
f (n)(0) +

hn+1

(n + 1)!
f (n+1)(0) + o(hn+1).

Trừ vế theo vế của đẳng thức đã cho và đẳng thức trên ta có

f (n)(θ(h)h)− f (n)(0)

h
=

f (n+1)(0)

n + 1
+

o(h)

h
.

Do đó

θ(h) =

f (n+1)(0)

n + 1
+

o(h)

h
f (n)(θ(h)h)− f (n)(0)

θ(h)h

.
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Qua giới hạn khi h → 0 với lưu ý rằng f (n+1)(0) tồn tại và khác không ta được

lim
h→0

θ(h) =
1

n + 1
.

Chú ý: Kết luận của bài toán vẫn còn đúng khi thay 0 bởi một số thực x bất kỳ

với các giả thiết f khả vi đến cấp n trong lân cận của x và f (n+1)(x) tồn tại và

khác không.

Bài 3: Cho f là một hàm số khả vi vô hạn lần trên (−1
2
, 5

4
) sao cho phương

trình f(x) = 0 có vô số nghiệm trên
[

1
4
, 1

2

]
và sup

x∈(0,1)

|f (n)(x)| = O(n!) khi n →∞.

Chứng minh rằng f(x) = 0 với mọi x ∈ (−1
2
, 5

4
).

Hướng dẫn giải: Theo định lý Bolzano - Weierstrass tồn tại dãy (xn)n các

nghiệm phân biệt của phương trình f(x) = 0 hội tụ về x0 ∈
[

1
4
, 1

2

]
. Vì f liên tục

nên f(x0) = 0. Theo định lý Rolle, giữa hai nghiệm của f có ít nhất 1 nghiệm

của f ′. Do f ′ liên tục nên f ′(x0) = 0. Bằng quy nạp ta được f (k)(x0) = 0 với

mọi k ∈ N. Theo công thức Taylor, với mỗi n ∈ N và x ∈ (−1
2
, 5

4
), tồn tại

θ = θ(n, x) ∈ (0, 1) để

f(x) =
f (n)(x0 + θ(x− x0))

n!
(x− x0)

n.

Bây giờ vì sup
x∈(0,1)

|f (n)(x)| = O(n!) khi n →∞ nên tồn tại M > 0 sao cho

|f(x)| ≤ M |x− x0|n.

Vì x0 ∈
[

1
4
, 1

2

]
nên với mọi x ∈ (−1

2
, 5

4
) ta có |x− x0| < 1, từ đó ta được f(x) = 0.

Chú ý: Bài toán tổng quát: Cho f là một hàm số khả vi vô hạn lần trên (a, b) sao

cho phương trình f(x) = 0 có vô số nghiệm trên [c, d] ⊂ (c, d) và sup
x∈(a,b)

|f (n)(x)| =

O(n!) khi n →∞. Chứng minh rằng f = 0 trên một khoảng con mở của (a, b).

Bài 4: Cho số thực a > 0 và số nguyên m > 0. Chứng minh bất đẳng thức sau

đúng với bất kỳ x ≥ 0:

m
√

am + x ≥ a +
x

mam−1
+

(1−m)x2

2m2a2m−1
.

Hướng dẫn giải: Khai triển Taylor hàm số f(x) = m
√

am + x, x ∈ [0, +∞) tại 0

đến cấp 2.
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Bài 5: Cho hàm f thỏa mãn

(i) f khả vi vô hạn trên R,

(ii) Tồn tại L > 0 sao cho |f (n)(x)| ≤ L với mọi x ∈ R và mọi n ∈ N,

(iii) f( 1
n
) = 0 với mọi n ∈ N.

Chứng minh rằng f = 0 trên R.

Gợi ý: Chứng minh f (k)(0) = 0 với mọi k ∈ N rồi sau đó sử dụng khai triển

Taylor của hàm f tại 0.

Bài 6: Cho f là một hàm khả vi trên R sao cho với mỗi k = 0, 1, 2,

Mk = sup{|f (k)(x) : x ∈ R} < ∞.

Chứng minh rằng M1 ≤
√

2M0M2.

Hướng dẫn giải: Với h > 0 và x ∈ R, có θ1, θ2 ∈ (0, 1) sao cho

f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + f ′′(x + θ1h)
h2

2

và

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h + f ′′(x− θ2h)
h2

2
.

Từ đó ta nhận được

f ′(x) =
1

2h

(
f(x + h)− f(x− h)

)
− h

4

(
f ′′(x + θ1h)− f ′′(x− θ2h)

)
.

Do đó

|f ′(x)| < M0

h
+

h

2
M2

với h > 0. Dùng bất đẳng thức Cauchy ta có điều phải chứng minh. Đẳng thức

nhận được khi h =
√

2M0

M2
.

Bài 7: Cho f là hàm khả vi đến cấp 2 trên (0, +∞) và f ′′ bị chặn. Chứng minh

rằng nếu lim
x→+∞

f(x) = 0 thì lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

Hướng dẫn giải: Vì f ′′ bị chặn nên tồn tại M > 0 để |f ′′(x)| ≤ M với mọi

x ∈ (0, +∞). Với x, h ∈ (0, +∞) ta có θ ∈ (0, 1) sao cho

f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + f ′′(x + θh)
h2

2
.

Từ đó suy ra

|f ′(x)| ≤ |f(x + h)− f(x)|
h

+
Mh

2
.
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Vì lim
x→+∞

f(x) = 0 nên với ε > 0 cho trước tồn tại x0 > 0 sao cho với mỗi x ≥ x0

và h > 0,

|f ′(x)| ≤ 2ε2

Mh
+

Mh

2
.

Lấy h = ta được |f ′(x)| ≤ ε với mọi x ≥ x0. Do đó lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

Bài 8: Cho f là hàm khả vi liên tục đến cấp 2 trên (0, +∞) sao cho

lim
x→+∞

xf(x) = 0 và lim
x→+∞

xf ′′(x) = 0.

Chứng minh rằng lim
x→+∞

xf ′(x) = 0.

Gợi ý: Khai triển Taylor f(x + 1) tại x.

Bài 9: Cho f là một hàm khả vi trên (0, +∞). Chứng minh rằng

(i) Nếu lim
x→+∞

(
f(x) + f ′(x)

)
= L thì lim

x→+∞
f(x) = L.

(ii) Nếu lim
x→+∞

(
f(x) + 2

√
xf ′(x)

)
= L thì lim

x→+∞
f(x) = L.

Gợi ý:

(i) lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

exf(x)

ex
= lim

x→+∞

ex
(
f(x) + f ′(x)

)
ex

= L.

Bài 10: Chứng minh rằng nếu f ′′′(x) tồn tại thì

lim
h→0

f(x + 3h− 3f(x + 2h) + 3f(x + h)− f(x)

h3
= f ′′′(x).

2.3 Đạo hàm và tích phân

Bài 1: Cho f liên tục trên [a, b] và thỏa mãn điều kiện
b∫
a

f(x)dx = 0. Chứng

minh rằng

a) Nếu a ≥ 0 thì tồn tại c ∈ (a, b) sao cho
c∫
a

f(x)dx =
f(c)

c
.

b) Nếu a > 0 thì tồn tại c ∈ (a, b) sao cho 2007
c∫
a

f(x)dx = cf(c).

c) Với mỗi α 6= 0 cho trước, tồn tại c ∈ (a, b) sao cho
c∫
a

f(x)dx = αf(c).

Giải:

a) Xét hàm số F (x) = e
−x2

2

x∫
a

f(t)dt, x ∈ [a, b]. Rõ ràng f liên tục trên [a, b], khả

vi trên (a, b) và với mỗi x ∈ [a, b],

F ′(x) = −xe

−x2

2

x∫
a

f(t)dt + e

−x2

2 f(x).
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Mặt khác, theo giả thiết F (a) = F (b) = 0 nên theo định lý Rolle, tồn tại c ∈ (a, b)

sao cho F ′(c) = 0, tức là

−ce

−c2

2

c∫
a

f(t)dt + e

−c2

2 f(c) = 0.

Vì c > a ≥ 0 và e

−c2

2 > 0 nên từ đó ta có

c∫
a

f(x)dx =
f(c)

c
.

b) Lập luận tương tự a) bằng cách xét hàm số

F (x) =

x∫
a

f(t)dt

x2007
, x ∈ [a, b].

c) Lập luận tương tự a) bằng cách xét hàm

F (x) = e

−x

α

x∫
a

f(x)dx, x ∈ [a, b].

Bài 2: Cho f và g là các hàm số liên tục và dương trên [a, b]. Chứng minh rằng

với mọi số thực α tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

f(c)
c∫
a

f(x)dx
− g(x)

b∫
c

g(x)dx

= α.

Hướng dẫn giải:

Cách 1: Xét hàm số

F (x) =
f(x)

x∫
a

f(t)dt
− g(x)

b∫
x

f(t)dt

, x ∈ (a, b).

Dễ thấy rằng f liên tục trên (a, b), lim
x→a+

F (x) = +∞, lim
x→b−

F (x) = −∞. Sử dụng

tính chất nhận giá trị trung gian của hàm liên tục ta có điều phải chứng minh.

Cách 2: Xét hàm số

H(x) = e−αx

x∫
a

f(x)dx

b∫
x

g(x)dx, x ∈ [a, b]

và sử dụng định lý Rolle.
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Bài 3: Cho hàm số f liên tục trên [a, b]. Chứng minh rằng tồn tại x0 ∈ (a, b) sao

cho
b∫

c

f(x)dx = x0f(x0).

Hướng dẫn giải: Xét hàm số F (x) = x
b∫
x

f(t)dt, x ∈ [a, b], và sử dụng định lý

Rolle.

Bài 4: Cho hàm số f liên tục trên [a, b]. Chứng minh rằng với mọi α ∈ [0, 1], tồn

tại c ∈ [a, b] sao cho
c∫

a

f(x)dx = α

b∫
a

f(x)dx.

Giải: Đặt I =
b∫
a

f(x)dx và xét hàm số F (x) =
x∫
a

f(x)dx, x ∈ [a, b]. Ta thấy F

liên tục trên [a, b] và F (a) = 0, F (b) = I. Do αI là một giá trị trung gian giữa 0

và I nên tồn tại c ∈ [a, b] sao cho F (c) = αI, tức là

c∫
a

f(x)dx = α

b∫
a

f(x)dx.
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Ch−¬ng I
TÝnh liªn tôc cña hµm sè

Bµi 1.1. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R sao cho f(f(x)) = x víi mäi x ∈ R.
a) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n lu«n cã nghiÖm.
b) H·y t×m mét hµm tho¶ m·n ®iÒu kiÖn trªn nh−ng kh«ng ®ång nhÊt b»ng x trªn

R.
H−íng dÉn:

a) Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh f(x) = x v« nghiÖm trªn R, tøc lµ f(x) 6= x víi mäi x ∈ R.
V× hµm f liªn tôc nªn ta suy ra f kh«ng ®æi dÊu trªn R. Kh«ng mÊt tæng qu¸t, gi¶ sö
f(x) > x víi mäi x ∈ R. Khi ®ã: f(f(x)) > f(x) > x. §iÒu nµy mÉu thuÉn víi gi¶
thiÕt. VËy ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n cã nghiÖm.

b) DÔ thÊy hµm f(x) = 1− x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn f(f(x)) = x vµ kh«ng ®ång nhÊt
b»ng x.

Bµi 1.2. Cho f : [a, b] → [a, b] lµ mét hµm liªn tôc sao cho f(a) = a, f(b) = b vµ
f(f(x)) = x víi mäi x ∈ [a, b]. Chøng minh r»ng f(x) = x víi mäi x ∈ [a, b].
H−íng dÉn:

Tõ gi¶ thiÕt f(f(x)) = x ta dÔ dµng suy ra f lµ ®¬n ¸nh. KÕt hîp víi tÝnh liªn tôc
ta kÕt luËn ®−îc f lµ mét hµm ®¬n ®iÖu. H¬n n÷a, do f(a) = a < b = f(b) nªn f ®¬n
®iÖu t¨ng trªn [a, b].

NÕu tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) < xo hay f(xo) > xo th× f(f(xo)) < f(xo) <
xo hay f(f(xo)) > f(xo) > xo. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.

VËy f(x) = x víi mäi x ∈ [a, b].

Bµi 1.3. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n f(f(f(x))) = x víi mäi x ∈ R.
a) Chøng minh r»ng f(x) = x trªn R. H·y t×m bµi to¸n tæng qu¸t h¬n.
b) T×m mét hµm f x¸c ®Þnh trªn R tho¶ m·n f(f(f(x))) = x nh−ng f(x) kh«ng

®ång nhÊt b»ng x.
H−íng dÉn:

a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm f ®¬n ®iÖu ngÆt trªn R. NÕu f gi¶m ngÆt trªn R th×
f 2 t¨ng ngÆt trªn R. Do ®ã f 3 l¹i gi¶m ngÆt trªn R. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt
f(f(f(x))) = x.

B©y giê gi¶ sö f t¨ng ngÆt trªn R. NÕu tån t¹i xo ∈ R sao cho f(xo) > xo th× ta
suy ra f(f(xo)) > f(xo) > xo, vµ f(f(f(xo))) > f(xo) > xo. §iÒu nµy m©u thuÉn.

T−¬ng tù ta còng cã ®−îc ®iÒu m©u thuÉn nÕu f(xo) < xo. VËy f(x) = x víi mäi
x ∈ R.

Bµi to¸n tæng qu¸t: "Cho f liªn tôc trªn R vµ tho¶ m·n f 2n+1(x) = x víi mäi
x ∈ R. Chøng minh r»ng f(x) = x trªn R."

b) f(x) =





x nÕu x /∈ {1, 2, 3}
2 nÕu x = 1

3 nÕu x = 2

1 nÕu x = 3.

Bµi 1.4. Cho f lµ mét hµm liªn tôc vµ ®¬n ¸nh trªn (a, b). Chøng minh r»ng f lµ mét
hµm ®¬n ®iÖu ngÆt trªn (a, b).
H−íng dÉn:

Gi¶ sö f kh«ng ph¶i lµ hµm ®¬n ®iÖu ngÆt trªn (a, b), khi ®ã tån t¹i x1, x2, x3 thuéc
(a, b) sao cho x1 < x2 < x3 vµ
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{
f(x1) < f(x2)

f(x3) < f(x2)
hoÆc

{
f(x1) > f(x2)

f(x3) > f(x2)
.

Gi¶ sö

{
f(x1) < f(x2)

f(x3) < f(x2)
. §Æt m = max{f(x1), f(x3)}, M = f(x2).

Chän k ∈ [m,M ]. Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian, tån t¹i c1, c2 thuéc (a, b) sao cho:
x1 < c1 < x2 < c2 < x3 vµ f(c1) = f(c2) = k.

§iÒu nµy m©u thuÉn víi tÝnh ®¬n ¸nh cña f .

T−¬ng tù, nÕu

{
f(x1) > f(x2)

f(x3) > f(x2)
ta còng suy ra ®iÒu m©u thuÉn. VËy f lµ mét hµm

®¬n ®iÖu ngÆt trªn (a, b).

Bµi 1.5.Cho hµm sè f : [a, b] → [a, b] tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

|f(x)− f(y)| < |x− y| víi mäi x ∈ [a, b], x 6= y.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n lu«n cã duy nhÊt nghiÖm trªn [a, b].
H−íng dÉn:

§Æt ϕ(x) = f(x)− x. DÔ thÊy ϕ(x) liªn tôc trªn [a, b].
Ta cã: ϕ(a) = f(a) − a ≥ 0, ϕ(b) = f(b) − b ≤ 0 nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho

ϕ(xo) = f(xo)− xo = 0, tøc lµ f(xo) = xo.
NÕu tån t¹i x1, x2 thuéc [a, b], x1 6= x2 mµ f(x1) = x1, f(x2) = x2 th× ta suy ra:
|x1 − x2| =

∣∣f(x1)− f(x2)
∣∣ < |x1 − x2|, ®iÒu nµy lµ m©u thuÉn.

VËy ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n cã duy nhÊt nghiÖm trªn [a, b].

Bµi 1.6. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n mét trong hai ®iÒu kiÖn sau:
a) f lµ hµm ®¬n ®iÖu gi¶m trªn R.
b) f lµ mét hµm bÞ chÆn trªn R.
Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n lu«n cã nghiÖm. Trong mçi tr−êng

hîp, h·y xem ®iÒu kiÖn duy nhÊt nghiÖm cã ®−îc ®¶m b¶o kh«ng ?
H−íng dÉn:

a) §Æt ϕ(x) = f(x)− x th× ϕ liªn tôc trªn R. Víi mäi x > 0 ta cã

ϕ(x) = f(x)− x ≤ f(0)− x.

Víi mäi x < 0, ta cã ϕ(x) = f(x)− x ≥ f(0)− x.
Tõ ®ã suy ra lim

x→+∞
= −∞ vµ lim

x→−∞
= +∞.

Do ®ã, tån t¹i xo ∈ R ®Ó ϕ(xo) = 0, tøc lµ ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.
b) §Æt ϕ(x) = f(x)− x th× ϕ liªn tôc trªn R. Theo gi¶ thiÕt, f bÞ chÆn trªn R nªn

tån t¹i M > 0 sao cho víi mäi x ∈ R th× −M ≤ f(x) ≤ M.
Chän x1 ≥ M , khi ®ã ta cã

ϕ(x1) = f(x1)− x1 ≤ f(x1)−M ≤ 0.

Chän x2 ≤ −M , khi ®ã ta cã

ϕ(x2) = f(x2)− x2 ≥ f(x2) + M ≥ 0.

VËy tån t¹i xo ∈ R sao cho ϕ(xo) = 0, tøc lµ ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.
B¹n ®äc tù kiÓm tra ®iÒu kiÖn duy nhÊt nghiÖm.

Bµi 1.7. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R. Chøng minh r»ng nÕu ph−¬ng tr×nh
f(f(x)) = x cã nghiÖm th× ph−¬ng tr×nh f(x) = x còng cã nghiÖm.
H−íng dÉn:
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Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh f(x) = x v« nghiÖm trªn R. Do f liªn tôc trªn R nªn ta suy
ra ∀x ∈ R, f(x) < x hoÆc ∀x ∈ R, f(x) > x.

NÕu víi mäi x ∈ R, f(x) > x th× f(f(x)) > f(x) > x. §iÒu nµy m©u thuÉn víi
gi¶ thiÕt ph−¬ng tr×nh f(f(x)) = x cã nghiÖm.

T−¬ng tù, nÕu víi mäi x ∈ R, f(x) < x th× ta còng cã ®iÒu m©u thuÉn. VËy ph−¬ng
tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.

Bµi 1.8. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n

|f(x)| < |x| víi mäi x 6= 0.

a) Chøng minh r»ng f(0) = 0.
b) Chøng minh r»ng nÕu 0 < a < b th× tån t¹i K ∈ [0, 1) sao cho

|f(x) ≤ K|x|,∀x ∈ [a, b].

H−íng dÉn:
a) Ta cã: |f(0)| = lim

x→0
|f(x)| ≤ lim

x→0
|x| = 0. VËy f(0) = 0.

b) Víi mäi x ∈ [a, b], ®Æt g(x) =
f(x)

x
. Ta thÊy g liªn tôc trªn [a, b]. §Æt

K = sup
x∈[a,b]

∣∣f(x)

x

∣∣. V× |g| liªn tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] ®Ó

K = sup
x∈[a,b]

∣∣∣f(x)

x

∣∣∣ =
∣∣∣f(xo)

xo

∣∣∣ < 1.

Tõ ®ã dÔ thÊy r»ng |f(x) ≤ K.|x| víi mäi x ∈ [a, b].

Bµi 1.9. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R vµ tho¶ m·n mét trong ba ®iÒu kiÖn d−íi
®©y:

a) f(x) + f(2x) = 0, ∀ ∈ R.
b) f(x2) = f(x),∀x ∈ R.
c) f(x) = f(sin x), ∀x ∈ R.
Chøng minh r»ng f lµ hµm h»ng.

H−íng dÉn:
a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra f(x) = −f(2x) víi mäi x ∈ R. B»ng qui n¹p ta dÔ dµng

chøng minh ®−îc f(x) = (−1)nf(
x

2n
) víi mäi n ∈ N.

Chó ý r»ng tõ gi¶ thiÕt ta còng cã f(0) = 0. V× vËy

f(x) = lim
n→∞

(−1)nf(
x

2n
) víi mäi x ∈ R.

Ta cã
∣∣∣(−1)nf(

x

2n
)
∣∣∣ =

∣∣∣f(
x

2n
)
∣∣∣. V× f liªn tôc trªn R nªn lim

n→∞

∣∣∣f(
x

2n
)
∣∣∣ = |f(0)| =

0. Do ®ã f(x) = lim
n→∞

(−1)nf(
x

2n
) = 0 víi mäi x ∈ R.

b) Ta cã f(−x) = f(x) víi mäi x ∈ R.
MÆt kh¸c, víi mäi x > 0 ta cã

f(x) = f(x
1
2
) = f(x

1
4 ) = · · · = f(x

1
2n ), ∀n ∈ N.

Suy ra f(x) = lim
n→∞

f(x
1

2n ) = f(1) (do f liªn tôc trªn R).

V× f(−x) = f(x), víi mäi x ∈ R nªn f(x) = f(1) víi mäi x 6= 0.
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H¬n n÷a, do tÝnh liªn tôc cña hµm f , ta còng cã

f(0) = lim
n→∞

f(
1

n
) = lim

n→∞
f(1) = f(1).

Tãm l¹i, f(x) = f(1) víi mäi x ∈ R.
c) Víi mçi x ∈ R, ®Æt x1 = sin x, x2 = sin x1, · · · , xn+1 = sin xn. Khi ®ã, h·y

chøng minh r»ng (xn)n lµ d·y ®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn. Gäi a = →
n→∞

limxn; tõ ph−¬ng

tr×nh a = sin a ta suy ra a = 0.
Ta thÊy f(x) = f(xn) víi mäi n ∈ N. V× vËy

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(0).

T− ®ã, ta kÕt luËn ®−îc f(x) = f(0) víi mäi x ∈ R, tøc lµ f lµ hµm h»ng.

Bµi 1.10. Cho f lµ mét hµm kh«ng ©m, liªn tôc trªn [0, +∞) vµ lim
x→∞

f(x)

x
= k < 1.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, +∞) sao cho f(xo) = xo.
H−íng dÉn:

§Æt ϕ(x) = f(x)− x. Ta cã ϕ(0) = f(0) ≥ 0.

V× lim
x→∞

f(x)

x
= k < 1 nªn tån t¹i c > 0 sao cho víi mäi x ≥ c th×

f(x)

x
< 1. Suy

ra f(c) < c hay ϕ(c) = f(c)− c < 0.
VËy tån t¹i xo ∈ [0, c] ⊂ [0, +∞) sao cho ϕ(xo) = 0, tøc lµ f(xo) = xo.

Bµi 1.11. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, n], f(0) = f(n) (n ∈ N). Chøng minh r»ng
tån t¹i n cÆp (αi, βi), αi, βi ∈ [0, n], βi − αi ∈ N sao cho f(αi) = f(βi).
Lêi gi¶i:

Ta chøng minh b»ng qui n¹p. Râ rµng kh¼ng ®Þnh ®óng víi n = 1. Gi¶ sö r»ng nÕu
f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, n] sao cho f(0) = f(n), n ∈ N th× tån t¹i n cÆp (αi, βi)
tho¶ m·n βi − αi ∈ N, f(αi) = f(βi).

Ta chøng minh kh¼ng ®Þnh trªn ®óng víi n + 1. Gi¶ sö f(0) = f(n + 1).
XÐt hµm ϕ(x) = f(x + 1)− f(x), x ∈ [0, n].
Ta cã ϕ(0) + ϕ(1) + · · ·+ ϕ(n) = 0.
Do ®ã tån t¹i xo ∈ [0, n] sao cho ϕ(xo) = 0 hay f(xo + 1) = f(xo).
§Æt

h(x) =

{
f(x), x ∈ [0, xo]

f(x + 1), x ∈ (xo, n].

DÔ thÊy r»ng h liªn tôc trªn [0, n] vµ h(0) = h(n). Theo gi¶ thiÕt qui n¹p tån t¹i n
cÆp (αi, βi) tho¶ m·n {

h(αi) = h(βi)

βi − αi ∈ N.

§Æt αi = αi nÕu αi ∈ [0, xo]; βi = βi nÕu βi ∈ [0, xo],
αi = αi + 1 nÕu αi ∈ (xo, n]; βi = βi + 1 nÕu βi ∈ (xo, n].
Râ rµng 




f(αi) = f(βi)

βi − αi ∈ N
(αi, βi) 6= (xo, xo + 1), ∀i = 1, n.

§Æt αn+1 = xo, βn+1 = xo + 1. Ta cã ®iÒu cÇn chøng minh.
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Bµi 1.12. Cho f : (0, +∞) → (0, +∞) lµ mét hµm ®¬n ®iÖu t¨ng sao cho g(x) =
f(x)

x
lµ mét hµm ®¬n ®iÖu gi¶m. Chøng minh r»ng f liªn tôc trªn (0, +∞).

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.13. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a, +∞) vµ lim
x→+∞

f(x) = c.

a) Chøng minh r»ng f bÞ chÆn ë trªn [a, +∞).
b) Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn [a, +∞).
c) Gi¶ sö thªm r»ng c > f(a). Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [a, +∞) sao cho

f(xo) = inf{f(x) : x ∈ [a, +∞)}.
H−íng dÉn:

a) Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra tån t¹i b > a sao cho

|f(x)− c| ≤ 1 khi x > b.

Do ®ã |f(x)| ≤ 1 + |c| khi x > b.
V× f liªn tôc trªn [a, b] nªn f bÞ chÆn trªn [a, b]. Ta ®Æt M = sup

x∈[a,b]

|f(x)|.
Khi ®ã, |f(x)| ≤ max{M, 1 + |c|} víi mäi x ∈ [a, +∞).
b) Víi mäi ε > 0, tån t¹i xo > a sao cho

|f(x)− c| < ε/3, ∀x ≥ xo.

V× f liªn tôc trªn [a, xo] nªn f liªn tôc ®Òu trªn ®o¹n nµy, do ®ã tån t¹i δ > 0 sao
cho

|f(x)− f(y)| < ε

3
, ∀x, y ∈ [a, xo].

B©y giê lÊy x, y ∈ [a, +∞) tho¶ m·n |x− y| < δ. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t gi¶ sö
x < y.
* x, y ∈ [a, xo] : |f(x)− f(y)| < ε/3 < ε.

* x, y ≥ xo : |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− c|+ |f(y)− c| < 2ε

3
< ε.

* x ∈ [a, xo], y > xo : |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(xo)|+ f(xo)− f(y)| < 2ε

3
< ε.

VËy f liªn tôc ®Òu trªn [a, +∞).
c) V× f(a) < c nªn tån t¹i b > a sao cho f(x) > f(a) víi mäi x ≥ b. Hµm f liªn

tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) = inf
x∈[a,b]

f(x).

Râ rµng f(xo) ≤ f(a) < f(x) víi mäi x ≥ b. V× vËy ta cã

f(xo) = inf
x∈[a,+∞)

f(x).

Bµi 1.14. Cho f, g : [0, 1] → [0, 1] lµ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m·n f(g(x)) = g(f(x)) víi
mäi x ∈ [0, 1].

a) Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho f(xo) = g(xo).
b) KÕt luËn cßn ®óng kh«ng nÕu thay [0, 1] bëi R?

H−íng dÉn:
a) Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh f(x) = g(x) v« nghiÖm. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã

thÓ gi¶ sö f(x) > g(x) víi mäi x ∈ [0, 1]. Khi ®ã tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho

m = inf
x∈[0,1]

{f(x)− g(x)} = f(xo)− g(xo) > 0.
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Do ®ã f(x) ≥ g(x) + m, ∀x ∈ [0, 1]. VËy f(g(x)) ≥ g(g(x)) + m, ∀x ∈ [0, 1]. Ta
suy ra f(f(x))−m ≥ g(f(x)) ≥ g(g(x)) + m, ∀x ∈ [0, 1].

V× vËy f(f(x)) ≥ g(g(x)) + 2m.
B»ng c¸ch lËp l¹i qu¸ tr×nh nµy ta suy ra

f(f(· · · f(x)) · · · )︸ ︷︷ ︸
k lÇn

≥ g(g(· · · g(x)) · · · )︸ ︷︷ ︸
k lÇn

+k.m, ∀k ∈ N.

Suy ra k.m ≤ 1, víi mäi k ∈ N. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn. VËy cã xo ∈ [0, 1] sao
cho f(xo) = xo.

b) KÕt luËn kh«ng cßn ®óng nÕu thay [0, 1] bëi R. Ch¼ng h¹n lÊy f(x) = x, g(x) =
ex.

Bµi 1.15. Cho f, g : [0, 1] → [0, 1] lµ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m·n f(g(x)) = g(f(x)) víi
mäi x ∈ [0, 1]. Gi¶ sö f lµ mét hµm ®¬n ®iÖu. Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao
cho f(xo) = g(xo) = xo.
H−íng dÉn:

V× g liªn tôc nªn tån t¹i a ∈ [0, 1] sao cho g(a) = a. §Æt x1 = f(a), x2 =
f(x1), · · · , xn = f(xn−1) víi mäi n ∈ N. Khi ®ã (xn)n lµ mét d·y ®¬n ®iÖu vµ bÞ
chÆn. V× vËy tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho xo = lim

x→∞
xn. Do hµm f liªn tôc nªn ta còng

cã f(xo) = xo (chó ý r»ng xn = f(x(n−1)).
MÆt kh¸c g(xo) = g(f(xo)) = f(g(xo)) = f

(
g( lim

x→∞
xn)

)
= lim

x→∞
f(g(xn)).

DÔ thÊy r»ng g(xn) = xn víi mäi n. Do ®ã

g(xo) = lim
x→∞

f(g(xn)) = lim
x→∞

f(xn) = f(xo) = xo.

Bµi 1.16. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n

f(x + h)− 2f(x) + f(x− h) → 0 (h →∞) (∗)
víi mäi x ∈ R. Chøng minh r»ng

a) NÕu f lµ hµm sè lÎ th× f(x) = Ax víi mäi x ∈ R.
b) NÕu f lµ hµm sè ch½n th× f lµ hµm h»ng.
c) Chøng minh r»ng f(x) = Ax + B, A, B = const.

Lêi gi¶i:
a) Tõ gi¶ thiÕt ta cã:

f(x) =
1

2
lim

h→∞

[
f(x + h) + f(x− h)

]
, ∀x ∈ R.

f(x + y) =
1

2
lim

h→∞

[
f(x + y + h) + f(x + y − h)

]

=
1

2
lim

h→∞

[
f(x + y + h) + f(x− y − h) + f(x + y − h)− f(x− y − h)

]

=
1

2
lim

h→∞

[
f(x + y + h) + f(x− y − h) + f(x + y − h) + f(y − (x− h))

]

= f(x) + f(y).

Tõ ®ã suy ra f(x) = Ax, A = const.
b) B¹n ®äc tù gi¶i.
c) H−íng dÉn:
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f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2
, ∀x ∈ R.

§Æt

g(x) =
f(x) + f(−x)

2
, h(x) =

f(x)− f(−x)

2
.

V× g lµ hµm sè ch½n tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (*), h lµ hµm sè lÎ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (*),
nªn ta suy ra f(x) = Ax + B tõ c©u a) vµ c©u b).

Bµi 1.17. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n
{ |f(x)− x| ≤ g(x)− g(f(x)), ∀x ∈ R

g(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã nghiÖm.
Lêi gi¶i:

Chän x1 ∈ R vµ ®Æt xn+1 = f(xn), n ≥ 1.
Ta cã

|f(xn)− xn| ≤ g(xn)− g(xn+1), ∀n ∈ N.

⇐⇒ |xn+1 − xn| ≤ g(xn)− g(xn+1), ∀n ∈ N.

Do ®ã (g(xn)n) lµ mét d·y gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi. §Æt l = lim
n→∞

g(xn).

V× |xn+1 − xn| ≤ g(xn)− g(xn+1), nªn

|xn+p − xn| ≤ g(xn)− g(xn+p), ∀n, p ∈ N.

Tõ ®ã suy ra (xn)n lµ mét d·y Cauchy. Gäi c = lim
n→∞

xn. Ta dÔ thÊy r»ng f(c) = c.

Bµi 1.18. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

{
1− x nÕu x ∈ I ∩ [0, 1]

x nÕu x ∈ Q ∩ [0, 1].

a) Kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc cña f t¹i c¸c ®iÓm 0, 1, 1
2
.

b) Kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc cña f t¹i a ∈ I ∩ [0, 1
2
).

c) Chøng minh r»ng f lµ mét song ¸nh tõ [0, 1] lªn [0, 1] vµ t×m f−1.
H−íng dÉn:

a) Hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i xo = 0, xo = 1.

T¹i xo =
1

2
, f(xo) = f(1

2
) =

1

2
.

Víi mäi x ∈ [0, 1] ta cã

∣∣∣f(x)− f(
1

2
)
∣∣∣ =




|x− 1

2
| nÕu x ∈ Q ∩ [0, 1]

|1
2
− x| nÕu x ∈ I ∩ [0, 1]

= |x− 1

2
|.

Tõ ®ã, lim
x→ 1

2

∣∣∣f(x)− f(1
2
)
∣∣∣ = lim

x→ 1
2

|x− 1
2
| = 0.

VËy f liªn tôc t¹i
1

2
.

b) T¹i a ∈ I ∩ [0, 1
2
) ta cã f(a) = 1− a.
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V× Q trï mËt trong R nªn tån t¹i d·y (xn)n ⊂ Q, cã thÓ gi¶ sö xn ∈ [0, 1] víi mäi
n, sao cho lim

n→∞
xn = a.

NÕu f liªn tôc t¹i a th× lim
n→∞

f(xn) = f(a) hay a = 1− a, tøc lµ a =
1

2
.

§iÒu nµy m©u thuÉn v× a ∈ I ∩ [0, 1
2
). VËy f gi¸n ®o¹n t¹i a ∈ I ∩ [0, 1

2
).

c) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.19. Cho f, g : [0, 1] → [0, +∞) lµ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m·n

sup
x∈[0,1]

f(x) = sup
x∈[0,1]

g(x).

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho

(f(xo))
2 + 3f(xo) = (g(xo))

2 + 3g(xo).

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = (f(x))2 + 3f(x) − (g(x))2 − 3g(x) th× ϕ liªn tôc trªn [0, 1]. Do

tÝnh liªn tôc cña c¸c hµm f vµ g nªn tån t¹i x1, x2 ∈ [0, 1] sao cho

f(x1) = g(x2) = sup
x∈[0,1]

f(x) = sup
x∈[0,1]

g(x).

Khi ®ã dÔ dµng kiÓm tra ®−îc r»ng ϕ(x1) ≥ 0 vµ ϕ(x2) ≤ 0. Tõ ®©y suy ra ®iÒu
cÇn chøng minh.

Bµi 1.20. Cho a > 0 vµ f : R→ R lµ mét hµm liªn tôc sao cho

|f(x)− f(y)| ≥ a|x− y|, ∀x, y ∈ R.

Chøng minh r»ng f lµ song ¸nh.
H−íng dÉn:

Tõ gi¶ thiÕt suy ra f lµ ®¬n ¸nh. H¬n n÷a, hµm f liªn tôc trªn R nªn theo Bµi 2.4
ta cã f lµ hµm ®¬n ®iÖu.

Gi¶ sö f lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng. Khi ®ã ta cã

f(x)− f(0) ≥ a(x− 0) víi mäi x > 0,

hay f(x)− f(0) ≥ ax víi mäi x > 0.
T−¬ng tù, f(x) − f(0) ≤ ax víi mäi x < 0. B»ng c¸ch qua giíi h¹n, ta ®−îc

lim
x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞.

VËy f lµ toµn ¸nh, do ®ã f lµ song ¸nh.
Tr−êng hîp hµm f ®¬n ®iÖu gi¶m, ta còng kÕt luËn ®−îc f lµ song ¸nh.

Bµi 1.21.Cho f : [0, 1] → [0, 1] lµ mét hµm liªn tôc tho¶ m·n f(0) = 0. vµ |f(x) −
f(y)| ≥ |x− y|, ∀x, y ∈ [0, 1].

a) Chøng minh r»ng f(x) = x víi mäi x ∈ [0, 1].
b) KÕt luËn trªn cßn ®óng kh«ng nÕu thay [0, 1] bëi R?

H−íng dÉn:
a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra f ®¬n ¸nh, do ®ã f ®¬n ®iÖu. DÔ thÊy r»ng f(1) ≥ 1 nªn f

®¬n ®iÖu t¨ng, vµ ta suy ra ®−îc f(1) = 1.
Ta thÊy

f(x) = |f(x)− f(0)| ≥ x, víi mäi x ∈ [0, 1].

1− f(x) = |f(x)− f(1)| ≥ 1− x, víi mäi x ∈ [0, 1].

V× vËy f(x) = x víi mäi x ∈ [0, 1].
b) XÐt hµm f(x) = 2x.
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Bµi 1.22. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1] sao cho f(0) = f(1).
a) Chøng minh r»ng víi mçi n ∈ N, ph−¬ng tr×nh f(x) = f(x + 1

n
) lu«n lu«n cã

nghiÖm trong [0, 1− 1
n
].

b) T×m tÊt c¶ c¸c sè thùc d ∈ (0, 1) sao cho ph−¬ng tr×nh f(x) = f(x + d) lu«n
lu«n cã nghiÖm trong [0, 1− d].
H−íng dÉn:

a) §Æt ϕ(x) = f(x)− f(x + 1
n
) th× ϕ liªn tôc trªn [0, 1− 1

n
]. Ta thÊy:

ϕ(0) + ϕ(
1

n
) + · · ·+ ϕ(

n− 1

n
) = f(0)− f(1) = 0.

NÕu ϕ( k
n
) = 0 víi mäi k ∈ {0, 1, · · ·n− 1} th× ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

NÕu tån t¹i k ∈ {0, 1, · · · , n − 1} sao cho ϕ( k
n
) 6= 0, gi¶ sö ϕ( k

n
) > 0, th× lóc ®ã

ta lu«n t×m ®−îc k′ 6= k, k′ ∈ {0, 1, · · · , n − 1} sao cho ϕ(k′
n
) < 0. Do ®ã, tån t¹i

xo ∈ [0, 1− 1
n
] sao cho ϕ(xo) = 0.

b) H·y chøng tá d = 1
n
.

Bµi 1.23. Chøng minh r»ng tån t¹i d·y sè thùc (an)n ⊂ [0, π
2
] sao cho cos an = an

n. T×m
lim

n→∞
an.

H−íng dÉn:
Víi mçi n ∈ N, ®Æt ϕn(x) = cos x − xn. Ta thÊy ϕn liªn tôc trªn [0, π

2
] vµ

ϕn(0) > 0, ϕn(π
2
) = −(π

2
)n < 0. V× vËy tån t¹i an ∈ (0, π

2
) sao cho ϕn(an) = 0, tøc lµ

cos an = an
n.

V× an ∈ [0, π
2
] nªn cos an ∈ [0, 1]. Do ®ã 0 ≤ an

n ≤ 1.

Suy ra cos 1 ≤ an
n = cos an ≤ 1. Tõ ®ã ta cã (cos 1)

1
n ≤ an ≤ 1.

VËy →
x→∞

liman = 1.

Bµi 1.24. Cho f : R → R lµ mét hµm liªn tôc tho¶ m·n f(x + 1) = f(x) víi mäi
x ∈ R.

a) Chøng minh r»ng f lµ hµm bÞ chÆn.
b) Chøng minh r»ng f lu«n ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn R.
c) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = f(x + π) lu«n cã nghiÖm trªn R.

H−íng dÉn:
a) Hµm f liªn tôc trªn ®o¹n [0, 1] nªn bÞ chÆn trªn ®o¹n nµy. Do ®ã, tån t¹i M > 0

sao cho víi mäi x ∈ [0, 1] th× |f(x)| ≤ M.
XÐt x ∈ R bÊt kú. Khi ®ã tån t¹i n ∈ Z ®Ó x + n thuéc [0, 1]. Chó ý r»ng tõ gi¶

thiÕt ta suy ra f(x) = f(x + n) víi mäi n ∈ Z. V× vËy

|f(x)| = |f(x + n)| ≤ M.

Tãm l¹i, hµm f bÞ chÆn trªn R.
b) Hµm f liªn tôc trªn [0, 1] nªn ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn ®o¹n nµy. V×

f(x) = f(x + 1) víi mäi x ∈ R nªn ta suy ra f ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn R.
c) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.25. LiÖu cã tån t¹i hay kh«ng mét hµm liªn tôc f : [0, 1] → [0, 1] vµ hai tËp con
A,B cña [0, 1] sao cho A ∪B = [0, 1], A ∩B = ∅ vµ f(A) ⊂ B, f(B) ⊂ A?
H−íng dÉn:

Gi¶ sö tån t¹i 2 tËp A,B vµ hµm f : [0, 1] → [0, 1] tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn cña bµi
to¸n.
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Ta cã: f(0) ≥ 0, f(1) ≤ 1. V× f liªn tôc trªn [0, 1] nªn suy ra tån t¹i xo ∈ [0, 1]
sao cho f(xo) = xo.

NÕu xo ∈ A th× f(xo) = xo ∈ B. Do ®ã xo ∈ A ∩ B, tøc lµ A ∩ B 6= ∅, ®iÒu nµy
m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.

LËp luËn t−¬ng tù ta còng cã ®iÒu m©u thuÉn nÕu xo ∈ B.
VËy kh«ng tån t¹i hµm f vµ 2 tËp A,B tho¶ m·n yªu cÇu bµi to¸n.

Bµi 1.26. Cho M > 0 vµ f lµ mét hµm liªn tôc tho¶ m·n
∣∣∣f(x + y)− f(x)− f(y)

∣∣∣ ≤ M, víi mäi x ∈ R.

Chøng minh r»ng víi mçi x ∈ R, lu«n tån t¹i giíi h¹n lim
n→∞

f(nx)

n
.

H−íng dÉn:
B»ng qui n¹p ta dÔ dµng suy ra

∣∣f(nx)− nf(x)
∣∣ ≤ M, víi mäi n ∈ N.

Khi ®ã
∣∣mf(nx)−nf(mx)

∣∣ =
∣∣∣m[f(nx)−nf(x)]−n[f(mx)−mf(x)]

∣∣∣ ≤ (m+n)M.

V× vËy
∣∣∣f(nx)

n
− f(mx)

m

∣∣∣ ≤ M(
1

n
+

1

m
). Tõ ®Êy suy ra

(f(nx)

n

)
n
. lµ mét d·y

Cauchy. Do ®ã nã héi tô, tøc lµ tån t¹i lim
n→∞

f(nx)

n
.

Bµi 1.27. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a, b] vµ x1, x2, · · · , xn ∈ [a, b]. Chøng minh
r»ng tån t¹i c ∈ [a, b] sao cho

f(x) =
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.

H−íng dÉn:

§Æt α =
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
. Hµm f liªn tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i x∗, x∗∗

thuéc [a, b] sao cho

f(x∗) = min
x∈[a,b]

f(x), f(x∗∗) = max
x∈[a,b]

f(x).

Kh«ng mÊt tæng qu¸t, gi¶ sö x∗ ≤ x∗∗. Khi ®ã, hµm f liªn tôc trªn ®o¹n [x∗, x∗∗]
nªn theo ®Þnh ký Bolzano-Cauchy, f nhËn mäi gi¸ trÞ trung gian gi÷a f(x∗) vµ f(x∗∗).
V× α ∈ [f(x∗, f(x∗∗)] nªn tån t¹i c ∈ [x∗, x∗∗] ⊂ [a, b] sao cho α = f(c).

Bµi 1.28 Cho f : [0, +∞) → [0, +∞) lµ mét hµm liªn tôc.
a) Chøng minh r»ng lim

x→+∞
f(x) = +∞ khi vµ chØ khi

lim
x→+∞

f(f(x)) = +∞.

b) Kh¼ng ®Þnh c©u a) cßn ®óng kh«ng nÕu thay [0, +∞) bëi (0, +∞)?
H−íng dÉn:

a) §iÒu kiÖn cÇn lµ râ rµng. Ta chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ.
Gi¶ sö lim

x→+∞
f(x) < +∞. Khi ®ã tån t¹i sè N > 0 sao cho víi mäi n, tån t¹i

xn > n vµ 0 ≤ f(xn) ≤ N. Hµm f liªn tôc trªn [0, N ] nªn tån t¹i M > 0 sao cho
f(x) ≤ M víi mäi x ∈ [0, N ].
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Nh− vËy, víi mçi n ∈ N, tån t¹i xn > n sao cho f(f(xn)) ≤ M . §iÒu nµy tr¸i víi
gi¶ thiÕt lim

x→+∞
f(f(x)) = +∞.

b) XÐt f : (0, +∞) → (0, +∞) víi f(x) =
1

x
.

Ta cã: f(f(x)) = x → +∞ khi x → +∞. Tuy nhiªn f(x) → 0 khi x → +∞.

Bµi 1.29. Cho f : R → [0, +∞) cã tÝnh chÊt: víi mäi ε > 0, tËp {x ∈ R : f(x) ≥ ε}
lµ h÷u h¹n.

a) Chøng minh r»ng víi mçi kho¶ng më (a, b) ⊂ R, tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho
f(xo) = 0.

b) H·y chøng minh f liªn tôc t¹i mäi xo tho¶ m·n f(xo) = 0.
H−íng dÉn:

a) Víi mçi n ∈ N, ®Æt An = {x ∈ R : f(x) ≥ 1

n
}. V× A1 h÷u h¹n nªn tån t¹i

a1, b1 ∈ (a, b), a1 < b1, |b1 − a1| < 1 vµ

[a1, b1] ∩ A1 = ∅.
B»ng qui n¹p, ta x©y dùng ®−îc d·y ®o¹n ®ãng lång nhau

(
[an, bn]

)
n

cã tÝnh chÊt

|bn − an| < 1

n
víi mäi n vµ [an, bn] ∩ An = ∅.

Theo bæ ®Ò C¨ng to, tån t¹i xo ∈
∞⋂

n=0

[an, bn]. DÔ thÊy r»ng 0 ≤ f(xo) ≤ 1

n
, tõ ®ã

suy ra f(xo) = 0.
b) Víi mäi ε > 0, ta cã tËp Aε = {x ∈ R : f(x) ≥ ε} lµ h÷u h¹n vµ xo /∈ Aε.

V× vËy tån t¹i δ > 0 sao cho [xo − δ, xo + δ] ∩ Aε = ∅. Khi ®ã, 0 ≤ f(x) ≤ ε víi
|x− xo| < δ, tøc lµ f liªn tôc t¹i xo.

Bµi 1.30. Cho f, g : [0, 1] → R lµ hai hµm sè bÞ chÆn vµ ϕ : R → R lµ hµm sè x¸c
®Þnh bëi

∀x ∈ R, ϕ(x) = sup
t∈[0,1]

∣∣f(t) + xg(t)
∣∣.

Chøng minh r»ng tån t¹i K > 0 sao cho

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ R.

H−íng dÉn:
Víi mäi t ∈ [0, 1], víi mäi x, y ∈ R ta cã[
f(t) + xg(t)

]− [
f(t) + yg(t)

]
= (x− y)g(t) ≤ K.|x− y| víi K = sup

t∈[0,1]

|g(t)| hay

f(t) + xg(t) ≤ f(t) + yg(t) + K|x− y|, víi mäi t ∈ [0, 1]. Tõ ®©y lÊy supremum hai
vÕ ta ®−îc ϕ(x) ≤ ϕ(y) + K.|x− y|.

Lý luËn t−¬ng tù, ta cã ϕ(y) ≤ ϕ(x) + K.|x− y|.
Tõ ®ã,

∣∣ϕ(x)− ϕ(y)
∣∣ ≤ K.|x− y| víi mäi x, y ∈ R.

Bµi 1.31. Cho hµm sè f liªn tôc trªn [0, +∞), a1, a2, · · · , an ∈ R vµ

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Chøng minh r»ng nÕu b > a = f(a1) + f(a2) + · · · + f(an) th× tån t¹i c¸c sè thùc
bi > ai, i = 1, n sao cho

b = f(b1) + f(b2) + · · ·+ f(bn).

H−íng dÉn:
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a) §Æt ϕ(x) = f(a1 + x) + f(a2 + x) + · · · + f(an + x) − b th× ϕ lµ liªn tôc trªn
[0, +∞). Ta cã ϕ(0) = a − b < 0. V× lim

x→+∞
f(x) = +∞ nªn tån t¹i xo > 0 sao cho

ϕ(xo) > 0.
Tõ ®ã ϕ(0).ϕ(xo) < 0. VËy tån t¹i ε ∈ (0, xo) sao cho ϕ(ε) = 0 hay b =

f(a1 + ε) + f(a2 + ε) + · · ·+ f(an + ε).
§Æt bi = ai + ε, ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

Bµi 1.32. Cho f : R → R liªn tôc tho¶ m·n f(f(x) = −x2 víi mäi x ∈ R. Chøng
minh f(x) ≤ 0 víi mäi x ∈ R.
H−íng dÉn:

Víi mäi x ≤ 0, gäi y ∈ R sao cho x = −y2. Khi ®ã

f(x) = f(−y2) = f(f(f(y))) = −[f(y)]2 ≤ 0.

Ta sÏ chøng minh thªm r»ng f(x) ≤ 0 víi mäi x > 0. ThËt vËy, tõ gi¶ thiÕt suy ra
f ®¬n ¸nh trªn (0, +∞), do ®ã ®¬n ®iÖu trªn kho¶ng nµy.

Gi¶ sö tån t¹i xo ∈ (0, +∞) sao cho f(xo) > 0. Gäi x1, x2 lµ 2 sè thùc tho¶ m·n
0 < xo < x1 < x2.

XÐt tr−êng hîp f lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (0, +∞). Khi ®ã ta cã

0 < f(xo) ≤ f(x1) ≤ f(x2).

nªn −x2
1 ≤ −x2

2 hay x1 ≥ x2. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn.
Lý luËn t−¬ng tù cho tr−êng hîp f ®¬n ®iÖu gi¶m ta còng cã ®iÒu m©u thuÉn.
Tõ ®ã suy ra f(x) ≤ 0,∀x ∈ R.

Bµi 1.33. Cã tån t¹i hay kh«ng hµm f liªn tôc trªn R tho¶ m·n mét trong hai ®iÒu kiÖn
d−íi ®©y

a) f(x) ∈ Q khi vµ chØ khi f(x + 1) ∈ I.
b) f(x) ∈ I víi mäi x ∈ Q vµ f(x) ∈ Q víi mäi x ∈ I.

H−íng dÉn:
a) Gi¶ sö tån t¹i hµm f liªn tôc trªn R tho¶ m·n ®iÒu kiÖn f(x) ∈ Q khi vµ chØ khi

f(x + 1) ∈ I.
XÐt hµm g(x) = f(x + 1) − f(x). Khi ®ã g(x) ∈ I víi mäi x ∈ R. KÕt hîp víi

tÝnh liªn tôc cña hµm g ta suy ra g(x) ph¶i lµ hµm h»ng tøc lµ

f(x + 1)− f(x) = g(x) = c víi mäi x ∈ R.

V× vËy, c ph¶i lµ sè v« tû vµ ta cã f(x + 1) = c + f(x), ∀x ∈ R. Tõ gi¶ thiÕt, ta
suy ra tån t¹i xo sao cho f(xo) ∈ Q. Lóc ®ã ta cã f(xo + 2) ∈ Q. Tuy nhiªn, ta l¹i cã
f(xo + 2) = 2c + f(xo) nªn f(xo + 2)− f(xo) = 2c. §iÒu nµy m©u thuÉn v× c ∈ I.

b) T−¬ng tù c©u a), b¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 1.34. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R vµ nhËn nh÷ng gi¸ trÞ tr¸i dÊu. Chøng
minh r»ng tån t¹i 3 sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè céng sao cho f(a) + f(b) + f(c) = 0.
H−íng dÉn:

Theo gi¶ thiÕt, tån t¹i x sao cho f(x) > 0. V× hµm f liªn tôc nªn trong mét
l©n cËn cña x ta cã f(x) > 0. Khi ®ã, ta t×m ®−îc mét cÊp sè céng ao, bo, co mµ
f(ao) + f(bo) + f(co) > 0.

T−¬ng tù, ta còng t×m ®−îc cÊp sè céng a1, b1, c1 mµ f(a1) + f(b1) + f(c1) < 0.
Víi t ∈ [0, 1], xÐt cÊp sè céng a(t), b(t), c(t) cho bëi

a(t) = ao(1− t) + a1t.
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b(t) = bo(1− t) + b1t.

c(t) = co(1− t) + c1t.

XÐt hµm sè F (t) = f(a(t)) + f(b(t)) + f(c(t)) th× F liªn tôc trªn [0, 1]. DÔ thÊy
r»ng F (0) > 0 vµ F (1) < 0. V× vËy, tån t¹i to ∈ [0, 1] sao cho F (to) = 0. Nh− vËy, ta
cã cÊp sè céng ph¶i t×m lµ a(to), b(to), c(to).

Bµi 1.35. Cho f lµ mét hµm liªn tôc vµ tån t¹i T > 0 sao cho

lim
x→∞

f(x) = 0; f(x) = f(x + T ), ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng f(x) = 0 víi mäi x ∈ R.
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö tån t¹i xo sao cho f(xo) 6= 0. Khi ®ã tån t¹i A > 0 sao cho

|f(x)| < |f(xo)|
2

khi |x| ≥ A.

Ta cã xn = xo + nT > A khi n ®ñ lín. Do vËy

|f(xn)| = |f(xo + nT )| = |f(xo)| < |f(xo)|
2

khi n ®ñ lín. M©u thuÉn nµy chøng tá f(x) = 0 víi mäi x ∈ R.

Bµi 1.36. Cho f vµ g lµ c¸c hµm tuÇn hoµn víi c¸c chu kú t−¬ng øng lµ Tf , Tg > 0 vµ
lim

x→∞
[
f(x)− g(x)

]
= 0.

a) Chøng minh r»ng Tf = Tg.
b) Chøng minh r»ng f(x) = g(x) víi mäi x ∈ R.

Gi¶i:
a) Tõ gi¶ thiÕt suy ra f(x+Tf )−g(x+Tg) → 0 (x →∞). Do ®ã f(x)−g(x+Tf ) →

0, (x →∞).
VËy g(x)− g(x + Tf ) → 0, (x →∞).
Theo Bµi tËp 1.35. g(x) = g(x + Tf ) víi mäi x ∈ R.
Suy ra Tf ≥ Tg. T−¬ng tù Tg ≥ Tf . Nh− vËy Tf = Tg.
b) §Æt h(x) = f(x)− g(x).
Ta cã {

lim
x→∞

h(x) = 0

h(x+Tf ) = h(x), ∀x ∈ R
Theo Bµi tËp 1.35., h(x) = 0 víi mäi x ∈ R. VËy f(x) = g(x) víi mäi x ∈ R.

Bµi 1.37. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh trªn R tho¶ m·n

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ R(K > 0).

a) Chøng minh r»ng nÕu K < 1 th× ph−¬ng tr×nh f(x) = x lu«n cã duy nhÊt nghiÖm.
b) Gi¶ sö thªm r»ng víi mäi x ∈ R, lim

x→∞
f(x+n) = 0, h·y chøng minh lim

x→+∞
f(x) =

0.
c) H·y chØ ra mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n lim

n→∞
f(x+n) = 0, nh−ng f(x) 6−→

0, khi x → +∞.
Lêi gi¶i:

a) LÊy xo ∈ R. §Æt x1 = f(xo); xn+1 = f(xn), n ≥ 1.
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Ta cã: ∣∣f(xn+1)− f(xn)
∣∣ ≤ K|xn+1 − xn|
≤ K|f(xn)− f(xn+1| ≤ K2|xn − xn+1|
≤ · · · ≤ Kn+1|x1 − xo|.

Do ®ã víi mäi n, p ∈ N th×

|xn+p − xn| ≤
∣∣xn+p − xn+p−1

∣∣ + · · ·+
∣∣xn+1 − xn

∣∣
≤ (

Kn+p + · · ·+ Kn+1
)|xo − x1|

≤ Kn
(
K + K2 + · · ·+ Kp

)|xo − x1|

≤ Kn K

1−K
|xo − x1| → 0 (n →∞).

Do vËy (xn)n lµ d·y Cauchy trong R nªn héi tô. Gäi x? = lim
n→∞

xn.

Do tÝnh liªn tôc cña f vµ c¸ch x©y dùng (xn)n ta cã f(x?) = x?.
NÕu tån t¹i x′? 6= x? sao cho f(x′?) = x′?,
th× |x? − x′?| = |f(x?)− f(x′?)| ≤ K|x? − x′?|.
V× K < 1 nªn ®iÒu nµy v« lý. VËy ph−¬ng tr×nh f(x) = x cã duy nhÊt nghiÖm trªn

R.
b) Víi mçi ε > 0, gäi xo = 0 < x1 < · · · < xm = 1 víi

∣∣xi−xi−1

∣∣ <
ε

2K
, i = 1,m.

V× lim
n→∞

f(xi + n) = 0 nªn tån t¹i N sao cho |f(xi + n)| < ε

2
, ∀n ≥ N, ∀i = 1,m.

Víi mäi x > N , gäi n lµ sè nguyªn d−¬ng sao cho n ≤ x, x− n < 1.

Khi ®ã n ≥ N vµ tån t¹i xi sao cho |x− (xi + n)| = |xi − (x− n)| < ε

2K
.

Do ®ã |f(x)− f(xi + n)| ≤ K|x− (xi + n)| < ε

2
.

V× vËy |f(x)| < |f(xi + n)|+ ε

2
< ε.

Bµi 1.38. Cho f, g lµ hai hµm sè liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n

∀x ∈ [0, 1], 0 < f(x) < g(x).

Cho (xn)n lµ mét d·y bÊt kú cña ®o¹n [0, 1]. Víi mçi n ∈ N, ta ®Æt yn =
[f(xn)

g(xn)

]n
.

Chøng minh r»ng d·y (yn)n héi tô vµ tÝnh lim
n→∞

yn.

H−íng dÉn:

XÐt hµm h x¸c ®Þnh trªn [0, 1] bëi h(x) =
f(x)

g(x)
. DÔ thÊy r»ng h liªn tôc trªn [0, 1]

vµ h([0, 1]) ⊂ (0, 1).
MÆt kh¸c, h liªn tôc nªn h([0, 1]) = [m,M ] víi m,M ∈ (0, 1). V× v©y

∀x ∈ [0, 1], m ≤ f(x)

g(x)
≤ M.

§Æc biÖt, víi n ∈ N ta cã m ≤ f(xn)

g(xn)
≤ M . §iÒu nµy kÐo theo

∀n ∈ N, mn ≤ yn ≤ Mn.

V× m,M ∈ (0, 1) nªn lim
n→∞

mn = lim
n→∞

Mn = 0, tõ ®ã lim
n→∞

yn = 0.
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Ch−¬ng II. §¹o hµm cña hµm sè

Bµi 2.1. Kh¶o s¸t tÝnh kh¶ vi cña c¸c hµm sè sau:

a) f(x) =

{
x2 nÕu x ∈ Q
0 nÕu x ∈ R \Q

b) f(x) =

{
x2 nÕu x ∈ Q
x3 nÕu x ∈ R \Q

c) f(x) = [x] sin2 πx.

d) f(x) = cos
√
|x|.

e) f(x) =





n
√

2, x =
1

n2

1, víi x cßn l¹i.

Gi¶i:
a) T¹i mçi x 6= 0, hµm f kh«ng liªn tôc nªn kh«ng kh¶ vi
- T¹i xo = 0 ta cã

∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣ = |f(x)

x
| ≤ |x|, ∀x 6= 0

V× lim
x→0

|x| = 0 nªn lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0 do ®ã f cã ®¹o hµm t¹i xo = 0 vµ f ′(0) = 0.

b) DÔ chøng minh r»ng f kh«ng liªn tôc t¹i mçi x /∈ {0, 1} nªn f kh«ng cã ®¹o
hµm t¹i c¸c ®iÓm ®ã.

- T¹i x = 0, ta cã
∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣ =
|f(x)|
|x| | ≤ |x|+ x2, ∀x 6= 0

V× lim
x→0

(|x|+ x2) = 0 nªn lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0.

Do ®ã f cã ®¹o hµm t¹i x = 0 vµ f ′(0) = 0.
- T¹i x = 1

f(x)− f(0)

x− 1
=





x2 − 1

x− 1
, nÕu x ∈ Q, x 6= 1

x3 − 1

x− 1
, nÕu x ∈ Q, x ∈ I

=

{
x + 1, nÕu x ∈ Q, x 6= 1

x2 + x + 1, nÕu x ∈ I
Chän d·y (xn)n ⊂ Q, xn → 1(n →∞) xn 6= 1,∀n, ta cã

f(xn)− f(1)

xn − 1
→ 2 (n →∞)
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Chän d·y (x′n)n ⊂ I, xn → 1 (n →∞) ta cã

f(xn)− f(1)

xn − 1
→ 3 (n →∞)

VËy f kh«ng cã ®¹o hµm t¹i x = 1.
c) Hµm sè cã ®¹o hµm trªn R.

Bµi 2.2 Cho

f(x) =





x2 sin
1

x
+ ax, nÕu x 6= 0

0, nÕu x = 0
(0 < a < 1)

a) Chøng minh r»ng f cã ®¹o hµm trªn R.

b) Chøng minh r»ng víi mçi α > 0, hµm f ′ ®æi dÊu trªn (−α, α).
Tõ ®ã suy ra r»ng hµm f kh«ng ®¬n ®iÖu trªn mçi kho¶ng më chøa 0.

Gi¶i:
a) DÔ dµng chøng minh ®−îc f cã ®¹o hµm trªn R vµ

f ′(x) =





a + 2x sin
1

x
− cos

1

x
, nÕu x 6= 0

a, nÕu x = 0

Ta cã f ′(
1

nπ
) = (−1)n+1 + a, f ′(

1

(n + 1)π
) = (−1)n + a. V× a ∈ (0, 1) nªn f ′(

1

nπ
) vµ

f ′(
1

(n + 1)π
) lu«n tr¸i dÊu nhau. Chän n ®ñ lín sao cho

( 1

(n + 1)π
,

1

nπ

)
⊂ (−α, α).

Ta cã f ′ ®æi dÊu trªn (−α, α).
V× f ′ ®æi dÊu trªn mçi kho¶ng më chøa 0 nªn f kh«ng ®¬n ®iÖu trªn mçi kho¶ng

më chøa 0.

Bµi 2.3 (®Þnh lý Darboux) Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn [a, b] vµ
f ′(a) < 0 < f ′(b).

a) Chøng minh r»ng f ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i mét ®iÓm xo ∈ (a, b).

b) Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho f ′(xo) = 0.

Gi¶i:
a) ®Æt M = inf

x∈[a,b]
f(x)

NÕu f(a) = M th× lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
≥ 0. ®iÒu nµy v« lý v× f ′(a) < 0.

NÕu f(b) = M th× lim
x→b+

→ lim
f(x)− f(b)

x− b
≤ 0.

®iÒu nµy v« lý v× f ′(b−) > 0.
Do f liªn tôc trªn [a, b] nªn f ph¶i ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i mét ®iÓm xo ∈ [a, b], xo 6=

a, xo 6= b. Do ®ã tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho

f(xo) = inf
x∈[a,b]

f(x).
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b) Suy ra trùc tiÕp tõ c©u a) vµ Bæ ®Ò Fermat.

Bµi 2.4. Cho f lµ mét hµm sè kh¶ vi t¹i xo ∈ (a, b). Chøng minh r»ng

lim
n→∞

n
[
f(xo +

1

n
)− f(xo)

]
= f ′(xo)

lim
h→0

f(xo + ch)− f(xo)

h
= cf ′(xo)

lim
h→0

f(xo + ch)− f(xo + (c− 1)h)

h
= f ′(xo)

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.5. Cho f : R→ R tháa m·n

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|α, ∀x, y ∈ R (α > 1, k ≥ 0)

Chøng minh r»ng f(x) lµ hµm h»ng trªn R.

Gi¶i:

Víi mçi h 6= 0 ta cã
∣∣∣f(x + h)− f(x)

h

∣∣∣ ≤ k|h|α−1.

V× lim
h→0

k|h|α−1 = 0 nªn lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= 0, ∀x ∈ R.

Do ®ã
f ′(x) = 0, ∀x ∈ R

VËy f(x) = const, ∀x ∈ R.
Bµi 2.6. Cho f : [0, +∞) → R lµ hµm kh¶ vi.

a) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

f ′(x) = a, th× lim
x→∞

f(x)

x
= a.

b) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

f ′(x) = +∞ th× lim
x→∞

f(x)

x
= +∞.

c) ChiÒu ng−îc l¹i trong c©u a) cã ®óng kh«ng ?

Lêi gi¶i:
a) Tr−íc hÕt ta chøng minh: nÕu lim

x→∞
ϕ′(x) = 0 th×

lim
x→∞

ϕ(x)

x
= 0, víi ϕ kh¶ vi trªn (0, +∞).

Víi mçi ε > 0, tån t¹i c > 0 sao cho |ϕ′(x)| ≤ ε

2
, ∀x ≥ c.

Do ®ã víi mçi x ≥ c th×

ϕ(x)

x
=

ϕ(x)− ϕ(c) + ϕ(c)

x
=

ϕ′(ξ)(x− c) + ϕ(c)

x
V× vËy

|ϕ(x)

x
| ≤ ε

2
(1− c

x
) +

|ϕ(c)|
x

≤ ε

2
+
|ϕ(c)|

x

Ch¼n h¹ng sè c1 > c sao cho
∣∣∣ϕ(c)

x

∣∣∣ <
ε

2
víi mçi x > c1.

Khi ®ã víi mçi x > c1 ta cã
∣∣∣ϕ(x)

x

∣∣∣ < ε.
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VËy lim
x→∞

ϕ(x)

x
= 0.

B©y giê ta ®Æt ϕ(x) = f(x)− ax. Ta cã lim
x→∞

ϕ′(x) = 0.

Do ®ã lim
x→∞

ϕ(x)

x
= lim

x→∞
(
f(x)

x
− a) = 0.

Suy ra lim
x→∞

f(x)

x
= a.

b) Tõ gi¶ thiÕt ta chøng minh ®−îc lim
x→∞

f(x) = +∞.

KÕt qu¶ ®−îc suy ra tõ qui t¾c L'Hospital.

c) XÐt hµm sè f(x) = x + sin x. Ta cã lim
x→∞

f(x)

x
= 1 nh−ng lim

x→∞
f ′(x) kh«ng tån

t¹i.

Bµi 2.7. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1], kh¶ vi trªn (0, 1) sao cho f(0) =
0, f(1) = 1.

a) Chøng minh r»ng tån t¹i c¸c ®iÓm x1, x2, · · · , x2002, 0 < x1 < x2 < · · · <
x2002 < 1 sao cho

1

2002
[f ′(x1) + f ′(x2) + · · ·+ f ′(x2002)] = 1.

b) Chøng minh r»ng tån t¹i a, b ∈ (0, 1), a 6= b sao cho

f ′(a).f ′(b) = 1

Lêi gi¶i:
a) Theo ®Þnh lý Lagrange, víi mçi i ∈ {1, 2, · · · , 2002}, tån t¹i

xi ∈
(i− 1

2002
,

i

2002

)
sao cho

f(
i

2002
)− f(

i− 1

2002
) = f ′(xi).

1

2002
.

Do vËy

1

2002

2002∑
i=1

f ′(xi) = f(1)− f(0) = 1.

b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.8. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn R sao cho

g′(x) = f(g(x)),∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

g(x) = c th× f(c) = 0.

Lêi gi¶i:
Tõ gi¶ thiÕt ta cã lim

x→∞
g′(x) = f(c).

NÕu f(c) > 0 th× tån t¹i xo > 0 sao cho

g′(x) ≥ f(c)

2
> 0,∀x > xo.

V× vËy

g(x) =

x∫

xo

g′(t)dt + g(xo) ≥ f(c)

2
(x− xo) + g(xo)
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®iÒu nµy m©u thuÉn v×

lim
x→∞

[f(c)

2
(x− xo) + g(xo)

]
= +∞.

T−¬ng tù nÕu f(c) < 0 th× còng dÉn ®Õn m©u thuÉn. VËy f(c) = 0.
Bµi 2.9. Cho f lµ mét hµm cã ®¹o hµm trªn R tháa m·n

f(x + sin x) ≤ f(x), ∀x ∈ R.

a) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f ′(x) = 0 cã v« sè nghiÖm.

b) H·y chØ ra mét hµm tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn.

Gi¶i:
®Æt g(x) = f(x)− f(x + sin x).

Ta cã {
g(x) ≥ 0, ∀x ∈ R

g(k2π) = 0, ∀k ∈ Z.

V× vËy mçi ®iÓm x = k2π, k ∈ Z lµ cùc trÞ ®Þa ph−¬ng cña hµm g. Theo bæ ®Ò Fermat
th×

g′(k2π) = 0

Ta cã
g′(k2π) = f ′(k2π)− f ′(k2π)(1 + cos k2π) = 0

⇐⇒ f ′(k2π) = 0, ∀k ∈ Z
b) f(x) = cos x.

Bµi 2.10. Cho f vµ g lµ c¸c hµm cã ®¹o hµm trªn R tháa m·n
{

f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ R
f(xo) = g(xo).

Chøng minh r»ng f ′(xo) = g′(xo).

Gi¶i:
®Æt h(x) = g(x)− f(x).
DÔ thÊy h ®¹t cùc trÞ t¹i xo, do ®ã h′(xo) = 0. V× vËy

f ′(xo) = g′(xo).

Bµi 2.11. Cho f lµ mét hµm sè cã ®¹o hµm trªn R \ {0} vµ tån t¹i giíi h¹n lim
x→0

f ′(x).

Chøng minh r»ng f ′(0) tån t¹i.

H−íng dÉn:
XÐt tû sè

g(x) =
f(x)− f(0)

x− 0
, x 6= 0,

vµ dïng ®Þnh lý Lagrange.

Bµi 2.12. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh trªn R tháa m·n

f(0) = 0, f(x) ≥ | sin x|, ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng ®¹o hµm cña hµm f t¹i 0 kh«ng tån t¹i.
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Gi¶i:

Gi¶ sö f ′(0) tån t¹i. Víi mçi x ∈ (0,
π

2
) ta cã

f(x)− f(0)

x− 0
≥ sin x

x
V× vËy

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
≥ lim

x→0+

sin x

x
= 1

T−¬ng tù ta chøng minh ®−îc f ′(0−) ≤ −1. M©u thuÉn nµy chøng tá f ′(0) kh«ng tån
t¹i.

Bµi 2.13. Cho f(x) = a1 sin x + a2 sin 2x + · · ·+ an sin nx.
Gi¶ sö r»ng f(x) ≤ | sin x| víi mçi x ∈ R. Chøng minh r»ng

|a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1

Gi¶i:
Ta cã

|f ′(0)| = lim
x→0

∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣ = lim
x→0

|f(x)|
|x| ≤ lim

x→0

| sin x|
|x| = 1

MÆt kh¸c |f ′(0)| = |a1 + 2a2 + · · ·+ nan|
Do ®ã |a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1.

Bµi 2.14. Cho R → [0, +∞) lµ mét hµm cã ®¹o hµm liªn tôc trªn R sao cho tån t¹i
k > 0 tháa m·n

f(a) = 0, |f ′(x)| ≤ kf(x), ∀x ∈ R.

H·y chøng minh r»ng f(x) = 0, ∀x ∈
[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]

Tõ ®ã suy ra f(x) = 0 víi mçi x ∈ R.

Gi¶i:
®Æt M = sup {f(x) : a− 1

2k
≤ x ≤ a +

1

2k
} < +∞

Víi mçi x ∈ [a− 1

2k
, a +

1

2k
] ta cã |f(x)| =

∣∣∣
x∫
a

f ′(t)dt
∣∣∣

* NÕu x ≥ a th×

|f(x)| =
∣∣∣

x∫

a

f ′(t)dt
∣∣∣ ≤

x∫

a

|f ′(t)|dt ≤ k

x∫

a

f(t)dt ≤ kM(x− a) ≤ M

2
.

T−¬ng tù nÕu x ≤ a ta còng cã |f(x)| ≤ M

2
.

V× vËy

f(x) = |f(x)| ≤ M

2
, ∀x ∈

[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]
.

Do ®ã

0 ≤ M = sup {f(x) : x ∈
[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]
} ≤ M

2
.

VËy M = 0 vµ f(x) = 0 víi mçi x ∈
[
a− 1

2k
, a +

1

2k

]
.

Bµi 2.15. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [a, +∞) tháa m·n

f(x) > 0, ∀x ∈ [a, +∞) vµ inf
x≥a

f ′(x)

f(x)
> 0.
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Chøng minh r»ng víi mçi δ > 0 ta cã lim
x→+∞

f(x)

f((1 + δ)x)
= 0

Gi¶i:

Chän a′ sao cho a′ > max {1, a}. ®Æt k = inf
x≥a

f ′(x)

f(x)
> 0. Ta cã

f ′(x) ≥ kf(x) > 0, ∀x ≥ a′.

Tõ ®ã suy ra f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [a′, +∞) vµ khi x ≥ a′

f((1 + δ)x)− f(x) =

(1+δ)x∫

x

f ′(t)dt ≥ k

(1+δ)x∫

x

f(t)dt ≥ kδxf(x).

Do ®ã
f((1 + δ)x) ≥ f(x)(1 + kδx), ∀x ≥ a′.

Suy ra 0 <
f(x)

f((1 + δ)x)
≤ 1

1 + kδx
, ∀x ≥ a′.

Tõ ®ã ta cã lim
x→∞

f(x)

f((1 + δ)x)
= 0.

Bµi 2.16. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1], kh¶ vi trªn (0, 1), f(1) = 0. Chøng
minh r»ng tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho

f(c) +
1

2002
cf ′(c) = 0.

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = x2002f(x). ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.17. Cho α, β > 1, f kh¶ vi trªn [0, 1], f(0) = 0 vµ f(x) > 0 víi mçi x ∈ (0, 1).
Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho

α
f ′(c)
f(c)

= β.
f ′(1− c

f(1− c)
.

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = (f(x))α.(f(1− x)β.
¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.18. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn R, f ′ gi¶m ngÆt.
a) Chøng minh r»ng víi mçi x ∈ R ta cã

f(x + 1)− f(x) < f ′(x) < f(x)− f(x− 1).

b) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→∞

= l th× lim
x→∞

f ′(x) = 0.

c) H·y t×m mét vÝ dô vÒ hµm g kh¶ vi trªn R sao cho lim
x→∞

g(x) = l nh−ng g′(x)

kh«ng tiÕn vÒ 0 khi x → +∞.

Gi¶i:
a) Theo ®Þnh lý Lagrange, víi mçi x ∈ R, tån t¹i c1, c2 sao cho x− 1 < c1 < x <

c2 < x + 1 vµ
f(x + 1)− f(x) = f ′(c2)

f(x)− f(x− 1) = f ′(c1).
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V× f ′ gi¶m ngÆt nªn f ′(c2) < f ′(x) < f ′(c1).
Do ®ã f(x + 1)− f(x) < f ′(x) < f(x)− f(x− 1).
b) NÕu lim

x→∞
f(x) = l th×

lim
x→∞

[f(x + 1)− f(x)] = lim
x→∞

[f(x)− f(x− 1)] = 0.

Do ®ã lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

c) XÐt hµm g(x) =





sin x2

x
,x 6= 0

0,x = 0.
DÔ chøng minh ϕ kh¶ vi trªn R nh−ng lim

x→+∞
g′(x) kh«ng tån t¹i.

Bµi 2.19. Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh trªn [0, +∞), f(0) = 0. Hµm g x¸c ®Þnh bëi

g(x) =





f(x)

x
, nÕu x > 0

f ′(0), nÕu x = 0.

a) Chøng minh r»ng nÕu f ′ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞) vµ f kh¶ vi liªn tôc trªn
[0, +∞) th× g liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞).

b) Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) th× g kh¶ vi liªn
tôc trªn [0, +∞).

Gi¶i:

a) * g(x) =
f(x)

x
kh¶ vi trªn (0, +∞) do ®ã g liªn tôc trªn (0, +∞).

* lim
x→0+

f(x)

x
= f ′(0) = g(0).

Do vËy g liªn tôc trªn [0, +∞).
T¹i mçi x ∈ (0, +∞),

g′(x) =
xf ′(x)− f(x)

x2
=

f ′(x)− f(x)

x
x

.

Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i c ∈ (0, x) sao cho

f(x)

x
=

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(c).

Do vËy

g′(x) =
f(x)− f(c)

x
≥ 0.

VËy g lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (0, +∞) vµ do ®ã g ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞).

b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.20 Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn [0, 1] sao cho

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho f ′(c) =
f(c)

c
.

Gi¶i:
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®Æt

ϕ(x) =





f(x)

x
, nÕu x ∈ (0, 1]

0, nÕu x = 0.

Khi ®ã ϕ lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, 1], kh¶ vi trªn (0, 1] vµ

ϕ′(1) = f ′(1)− f(1) = −f(1)

* NÕu f ≡ 0 th× kÕt luËn cña bµi to¸n lµ hiÓn nhiªn.
* XÐt f 6≡ 0.
Th1: Cã xo ∈ [0, 1] sao cho f(xo) > 0. Gäi c ∈ [0, 1] sao cho

ϕ(c) = max
x∈[0,1]

ϕ(x) = max
x∈[0,1]

f(x)

x
> 0.

Ta cã c 6= 0. NÕu c = 1 th× ϕ(1) = f(1) > 0 vµ ϕ′(1) = −f(1) < 0. MÆt kh¸c

ϕ′(1) = lim
x→1−

ϕ(x)− ϕ(1)

x− 1
≥ 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá c 6= 1. VËy c ∈ (0, 1). Theo bæ ®Ò Fermat, ta cã ϕ′(c) = 0

nªn f ′(c) =
f(c)

c
.

Th2: NÕu cã xo ∈ [0, 1] sao cho f(xo) < 0, ta gäi c ∈ [0, 1] sao cho

ϕ(c) = inf
x∈[0,1]

ϕ(x).

LËp luËn t−¬ng tù ®−a ®Õn f ′(c) =
f(c)

c
.

Bµi 2.21. Cho n lµ mét sè nguyªn d−¬ng, ak, bk ∈ R, (k = 1, 2, · · · , n). Chøng minh
r»ng ph−¬ng tr×nh

x +
n∑

k=1

(ak sin kx + bk cos kx) = 0

cã nghiÖm trong (−π, π).

H−íng dÉn:
XÐt hµm

ϕ(x) =
x2

2
+

n∑

k=1

(
− ak

k
cos kx +

bk

k
sin kx

)
, x ∈ [−π, π]

Khi ®ã ϕ(π) = ϕ(−π). ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.22.
a) Cho c1, c2, · · · , c2003 lµ c¸c sè thùc tháa m·n

c1 − 3c3 + 5c5 − 7c7 + · · ·+ 2001c2001 − 2003c2003 = 0.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh

c1 cos x + 22c2 cos 2x + · · ·+ 20032.c2003 cos 2003x = 0

cã Ýt nhÊt 3 nghiÖm trªn (−π, π).
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b) Cho a1, a2, · · · , an tháa m·n

a1 +
a2

2
+ · · ·+ an

n
= 0 (n > 1).

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh a1 + a2x + · · ·+ anx
n−1 = 0 cã nghiÖm trong (0, 1).

c) Cho a0, a1, · · · , an ∈ R tháa m·n
n∑

k=0

ak

2k + 1
= 0.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh
n∑

k=0

ak cos(2k + 1)x = 0 cã nghiÖm trong (0,
π

2
).

H−íng dÉn:
a) XÐt hµm

ϕ(x) = c1 sin x + 2c2 sin 2x + · · ·+ 2003c2003 sin 2003x.

Khi ®ã ta cã: ϕ(0) = ϕ(
π

2
) = ϕ(π) = ϕ(−π) = ϕ(−π

2
).

¸p dông ®Þnh lý Rolle.

b) XÐt hµm ϕ(x) = a1x + a2
x2

2
+ · · ·+ an

xn

n
.

Ta cã ϕ(0) = ϕ(1) = 0. ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

c) XÐt hµm

ϕ(x) =
n∑

k=0

ak sin(2k + 1)x

2k + 1
.

Bµi 2.22. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn R, c, d ∈ R sao cho

c < d vµ f(c) = f(d), f ′(c) > 0, f ′(d) > 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i, xo ∈ (c, d) tháa m·n
{

f(xo) = f(d)

f ′(xo) ≤ 0.

Lêi gi¶i:
®Æt ϕ(x) = f(x)− f(d).
Ta cã ϕ(c) = ϕ(d) = 0, ϕ′(c) > 0, ϕ′(d) > 0. Ta cÇn chøng minh tån t¹i xo ∈ (c, d)

sao cho ϕ(xo) = 0.

V× ϕ′(c) = →
x→o+

lim
ϕ(x)− ϕ(c)

x− c
> 0 nªn tån t¹i δ > 0 sao cho

ϕ(x) > 0, ∀x ∈ (c, c + δ) ⊂ [c, d].

®Æt xo = sup {α ∈ [c, d] : ϕ(x) > 0,∀x ∈ (c, c + α)}.
Ta dÔ dµng chøng minh ϕ(xo) = 0 vµ xo ∈ (c, d). Ta cã

ϕ′(xo) = ϕ′(x−o ) = lim
x→0−

ϕ(x)− ϕ(xo)

x− xo

= lim
x→0−

ϕ(x)

x− xo

≤ 0.
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Bµi 2.23. Cho f lµ mét hµm cã ®¹o hµm trªn [0, 1] vµ

f ′(0) < 0, f ′(1) < 0, f(0) = f(1) = 0.

a) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = 0 cã nghiÖm trong (0, 1).
b) Cã thÓ kh¼ng ®Þnh r»ng tån t¹i x1, x2 ∈ (0, 1), x1 6= x2 vµ

f ′(x1) = f ′(x2)?

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.24. Cho f lµ hµm kh¶ vi trªn [0, 1], f(0) = 0, f(1) = 1. Chøng minh r»ng víi
mçi K1, K2 > 0, tån t¹i x1, x2 ∈ (0, 1), sao cho x1 6= x2 vµ

K1

f ′(x1)
+

K2

f ′(x2)
= K1 + K2.

Gi¶i:

XÐt hµm ϕ(x) = f(x)− K1

K1 + K2

.

Ta cã ϕ(0) = − K1

K1 + K2

< 0, ϕ(1) =
K2

K1 + K2

> 0.

V× ϕ(0).ϕ(1) < 0, nªn tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho

ϕ(c) = 0 ⇐⇒ f(c) =
K1

K1 + K2

.

¸p dônh ®Þnh lý Lagrange cho hµm f trªn [0, c] ta cã:
∃x1 ∈ (0, c) : f(c)− f(0) = f ′(x1)c.

Do ®ã
K1

K1 + K2

= f ′(x1)c hay
K1

f ′(x1)(K1 + K2)
= c.

¸p dông ®Þnh lý Lagrange cho hµm f trªn [c, 1] ta cã:
∃x2 ∈ (c, 1) : f(1)− f(c) = f ′(x2)(1− c).

Nh− vËy
K2

f ′(x2)(K1 + K2)
= 1− c.

Do ®ã
K1

f ′(x1)(K1 + K2)
+

K2

f ′(x2)(K1 + K2)
= 1

hay
K1

f ′(x1)
+

K2

f ′(x2)
= 1.

Bµi 2.25. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [a, b], kh¶ vi trªn (a, b). BiÕt r»ng f(a) ≤ f(b) vµ

f(x) + f ′(x) < ε, ∀x ∈ (a, b).

Chøng minh r»ng f ′(x) < ε, ∀x ∈ (a, b).
Gi¶i:

V× f lµ hµm liªn tôc trªn [a, b] nªn tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho

f(xo) = sup
x∈[a,b]

f(x).

+ NÕu xo ∈ (a, b) th× theo bæ ®Ò Fermat f ′(xo) = 0. Do ®ã

f(xo) = f(xo) + f ′(xo) < ε.

V× vËy f(x) < ε, ∀x ∈ (a, b).
+ Gi¶ sö xo = b.
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* NÕu cã x1 ∈ (a, b) ®Ó f(x1) = f(b) = sup
x∈[a,b]

f(x) th× f ′(x1) = 0 vµ ta còng cã

f(x) ≤ f(x1) ≤ f(x1) + f ′(x1) < ε, ∀x ∈ (a, b).

* NÕu f(x) < f(b) víi mäi x ∈ (a, b), th× ta cÇn chøng minh f(b) ≤ ε. Gi¶ sö
ng−îc l¹i f(b) > ε. Ta t×m ®−îc δ > 0 sao cho f(x) > ε, ∀x ∈ [b− δ, b].

Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i c ∈ (b− δ, b) sao cho

f ′(c) =
f(b)− f(b− δ)

δ
≥ 0.

Do vËy f(c) + f ′(c) > 0.
M©u thuÉn trªn chøng tá f(x) ≤ f(b) < ε, ∀x ∈ (a, b).

Bµi 2.26. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi trªn [−1, 1], f(0) = 0.
T×m giíi h¹n cña d·y (un)n víi

un =
n∑

k=1

f(
k

n2
)

H−íng dÉn: (un)n héi tô vÒ
1

2
f ′(0).

Bµi 2.27. Cho f lµ hµm kh¶ vi trªn [0, +∞) vµ lim
x→∞

f ′(x) = 0.

Chøng minh r»ng víi mçi d > 0 ta cã lim
x→∞

[
f(x + d)− f(x)

]
= 0.

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.28. Cho f lµ mét hµm tháa m·n

f ′(x) < 0 < f ′′(x), ∀x < 0

f ′′(x) < 0 < f ′(x),∀x > 0.

Chøng minh r»ng f ′(0) kh«ng tån t¹i.

H−íng dÉn:
Gi¶ sö r»ng f ′(0) tån t¹i, h·y chøng minh r»ng lóc ®ã f ′(0) = 0. H·y chØ ra m©u

thuÉn b»ng c¸c gi¶ thiÕt trªn.

Bµi 2.29. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn (a, b). Gi¶ sö r»ng víi mçi x ∈ (a, b), giíi h¹n

lim
x→0+

1

2h

[
f(x + h)− f(x− h)

]
= g(x)

tån t¹i h÷u h¹n.

a) Chøng minh r»ng nÕu g(x) ≥ 0 víi mçi x ∈ (a, b) th× f lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng.
b) Chøng minh r»ng nÕu g ≡ 0 th× f lµ hµm h»ng.
c) Chøng minh r»ng nÕu g liªn tôc trªn (a, b) th× f kh¶ vi liªn tôc trªn (a, b).

Gi¶i:
a) Tr−íc hÕt xÐt tr−êng hîp g(x) > 0 víi mçi x ∈ (a, b). Gi¶ sö f kh«ng ph¶i lµ hµm

®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b), ta t×m ®−îc x1, x2 ∈ (a, b) sao cho x1 < x2 vµ f(x1) > f(x2).

®Æt c =
f(x1) + f(x2)

2
vµ ϕ(x) = f(x)− c.

Ta cã ϕ(x1) = f(x1)− c > 0, ϕ(x2) = f(x2)− c < 0.
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®Æt x = sup {α ∈ (x1, x2) : ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ (x1, α)}.
Ta t×m ®−îc (bn)n, bn > 0, bn → 0 vµ ϕ(x + bn) < 0.
Khi ®ã

g(x) = lim
n→∞

[
f(x + bn)− f(x− bn)

]

= lim
n→∞

[
ϕ(x + bn)− ϕ(x− bn) ≤ 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b).
* Tr−êng hîp g(x) ≥ 0 víi mçi ε > 0, xÐt h(x) = f(x) + εx.
Theo chøng minh trªn h lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b), do vËy f còng lµ hµm

®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a, b) v× ε > 0 tïy ý.

b) NÕu g ≡ 0 th× f võa ®¬n ®iÖu t¨ng võa ®¬n ®iÖu gi¶m do ®ã f lµ hµm h»ng.

c) Gäi G lµ mét nguyªn hµm cña g. Khi ®ã

lim
h→0

G(x + h)−G(x− h)

2h
= g(x).

Do vËy

lim
h→0

(f −G)(x + h)− (f −G)(x− h)

2h
= 0,∀x ∈ (a, b).

Theo c©u b) th× f −G = const.
Suy ra f(x) = G(x) + c, ∀x ∈ (a, b).
Nh− vËy f lµ hµm cã ®¹o hµm liªn tôc trªn (a, b).

Bµi 2.30. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) sao cho

f(0) = lim
x→∞

f(x).

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f ′′(x) = 0 cã nghiÖm.

Bµi 2.31. Gi¶ sö f vµ g lµ c¸c hµm kh¶ vi trªn [a, b], trong ®ã g(x) 6= 0 vµ g′(x) 6= 0
víi mçi x ∈ [a, b]. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho

1

g(b)− g(a)

∣∣∣∣
f(a) f(b)
g(a) g(b)

∣∣∣∣ =
1

g′(c)

∣∣∣∣
f(c) g(c)
f ′(c) g′(c).

∣∣∣∣

H−íng dÉn:

®Æt ϕ(x) =
f(x)

g(x)
, ϕ(x) =

1

g(x)
, x ∈ [a, b].

H·y ¸p dông ®Þnh lý Cauchy.

Bµi 2.32. Cho f vµ g lµ c¸c hµm x¸c ®Þnh trªn (a, b) sao cho víi mçi x ∈ (a, b), tån
t¹i δx > 0 ®Ó

f(x + h)− f(x− h) = 2hg(x), 0 < h < δx.

Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi th× f ′′(x) = 0,∀x ∈ (a, b).
B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 2.33. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) tháa m·n

f(0) = 0, f ′(0) > 0 vµ f ′′(x) ≥ f(x),∀x ≥ 0.
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Chøng minh r»ng f(x) > 0 víi mçi x > 0.

Gi¶i:
®Æt ϕ(x) = ex(f ′(x)− f(x)). Ta cã

ϕ′(x) = ex(f ′′(x)− f(x)) ≥ 0,∀x ≥ 0.

Do vËy ϕ lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, +∞). MÆt kh¸c

ϕ(0) = f ′(0)− f(0) > 0.

Suy ra ϕ(x) > 0,∀x ∈ [0, +∞) nªn f ′(x) > f(x),∀x ∈ [0, +∞).
LÆp l¹i lËp luËn t−¬ng tù víi Ψ(x) = e−xf(x) ta suy ra

f(x) > 0,∀x > 0.

Bµi 2.34. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, +∞) sao cho f > 0, f ′ ≤ 0
vµ f ′′ bÞ chÆn trªn [0, +∞). Chøng minh r»ng

lim
x→∞

f ′(x) = 0.

Gi¶i:
Tõ gi¶ thiÕt suy ra tån t¹i giíi h¹n l = lim

x→∞
f(x).

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t gi¶ sö l = 0 (nÕu kh«ng ta ®Æt hµm
ϕ(x) = f(x)− l). Víi mçi ε > 0, tån t¹i A > 0 sao cho

|f(x)| < ε2, ∀x > A.

®Æt M = sup
x≥0

|f ′′(x)|.
Víi mçi x > A, tån t¹i θ ∈ (0, 1) sao cho

f(x + ε)− f(x)− f ′(x)ε =
1

2
f ′′(x + θε)ε2.

Do ®ã

|f ′(x)| ≤ |f(x + ε)|+ |f(x)|
ε

+
1

2
M.ε

≤ (2 +
1

2
M)ε.

VËy lim
x→∞

f ′(x) = 0.

Bµi 2.35. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [a, b] sao cho f(a) = f(b) =
f ′(a) = f ′(b) = 0. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho f ′′(c) = f(c).

H−íng dÉn:
XÐt hµm ϕ(x) = e−x(f(x) + f ′(x)]. ¸p dông ®Þnh lý Rolle.

Bµi 2.36. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [a, b] vµ trªn ®o¹n nµy f cã
kh«ng Ýt h¬n ba kh«ng ®iÓm kh¸c nhau. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho

f(c) + f ′′(c) = 2f ′(c).

H−íng dÉn:
®Æt ϕ(x) = e−xf(x).
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¸p dông ®Þnh lý Rolle ta t×m ®−îc c1, c2 ∈ (a, b) sao cho f ′(c1) = f(c1), f
′(c2) =

f(c2), c1 6= c2.
L¹i ®Æt Ψ(x) = e−x(f ′(x) − f(x)) råi ¸p dông ®Þnh lý Rolle ta suy ra ®iÒu ph¶i

chøng minh.

Bµi 2.37. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp n trªn [0, 1], x1, x2, · · · , xn, xn+1 lµ
c¸c sè kh¸c nhau thuéc [0, 1]. Chøng minh

∣∣∣
n+1∑

k=1

f(xk)

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn+1)

∣∣∣

≤ 1

n!
sup

x∈[0,1]

|f (n)(x)|

Gi¶i:®Æt

ϕ(x) = f(x)−
n+1∑

k=1

f(xk).
n+1∏
j=1

j 6=k

(x− xj)

n+1∏
j=1

j 6=k

(xk − xj)

.

Ta cã ϕ(x1) = ϕ(x2) = · · · = ϕ(xn+1) = 0.
Do ®ã tån t¹i c ∈ (0, 1) sao cho ϕ(n)(c) = 0, tøc lµ

f (n)(c)−
n+1∑

k=1

n!f(xk)

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn+1)
= 0.

Suy ra
∣∣∣

n+1∑

k=1

f(xk)

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn+1)

∣∣∣ ≤ 1

n!
max
x∈[0,1]

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣.

Bµi 2.38. Cho f lµ hµm kh¶ vi cÊp 2 trªn R vµ tháa m·n

lim
x→∞

(f(x)− |x|) = 0; f(0) ≤ 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo sao cho f ′′(xo) = 0.
Lêi gi¶i:

Tõ gi¶ thiÕt suy ra

lim
x→∞

f(x)

x
= 1; lim

x→−∞
f(x)

x
= −1; lim

x→∞
f(x) = +∞

Râ rµng f ′ lµ hµm liªn tôc trªn R.
Th1: NÕu f ′ kh«ng ph¶i lµ ®¬n ¸nh trªn R nghÜa lµ tån t¹i x1, x2 ∈ R, x1 6= x2 vµ

f ′(x1) = f ′(x2), th× theo ®Þnh lý Rolle, tån t¹i xo sao cho f ′′(xo) = 0.
Th2: NÕu f ′ lµ ®¬n ¸nh khi ®ã f ′ lµ hµm ®¬n ®iÖu trªn R. Do ®ã tån t¹i giíi h¹n

lim
x→∞

f ′(x) vµ lim
x→−∞

f ′(x), vµ

lim
x→∞

f ′(x) = lim
x→∞

f(x)

x
= 1; lim

x→−∞
f ′(x) = lim

x→−∞
f(x)

x
= −1.

VËy f ′ lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn R vµ −1 < f ′(x) < 1, ∀x ∈ R.
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®Æt ϕ(x) = x− f(x). Ta cã ϕ′(x) = 1− f ′(x) > 0, ∀x ∈ R, ϕ(0) = −f(0) ≥ 0.
VËy x− f(x) 6−→ 0 (x → +∞).
Nh− vËy tr−êng hîp nµy kh«ng thÓ x¶y ra.

Bµi 2.39. Gi¶ sö f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp 3 trªn [0, +∞), f(x) > 0, f ′(x) >
0, f ′′(x) > 0 víi mçi x ∈ [0, +∞). Chøng minh r»ng nÕu:

lim
x→∞

f ′(x).f ′′′(x)

(f ′′(x))2
= c, c < 2

th×

lim
x→∞

f(x).f ′′(x)

(f ′(x))2
=

1

2− c
.

H−íng dÉn:

XÐt hµm ϕ(x) =
1

f ′(x)
.

Tr−íc hÕt chøng minh lim
x→∞

ϕ′(x) = 0. Do vËy

lim
x→∞

(f ′(x))2

f ′′(x)
= +∞.

Sau ®ã chøng minh lim
x→∞

f(x) = +∞.

¸p dông qui t¾c L'Hospital

lim
x→∞

f(x).f ′′(x)

(f ′(x))2
= lim

x→∞
f(x)

(f ′(x))2

f ′′(x)

= lim
x→∞

1

2− f ′(x).f ′′′(x)

(f ′′(x))2

=
1

2− c
.

Bµi 2.40. Cho f lµ hµm kh¶ vi ®Õn cÊp hai trªn (a, b). Chøng minh r»ng víi mçi
x ∈ (a, b) ta cã

lim
h→0

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
= f ′′(x).

Gi¶i:
XÐt

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
.

Ta cã f(x + h) = f(x) + f ′(x)h +
1

2
f ′′(x)h2 + o1(h

2)

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h +
1

2
f ′′(x)h2 + o2(h

2).

Tõ ®ã ta cã

lim
h→0

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
= f ′′(x) + lim

h→0

o1(h
2) + o2(h

2)

h2

= f ′′(x)
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B¹n ®äc tù kiÓm chøng víi x = 0 vµ

f(x) =





x2 sin
1

x
, x 6= 0

e, x = 0.

Ta cã lim
h→0

f(0 + h) + f(0− h)− 2f(0)

h2
= 0 nh−ng f ′′(0) kh«ng tån t¹i.

Bµi 2.41. Cho f lµ hµm x¸c ®Þnh trªn R cã ®¹o hµm mçi cÊp vµ
∣∣∣f (n)(x)− f (n−1)(x)

∣∣∣ <
1

n2
, ∀x ∈ R.

Chøng minh r»ng lim
n→∞

f (n)(x) = cex, c = const.

H−íng dÉn:
D·y hµm (f (n)(x))n héi tô ®Òu vÒ hµm g(x) trªn R. DÔ thÊy r»ng g′(x) = g(x) víi

mçi x ∈ R tõ ®ã suy ra g(x) = cex, c = const.

Bµi 2.42. Cho P (x) lµ mét ®a thøc bËc n víi hÖ sè thùc sao cho P (x) cã n nghiÖm
ph©n biÖt x1, x2, · · · , xn. Chøng minh r»ng

n∑

k=1

P ′′(xk)

P ′(xk)
= 0.

Gi¶i:
Theo gi¶ thiÕt P (x) = a(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn), a 6= 0. Do ®ã

P ′(x) = P (x)
( 1

x− x1

+
1

x− x2

+ · · ·+ 1

x− xn

)
, ∀x /∈ {x1, x2, · · · , xn}.

V× P (x1) = P (x2) = · · · = P (xn) nªn tån t¹i c¸c sè y1, y2, · · · , yn−1 sao cho

x1 < y1 < x2 < y2 < · · · < xn−1 < yn−1 < xn

P ′(y1) = P ′(y2) = · · · = P ′(yn−1) = 0.

Ta l¹i cã

P ′′(x) = P ′(x).
( 1

x− y1

+
1

x− y2

+ · · ·+ 1

x− yn−1

)
, ∀x /∈ {y1, y2, · · · , yn−1},

vµ

0 = P ′(yk) = P (yk).
( 1

yk − x1

+
1

yk − x2

+ · · ·+ 1

yk − xn

)
, ∀k = 1, n− 1.

V× P (yk) 6= 0 nªn ta cã

1

yk − x1

+
1

yk − x2

+ · · ·+ 1

yk − xn

= 0, ∀x = 1, n− 1.

Do ®ã
n∑

k=1

P ′′(xk)

P ′(xk)
=

n−1∑

k=1

( 1

xk − y1

+
1

xk − y2

+ · · ·+ 1

xk − yn−1

)

=
n∑

k=1

( n∑
j=1

1

yk − xj

)
= 0.
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Bµi 2.43. Cho P (x) lµ mét ®a thøc bËc n ≥ 1 tháa m·n P (x) = 0 víi mçi x ∈ R.
Chøng minh

P (x) + P ′(x) + · · ·+ P (n)(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.

Gi¶i:
Gi¶ sö P (x) = anxn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 (an 6= 0).
V× P (x) ≥ 0 víi mçi x ∈ R nªn n ch½n vµ an > 0.
XÐt hµm

F (x) = P (x) + P ′(x) + · · ·+ P (n)(x).

V× F còng lµ ®a thøc bËc n víi hÖ sè cña xn lµ an nªn lim
x→∞

F (x) = +∞.

Do ®ã tån t¹i xo ∈ R sao cho F (xo) = inf
x∈R

F (x).

Theo bæ ®Ò Fermat F ′(xo) = F (xo)− P (xo) = 0.
Nh− vËy F (xo) = inf

x∈R
F (x) = P (xo) ≥ 0,

Vµ F (x) ≥ 0,∀x ∈ R.

Bµi 2.44. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a−h, a+h], kh¶ vi trªn (a−h, a+h), h > 0.
Chøng minh r»ng tån t¹i θ ∈ (0, 1) sao cho

f(a + h)− f(a− h) = h
(
f ′(a + θh) + f ′(a− θh)

)
.

Gi¶i:
®Æt ϕ(x) = f(a + x) − f(a − x), x ∈ [0, h]. Ta cã ϕ liªn tôc trªn [0, h] vµ kh¶ vi

trªn (0, h). Theo ®Þnh lý Lagrange tån t¹i θ ∈ (0, 1) sao cho

ϕ(h)− ϕ(0) = ϕ′(θh).h

⇐⇒ f ′(a + h)− f(a− h) =
[
f ′(a + θh) + f ′(a− θh)

]
h

Bµi 2.45. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn R sao cho tån t¹i
θ ∈ (0, 1) ®Ó

f(x + h) = f(x) + hf ′(x + θh), ∀x, h ∈ R.

Gi¶i:
Víi mçi x, h ∈ R ta cã f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + o(h2).
V× vËy h[f ′(x + θh)− f ′(x)] = o(h2).

Suy ra
f ′(x + θh)− f ′(x)

h
=

o(h2)

h2
, h 6= 0.

Do ®ã b»ng c¸ch lÊy giíi h¹n khi h → 0 ta cã θf ′′(x) = 0, ∀x ∈ R
VËy f(x) = Ax + B.

Bµi 2.46. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [−2, 2] sao cho

|f(x)| ≤ 1, ∀x ∈ [−2, 2], (f(0))2 + (f ′(0))2 = 4.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ (−2, 2) sao cho f(xo) + f ′′(xo) = 0.
Gi¶i:

®Æt F (x) = (f(x))2 + (f ′(x))2.
Ta cã F ′(x) = 2f ′(x)(f(x) + f ′′(x)), F (0) = 4.
Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i θ ∈ (−2, 0) sao cho

f(0)− f(−2) = f ′(θ1)2.
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Do ®ã f ′(θ1) ≤ 1

2
(|f(0)|+ |f(−2)|) ≤ 1

T−¬ng tù tån t¹i θ2 ∈ (0, 2) sao cho f ′(θ2) ≤ 1. Suy ra

F (θ1) ≤ 2 vµ F (θ2) ≤ 2.

V× F (0) = 4, F (θ1) ≤ 2, F (θ2) ≤ 2, nªn F ph¶i ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt t¹i xo ∈ (θ1, θ2)
vµ F ′(xo) = 0.

NÕu f ′(xo) = 0 th× F (xo) = (f(xo))
2 ≤ 1, v« lý. Do vËy

f ′(xo) 6= 0 vµ f(xo) + f ′′(xo) = 0.

Bµi 2.47. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [a, b]. Chøng minh r»ng tån
t¹i c ∈ (a, b) sao cho

f(a) + f(b)

2
= f(

a + b

2
) +

(b− a)2

8
f ′′(c).

Gi¶i:

Gäi A lµ h»ng sè sao cho:
f(a) + f(b)

2
= f(

a + b

2
) +

(b− a)2

8
.A.

®Æt F (x) =
f(a) + f(x)

2
− f(

a + x

2
)− (x− a)2

8
.A.

Ta cã F (a) = F (b) = 0 do ®ã tån t¹i θ ∈ (a, b) sao cho F ′(θ) = 0

⇐⇒ 1

2

[
f ′(θ)− f ′(

a + θ

2
)
]
− θ − a

4
A = 0 (∗)

L¹i ¸p dông ®Þnh lý Lagrange cho hµm f ′ trªn [
a + θ

2
; θ] ta t×m ®−îc c ∈ (a, b) sao

cho

f ′(θ)− f ′(
a + θ

2
) = f ′′(c).

θ − a

2
.

Thay vµo (*) ta cã f ′′(c) = A.
Nh− vËy tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho

f(a) + f(b)

2
= f(

a + b

2
) +

(b− a)2

8
f ′′(c).

Bµi 2.48. Cho a, b, c ∈ R tháa m·n
c

3
= −2

5
(
a + b

n + 2
).

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh

a sinn x + b cosn x + c sin x + c = 0

cã nghiÖm trong (0,
π

2
).

H−íng dÉn:
XÐt hµm

ϕ(x) =
a sinn+2 x

n + 2
− b

cosn+2 x

n + 2
+

c sin3 x

3
+

c sin2 x

2
.

Chøng tá ϕ(0) = ϕ(
π

2
) råi ¸p dông ®Þnh lý Rolle.
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Bµi 2.49. Cho ph−¬ng tr×nh xn = x + n.
a) Chøng minh r»ng víi mçi n, ph−¬ng tr×nh cã duy nhÊt nghiÖm xn > 0.

b) Chøng minh d·y (xn)n bÞ chÆn vµ t×m lim
n→∞

xn

n
1
n

; lim
n→∞

xn.

Gi¶i:
XÐt hµm fn(x) = xn − x− n. Ta cã f ′n(x) = nxn−1 − 1.

f ′n(x) ≥ 0 ⇐⇒ x ≥ (
1

n
)

1
n−1

Ta cã b¶ng biÕn thiªn

Dùa vµo b¶ng biÕn thiªn ta thÊy ph−¬ng tr×nh fn(x) = 0 cã duy nhÊt nghiÖm xn víi

xn > (
1

n
)

1
n−1 .

b) V× fn(1) = −n < 0 nªn xn > 1.
V× fn(2) = 2n − 2− n > 0 nªn xn < 2.
VËy (xn)n bÞ chÆn. Ta cã xn

n = xn + n nªn

xn
n

n
=

xn + n

n
→ 1 (n →∞).

Do ®ã
xn

n
1
n

→ 1 (n →∞).

Tõ ®ã suy ra lim
n→∞

xn = 1.

Bµi 2.50. Cho f : [0, 1] → R lµ hµm liªn tôc sao cho f(0) = f(1) = 0, f kh¶ vi ®Õn
cÊp hai trªn (0, 1) vµ f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x) ≥ 0 ∀x ∈ (0, 1).

Chøng minh r»ng f(x) ≤ 0 víi mçi x ∈ [0, 1].

Gi¶i:
XÐt hµm ϕ(x) = ex.f(x). Khi ®ã{

ϕ(0) = ϕ(1) = 0

ϕ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0, 1).

NÕu tån t¹i xo ∈ (0, 1) sao cho ϕ(xo) > 0 th× gäi c ∈ (0, 1) tháa m·n

ϕ(c) = sup
x∈[0,1]

ϕ(x) > 0.

Ta cã ϕ′(c) = 0. V× ϕ′ lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (0, 1) nªn{
ϕ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (c, 1)

ϕ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (0, c).

Do vËy 0 = ϕ(0) ≥ ϕ(c) > 0. M©u thuÉn nµy chøng tá

ϕ(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1].

Suy ra f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1].

Bµi 2.51. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn R vµ f ′′(x) ≥ f(x) víi mçi
x ∈ R. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i a, b ∈ R, a < b, f(a) = f(b) = 0 th×

f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b].
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Gi¶i:
Gi¶ sö tån t¹i xo ∈ (a, b) sao cho f(xo) > 0. Gäi c ∈ (a, b) sao cho

f(c) = sup
x∈[a,b]

f(x) > 0.

Ta cã f ′(c) = 0. Khi ®ã f ′′(c) ≥ f(c) > 0.
Gäi [α, β] ⊂ [a, b] sao cho c ∈ (α, β) vµ f ′′(x) > 0, ∀x ∈ [α, β].
Khi ®ã f ′ lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng ngÆt trªn (α, β). Do f ′(c) = 0 nªn

{
f ′(x) < 0, ∀x ∈ (α, c)

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (c, β).

V× vËy f(α) > f(c) = sup
x∈[a,b]

f(x).

M©u thuÉn nµy chøng tá f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b]

Bµi 2.52. Cho K lµ mét h»ng sè , f lµ hµm kh¶ vi trªn [0, +∞) sao cho

f ′(x) ≤ kf(x), ∀x ≥ 0.

Chøng minh r»ng f(x) ≤ ekxf(0), ∀x ≥ 0.
H−íng dÉn:

XÐt hµm ϕ(x) = e−kxf(x).
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Ch−¬ng III. phÐp tÝnh tÝch ph©n

Bµi 3.1. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R. §Æt

F (x) =

x∫

0

f(t)dt.

Chøng minh r»ng nÕu f lµ hµm ch½n th× F lµ hµm lÎ , nÕu f lµ hµm lÎ th× F lµ hµm
ch½n.

Gi¶i:
Gi¶ sö f lµ hµm ch½n
B»ng phÐp ®æi biÕn t = −u,

ta cã F (−x) =
−x∫
0

f(t)dt =
x∫
0

f(−u)(−du) = −
x∫
0

f(t)dt = −F (x) víi mçi x ∈ R.

V× vËy F lµ hµm lÎ . Tr−êng hîp cßn l¹i hoµn toµn t−¬ng tù.

Bµi 3.2. Cho f lµ mét hµm liªn tôc vµ nhËn gi¸ trÞ d−¬ng trªn [0, 1].
a) Chøng minh r»ng

π
2∫

0

f(sin x)dx

f(sin x) + f(cos x)
=

π

4
.

b) TÝnh c¸c tÝch ph©n

I =

π
2∫
0

dx

1 + ecos 2x
; J =

π
2∫
0

dx

1 +
√

tgx
.

Gi¶i:
a) §Æt

I1 =

π
2∫

0

f(sin x)

f(sin x) + f(cos x)
dx.

B»ng phÐp ®æi biÕn x =
π

2
− t ta suy ra

I1 =

π

2∫

0

f(cos x)

f(sin x) + f(cos x)
dx.

Do ®ã 2I1 = J1 + I1 =

π
2∫
0

dx =
π

2
.V× vËy I1 =

π

4
.

b) Ta cã
1

1 + ecos 2x
=

1

ecos2 x−sin2 x + 1
=

esin2 x

esin2 x + ecos2 x
.

Do ®ã I1 =
π

4
.

®©y lµ tr−êng hîp riªng cña c©u a) víi f(x) = ex2
.
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Bµi 3.3. Cho f lµ mét hµm ch½n liªn tôc trªn [−a, a], a > 0; g lµ mét hµm liªn tôc
nhËn gi¸ trÞ d−¬ng trªn [−a, a] vµ

g(−x) =
1

g(x)
, ∀x ∈ [−a, a].

a) Chøng minh r»ng
a∫

−a

f(x)dx

1 + g(x)
=

a∫

0

f(x)dx.

b) TÝnh

I =

π
2∫

−π
2

cos x

1− x +
√

x2 + 1
dx.

c) TÝnh

lim
a→+∞

a∫

−a

dx

(1 + x2)(1 + ex)
.

Gi¶i:
a) §Æt x = −t, ta cã

I =

a∫

−a

f(x)dx

1 + g(x)
=

a∫

−a

f(−t)dt

1 + g(−t)

=

a∫

−a

f(t)dt

1 +
1

g(t)

=

a∫

−a

f(t)g(t)dt

1 + g(t)
=

a∫

−a

f(x)g(x)dx

1 + g(x)
.

V× vËy

I + I = 2I =

a∫

−a

f(x)dx = 2

a∫

0

f(x)dx.

Tõ ®ã suy ra I =
a∫
0

f(x)dx.

b) ¸p dông c©u a) víi g(x) =
√

x2 + 1− x. DÔ thÊy

g(−x) =
√

x2 + 1 + x =
1√

x2 + 1− x
=

1

g(x)
, ∀x ∈ [−π

2
,
π

2
].

Bµi 3.4. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [−a, a]. Chøng minh r»ng

a)
a∫
−a

f(x2)dx = 2
a∫
0

f(x2)dx.

b)
a∫
−a

xf(x2)dx = 0.

H−íng dÉn:
a) §Æt g(x) = f(x2). DÔ thÊy g lµ hµm ch½n trªn [−a, a].
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b) §Æt h(x) = xf(x2). DÔ thÊy h lµ hµm lÎ trªn [−a, a].

Bµi 3.5. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng

a)

π
2∫
0

f(sin x)dx =

π
2∫
0

f(cos x)dx =
1

2

π∫
0

f(sin x)dx.

b)
nπ∫
0

f(cos2 x)dx = n
π∫
0

f(cos2 x)dx.

(B¹n ®äc tù gi¶i)

Bµi 3.6. Cho f lµ mét hµm liªn tôc nhËn gi¸ trÞ d−¬ng vµ tuÇn hoµn víi chu kú b»ng 1
trªn R. Chøng minh r»ng

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx ≥ 1, ∀n ∈ N∗.

Lêi gi¶i: Ta cã

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx =

1
n∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx +

2
n∫

1
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx + · · ·+

1∫

n−1
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx.

Trong mçi tÝch ph©n
i+1
n∫

i
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx, 1 ≤ i ≤ n− 1,

thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn x = t +
i

n
, ta cã

i+1
n∫

i
n

f(x)

f(x +
1

n
)
dx =

1
n∫

0

f(x +
i

n
)

f(x +
i + 1

n
)
dx.

V× vËy

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx =

1
n∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx +

1
n∫

0

f(x +
1

n
)

f(x +
2

n
)
dx + · · ·+

1
n∫

0

f(x +
n− 1

n
)

f(x)
dx.

B»ng c¸ch ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta nhËn ®−îc

1∫

0

f(x)

f(x +
1

n
)
dx ≥ n

1
n∫

0

dx = 1.
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Bµi 3.7. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = 0 vµ

0 ≤ f ′(x) ≤ 1, ∀x ∈ [a, b].

Chøng minh r»ng

a)
b∫

a

f(x)dx ≥ 1

2

[
(f(b))2 − (f(a))2

]
.

b)
b∫

a

(f(x))3dx ≤
( b∫

a

f(x)dx
)2

.

Gi¶i:
a) Ta cã f lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [a, b] vµ f(x) ≥ f(a) = 0, ∀x ∈ [a, b]. Do ®ã

:
f(x) ≥ f(x).f ′(x), ∀x ∈ [a, b].

Tõ ®©y suy ra

b∫

a

f(x)dx ≥
b∫

a

f(x).f ′(x)dx =
1

2
[f(x)]2

∣∣∣
b

a
=

1

2

[
(f(b))2 − (f(a))2

]
.

b) XÐt hµm sè

F (x) = (

x∫

a

f(t)dt)2 −
x∫

a

(f(t))3dt, x ∈ [a, b].

Ta cã

F ′(x) = 2.
x∫
a

f(t)dt.f(x)− (f(x))3 = f(x)
[
2

x∫
a

f(t)dt− (f(x))2
]
.

§Æt G(x) = 2
x∫
0

f(t)dt− (f(x))2. Ta cã

G′(x) = 2f(x)− 2f(x).f ′(x) = 2f(x)(1− f ′(x)) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].
Do ®ã G(x) ≥ G(a) = 0, ∀x ∈ [a, b].
Tõ ®ã suy ra F ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]. Nh− vËy F (b) ≥ F (a) = 0.

NghÜa lµ
( b∫

a

f(x)dx
)2

≥
b∫

a

(f(x))3dx.

Bµi 3.8. Cho f ∈ C[a,b]; x1, x2, · · · , xn ∈ [a, b], k1, k2, · · · , kn > 0. Chøng minh r»ng
tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho

k1

x1∫
xo

f(x)dx + k2

x2∫
xo

f(x)dx + · · ·+ kn

xn∫
xo

f(x)dx = 0.

Gi¶i: XÐt hµm

ϕ(x) = k1

x1∫

x

f(t)dt + k2

x2∫

x

f(t)dt + · · ·+ kn

xn∫

x

f(t)dt.

Ta dÔ dµng kiÓm tra ®−îc

k1ϕ(x1) + k2ϕ(x2) + · · ·+ knϕ(xn) = 0.
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MÆt kh¸c ϕ lµ hµm liªn tôc trªn [a, b] vµ ki > 0 víi mäi i = 1, n, do ®ã tån t¹i xo ∈ [a, b]

sao cho ϕ(xo) = 0, hay k1

x1∫
xo

f(x)dx + k2

x2∫
xo

f(x)dx + · · ·+ kn

xn∫
xo

f(x)dx = 0.

Bµi 3.9. Chøng minh r»ng víi mäi a, b, 0 < a < b th×

a)
∣∣∣

a+1∫
a

sin x2dx
∣∣∣ ≤ 1

a
,

b)
∣∣∣

b∫
a

sin x

x
dx

∣∣∣ ≤ 2

a
.

Gi¶i:

a) XÐt tÝch ph©n I =
a+1∫
a

sin x2dx. B»ng phÐp ®æi biÕn t = x2, ta cã

I =

(a+1)2∫

a2

sin t

2
√

t
dt.

§Æt u =
1

2
√

t
, du = − 1

2t
.

1

2
√

t
dt vµ chän v = − cos t.Ta cã

|I| =
∣∣∣− cos t

2
√

t

∣∣∣
(a+1)2

a2
−

(a+1)2∫

a2

cos tdt

4t
√

t

∣∣∣

≤ 1

2(a + 1)
+

1

2a
+

∣∣∣
(a+1)2∫

a2

cos tdt

4t
√

t

∣∣∣

≤ 1

2(a + 1)
+

1

2a
+

(a+1)2∫

a2

dt

4t
√

t
=

1

a
.

b) §Æt u =
1

x
, du = − 1

x2
dx vµ chän v = −cosx. Ta cã

∣∣∣
b∫

a

sin x

x
dx

∣∣∣ =
∣∣∣− cos x

x

∣∣∣
b

a
−

b∫

a

cos xdx

x2

∣∣∣

≤ 1

a
+

1

b
+

b∫

a

| cos x|dx

x2

≤ 1

a
+

1

b
+

b∫

a

dx

x2
=

2

a
.
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Bµi 3.10. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f liªn tôc trªn [0, 1] sao cho

x∫

0

f(t)dt =

1∫

x

f(t)dt.

H−íng dÉn: LÊy ®¹o hµm hai vÕ.
Bµi 3.11. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = f(b) = 0. Chøng minh r»ng

a)

b∫

a

xf(x).f ′(x)dx = −1

2

b∫

a

[f(x)]2dx.

b) Gi¶ sö

b∫

a

[f(x)]2dx = 1. H·y chøng minh

b∫

a

[f ′(x)]2dx.

b∫

a

[xf(x)]2dx ≥ 1

4
.

Gi¶i:
a) §Æt u = x, dv = f(x).f ′(x)dx vµ chän v =

1

2
(f(x))2. Ta cã

b∫

a

xf(x).f ′(x)dx =
1

2
x[f(x)]2

∣∣∣
b

a
− 1

2

b∫

a

[f(x)]2dx

= −1

2

b∫

a

[f(x)]2dx.

b)
b∫

a

[f ′(x)]2dx.

b∫

a

[xf(x)]2dx ≥ ( b∫

a

xf(x).f ′(x)dx
)2

=
1

4

b∫

a

[f(x)]2dx =
1

4
.

Bµi 3.12. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn R. §Æt

f1(x) =

x∫

0

f(t)dt, · · · , fn(x) =

x∫

0

fn−1(t)dt.

Chøng minh r»ng fn+1(x) =
1

n!

x∫
0

(x− t)nf(t)dt, n ≥ 1.

(B¹n ®äc tù gi¶i).
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Bµi 3.13. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, π] sao cho
π∫

0

f(x) sin xdx =

π∫

0

f(x) cos xdx = 0.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = 0 cã Ýt nhÊt hai nghiÖm ph©n biÖt trong
(0, π).

Gi¶i:
Gi¶ sö r»ng f cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm trªn (0, π).
Th1: f v« nghiÖm trªn (0, π). Do tÝnh liªn tôc cña f ta suy ra f kh«ng ®æi dÊu

trªn (0, π). Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö f(x) > 0 víi mäi x ∈ (0, π). Khi ®ã
π∫
0

f(x) sin xdx > 0, m©u thuÉn.

Th2: f cã duy nhÊt nghiÖm xo ∈ (0, π). DÔ thÊy r»ng hµm
g(x) = f(x) sin(x− xo) kh«ng ®æi dÊu trªn (0, π). Do ®ã

π∫

0

f(x) sin(x− xo)dx > 0.

MÆt kh¸c tõ gi¶ thiÕt ®· cho ta cã
π∫

0

f(x) sin(x− xo)dx = cos xo

π∫

0

f(x) sin xdx− sin xo

π∫

0

f(x) cos xdx = 0

M©u thuÉn trªn chøng tá f cã Ýt nhÊt hai nghiÖm ph©n biÖt trªn (0, π).

Bµi 3.14. Cho Ik = [ak, bk], k = 1, 2, · · · , n lµ n ®o¹n rêi nhau tõng ®«i mét.
a) Gi¶ sö P (x) lµ mét ®a thøc bËc nhá h¬n n tháa m·n

bk∫

ak

P (x)dx = 0, ∀k = 1, 2, · · · , n.

Chøng minh r»ng P (x) = 0 víi mäi x ∈ R.
b) Chøng minh r»ng tån t¹i mét ®a thøc kh¸c kh«ng bËc n tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn.

H−íng dÉn:
a) Dïng ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n.
b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.15. Cho f lµ hµm kh¶ vi trªn [−1, 1] sao cho
0∫

−1

f(x)dx =

1∫

0

f(x)dx.

Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ (−1, 1) sao cho f ′(c) = 0.

Gi¶i:
Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i x1 ∈ [−1, 0],
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x2 ∈ [0, 1] sao cho
0∫
−1

f(x)dx = f(x1), vµ
1∫
0

f(x)dx = f(x2).

* NÕu x1 6= 0 hoÆc x2 6= 0 th× x1 6= x2. Theo ®Þnh lý Rolle, tån t¹i c ∈ (x1, x2) ⊂
(−1, 1) sao cho f ′(c) = 0.

* NÕu x1 = x2 = 0, th×
0∫

−1

f(x)dx = f(0) =

1∫

0

f(x)dx.

NÕu f(x) 6= f(0), ∀x ∈ (0, 1] th× g(x) = f(x) − f(0) 6= 0 víi mäi x ∈ (0, 1]. V×
vËy g(x) kh«ng ®æi dÊu trªn (0, 1] vµ

1∫

0

g(x)dx =

1∫

0

g(x)dx− f(0) 6= 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá tån t¹i x1 ∈ (0, 1] sao cho

f(x1) = f(0).

L¹i ¸p dông ®Þnh lý Rolle ta cã ®iÒu cÇn chøng minh.

Bµi 3.16. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng tån t¹i c ∈ [0, 1] sao cho

1∫

0

f(x)x2dx =
1

3
f(c).

Gi¶i:
Do f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1] nªn tån t¹i x1, x2 ∈ [0, 1]

f(x1) = min
x∈[0,1]

f(x), f(x2) = max
x∈[0,1]

f(x).

Do ®ã
x2f(x1) ≤ x2f(x) ≤ x2f(x2),∀x ∈ [0, 1].

Suy ra

1

3
f(x1) ≤

1∫

0

x2f(x)dx ≤ 1

3
f(x2).

⇐⇒ f(x1) ≤ 3

1∫

0

x2f(x)dx ≤ f(x2).

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian cña hµm liªn tôc, tån t¹i c ∈ [0, 1] ®Ó

f(c) = 3

1∫

0

x2f(x)dx.
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Bµi 3.17.Cho α > 0, f liªn tôc [0, 1], f(0) > 0, vµ

1∫

0

f(x)dx <
1

α + 1
.

Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = xα cã nghiÖm trong (0, 1).
Lêi gi¶i:

XÐt hµm ϕ(x) = f(x)− xα, x ∈ [0, 1]. Ta cã ϕ(0) = f(0) > 0. MÆt kh¸c

1∫

0

ϕ(x)dx =

1∫

0

f(x)dx− 1

α + 1
< 0.

V× vËy tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho
1∫
0

ϕ(x)dx = ϕ(xo) < 0.

Do tÝnh liªn tôc cña ϕ vµ ϕ(0).ϕ(xo) < 0 ta suy ra ph−¬ng tr×nh ϕ(x) = 0 cã
nghiÖm trong (0, 1).

Bµi 3.18. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, n] vµ

n∫

0

f(x)dx = 0, (n ∈ N). Chøng minh

r»ng tån t¹i c ∈ [0, n− 1] sao cho

c∫

0

f(x)dx =

c+1∫

0

f(x)dx.

Gi¶i:
XÐt hµm

ϕ(x) =

x∫

0

f(t)dt−
x+1∫

0

f(t)dt =

x+1∫

x

f(t)dt.

Râ rµng ϕ liªn tôc trªn [0, n− 1] vµ

ϕ(0) + ϕ(1) + · · ·+ ϕ(n− 1) = 0.

Ta dÔ dµng suy ra tån t¹i c ∈ [0, n− 1] ®Ó ϕ(c) = 0.

Bµi 3.19. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n
1∫
0

xkf(x)dx = 0, ∀k = 1, · · · , n− 1,
1∫
0

xnf(x)dx = 1.

Chøng minh r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho |f(xo)| ≥ 2n(n + 1).
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö r»ng |f(x)| < 2n(n + 1), ∀x ∈ [0, 1]
Ta cã

1∫

0

|x− 1

2
|ndx =

1

2n(n + 1)
.
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V× vËy
1∫

0

(x− 1

2
)nf(x)dx ≤

1∫

0

|x− 1

2
|n|f(x)|dx

<

1∫

0

|x− 1

2
|n.2n(n + 1)dx = 1.

MÆt kh¸c
1∫

0

(x− 1

2
)nf(x)dx =

1∫

0

xnf(x)dx = 1.

M©u thuÉn trªn chøng tá r»ng tån t¹i xo ∈ [0, 1] sao cho

|f(xo)| ≥ 2n(n + 1).

Bµi 3.20. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n

b∫

a

|f(x)|dx = 0.

Chøng minh r»ng f(x) = 0 víi mäi x ∈ [a, b].
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) 6= 0. Ta cã |f(xo)| > 0.
Do tÝnh liªn tôc cña f , tån t¹i [α, β] ⊂ [a, b] vµ ε > 0 sao cho

|f(x)| ≥ ε, ∀x ∈ [α, β].

Khi ®ã:
b∫

a

|f(x)|dx ≥
β∫

α

f(x)dx ≥ ε(b− a) > 0.

M©u thuÉn nµy chøng tá f(x) = 0, ∀x ∈ [a, b].

Bµi 3.21. Cho f lµ hµm kh¶ tÝch trªn [a, b] vµ
b∫

a

f(x)dx > 0.

Chøng minh r»ng tån t¹i [α, β] ⊂ [a, b] sao cho f(x) > 0, ∀x ∈ [α, β].
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö r»ng víi mäi ®o¹n [α, β] ⊂ [a, b], tån t¹i xo ∈ [α, β] sao cho f(xo) ≤ 0.

§Æt I =
b∫

a

f(x)dx > 0. XÐt ph©n ho¹ch [a, b] bëi

xo = a < x1 < x2 < · · · < xn = b, xi = a + i.
b− a

n
, i = 0, n.

Ta cã lim
x→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = I > 0 víi ξi ∈ ∆i = [xi−1, xi].
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Do vËy, tån t¹i no sao cho víi mäi n ≥ no th×

n∑
i=1

f(ξi)∆xi ≥ 1

2
> 0.

Chän ξi ∈ [xi−1, xi] sao cho f(ξi) ≤ 0 ta dÉn ®Õn ®iÒu m©u thuÉn.

Bµi 3.22. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn [a, b]. Chøng minh r»ng

a)
( b∫

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
b∫

a

(f(x))2dx.
b∫

a

(g(x))2dx.

b)
1∫
0

xn
√

1− xdx ≤ 1

(n + 1)
√

n + 2
.

c) NÕu f(x) > 0, ∀x ∈ [a, b], th×

b∫

a

f(x)dx.

b∫

a

1

f(x)
dx ≥ (b− a)2.

Gi¶i:
a) B¹n ®äc tù gi¶i
b)

1∫

0

xn
√

1− xdx =

1∫

0

√
xn.

√
xn(1− x)dx

≤
( 1∫

0

xndx
) 1

2
.
( 1∫

0

xn(1− x)dx
) 1

2

≤ 1√
n + 1

( 1∫

0

xndx−
1∫

0

xn+1dx
) 1

2

≤ 1√
n + 1

( 1

n + 1
− 1

n + 2

) 1
2

≤ 1√
n + 1

.
1√

n + 1.
√

n + 2
=

1

(n + 1)
√

n + 2

Bµi 3.23. Cho f liªn tôc trªn [0, 1], 0 ≤ f(x) ≤ 1 víi mäi x ∈ [0, 1]. Chøng minh r»ng

1∫

0

f(x)dx ≤
( 1∫

0

f(x2)dx
)2

.

Lêi gi¶i: XÐt

ϕ(x) =

x2∫

0

f(t)dt−
( x∫

0

f(t2)dt
)2

, x ∈ [0, 1].
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ϕ′(x) = f(x2).2x− 2

x∫

0

f(t2)dt.f(x2)

= 2.f(x2)[x−
x∫

0

f(t2)dt].

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i ξ ∈ [0, 1] :

ϕ′(x) = 2f(x2)
[
x− xf(ξ)

]

= 2xf(x2)
[
1− f(ξ)

] ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1].

VËy ϕ lµ ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [0, 1]. Do vËy ϕ(1) ≥ ϕ(0) = 0.

Ta suy ra

1∫

0

f(t)dt ≥
( 1∫

0

f(t2)dt
)2

.

Bµi 3.24. Cho f lµ hµm liªn tôc kh«ng ©m trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng

√
1 +

( 1∫
0

f(x)dx
)2 ≤

1∫

0

√
1 + (f(x))2dx ≤ 1 +

1∫

0

f(x)dx.

Lêi gi¶i:
* Ta lu«n cã f(x) ≥ 0 víi mäi x ∈ [0, 1]. Do ®ã

√
1 + (f(x))2 ≤ 1 + f(x), ∀x ∈ [0, 1].

V× vËy
1∫

0

√
1 + (f(x))2dx ≤ 1 +

1∫

0

f(x)dx.

* BÊt ®¼ng thøc cßn l¹i t−¬ng ®−¬ng víi

1 ≤
( 1∫

0

√
1 + (f(x))2dx

)2

−
( 1∫

0

f(x)dx
)2

⇐⇒ 1 ≤
1∫

0

(√
1 + (f(x))2 + f(x)

)
dx.

1∫

0

(√
1 + (f(x))2 − f(x)

)
dx

⇐⇒ 1 ≤
1∫

0

(√
1 + (f(x))2 + f(x)

)
dx.

1∫

0

dx√
1 + (f(x))2 + f(x)

.

BÊt ®¼ng thøc cuèi lu«n lu«n tho¶ m·n theo Bµi 3.23.

Bµi 3.25. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [0, b], vµ 0 < a < b, f nghÞch biÕn trªn [0, b].
Chøng minh r»ng
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b

a∫

0

f(x)dx ≥ a

b∫

0

f(x)dx.

Lêi gi¶i:

b

a∫

0

f(x)dx ≥ a

a∫

0

f(x)dx + a

b∫

a

f(x)dx

⇐⇒ (b− a)
a∫
0

f(x)dx ≥ a
a∫
0

f(x)dx.

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i ξ1, ξ2 : 0 ≤ ξ1 ≤ a ≤ ξ2 ≤ b vµ

(b− a)

a∫

0

f(x)dx = a(b− a)f(ξ1)

a

b∫

a

f(x)dx = a(b− a)f(ξ2).

V× f(ξ1) ≥ f(ξ2) nªn

(b− a)

a∫

0

f(x)dx ≥ a

b∫

a

f(x)dx.

Bµi 3.26. Cho a, b, c ∈ R, a < b < c. Chøng minh r»ng

1

c− a

c∫

a

f(x)dx ≤ max{ 1

b− a

b∫

a

f(x)dx,
1

c− b

c∫

b

f(x)dx},

víi f liªn tôc trªn [a, b].
Lêi gi¶i:

Gi¶ sö



1

c− a

c∫

a

f(x)dx >
1

b− a

b∫

a

f(x)dx

1

c− a

c∫

a

f(x)dx >
1

c− b

c∫

b

f(x)dx

Khi ®ã ta cã



1

c− a

b∫

a

f(x)dx +
1

c− a

c∫

b

f(x)dx >
1

b− a

b∫

a

f(x)dx

1

c− a

b∫

a

f(x)dx +
1

c− a

c∫

b

f(x)dx >
1

c− b

c∫

b

f(x)dx
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⇐⇒





1

c− a

c∫

b

f(x)dx >
c− b

(b− a)(c− a)

b∫

a

f(x)dx

1

c− a

b∫

a

f(x)dx >
b− a

(c− b)(c− a)

c∫

b

f(x)dx

⇐⇒





c∫

b

f(x)dx >
c− b

b− a

b∫

a

f(x)dx

b∫

a

f(x)dx >
b− a

c− b

c∫

b

f(x)dx

.

Suy ra

c∫

b

f(x)dx >
c− b

b− a

b− a

c− b

c∫

b

f(x)dx, v« lý.

Bµi 3.27. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = 0. Chøng minh r»ng

b∫

a

|f(x).f ′(x)|dx ≤ (b− a)

2

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Lêi gi¶i:

Víi mäi x ∈ [a, b], ta cã f(x) =
x∫
a

f ′(t)dt.

Do ®ã |f(x).f ′(x)| ≤
x∫
a

|f ′(t)|dt.|f ′(x)|.
Suy ra

b∫

a

|f(x).f ′(x)|dx ≤
b∫

a

( x∫

a

|f ′(t)|dt
)|f ′(x)|dx.

Ta cã:
( x∫

a

|f ′(t)|dt
)′

= |f ′(x)|. Do vËy

b∫

a

( x∫

a

|f ′(t)dt
)
.|f ′(x)|dx =

1

2

( x∫

a

|f ′(t)|dt
)2

∣∣∣
b

a

=
1

2

( b∫

a

|f ′(x)|dx
)2

≤ 1

2
(b− a).

b∫

a

|f ′(x)|2dx.

Ta cã bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.
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Bµi 3.28. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], f(a) = 0. Chøng minh r»ng

1

b− a

b∫

a

|f(x)|dx ≤
b∫

a

|f ′(x)|dx.

Gi¶i: Ta cã

|f(x)| = |f(x)− f(a)| =
∣∣

x∫

a

f ′(t)dt
∣∣

≤
x∫

a

|f ′(t)|dt ≤
b∫

a

|f ′(t)|dt.

Do ®ã
b∫

a

|f(x)|dx ≤ (b− a)

b∫

a

|f ′(x)|dx.

Bµi 3.29. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b]. Chøng minh r»ng
b∫

a

(
f(x)− f(a)

)2
dx ≤ (b− a)2

2

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Lêi gi¶i: Ta cã

(
f(x)− f(a)

)2
=

( x∫

a

f ′(t)dt
)2 ≤

x∫

a

(f ′(t))2dt.

x∫

a

12dt

≤ (x− a)

x∫

a

(f ′(t))2dt

≤ (x− a)

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Do ®ã
b∫

a

(
f(x)− f(a)

)2
dx ≤

b∫

a

(x− a)dx.

b∫

a

(f ′(x))2dx

≤ (b− a)2

2

b∫

a

(f ′(x))2dx.

Bµi 3.30.Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [0, 1], f(0) = 0. Chøng minh r»ng

sup
0≤x1

|f(x)| ≤
1∫

0

(f ′(x))2dx.
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Bµi 3.31. Cho f liªn tôc trªn [a, b] vµ
b∫

a

f(x)g(x)dx = 0 víi mäi hµm g kh¶ vi liªn tôc

trªn [a, b] tho¶ m·n g(a) = g(b) = 0.
Chøng minh r»ng f(x) = 0 víi mäi x ∈ [a, b].

Lêi gi¶i:
Gi¶ sö r»ng tån t¹i xo ∈ [a, b] sao cho f(xo) > 0.
Khi ®ã tån t¹i [α, β] ⊂ [a, b] vµ ε > 0 sao cho f(x) > ε > 0, ∀x ∈ [α, β]. §Æt

g(x) =





0 nÕu x ∈ [a, α]

(x− α)2(x− β)2, x ∈ (α, β)

0,x ∈ [β, b].

Khi ®ã g kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b] vµ
b∫

a

f(x)g(x)dx ≥ ε

β∫

α

(x− α)2(x− β)2dx > 0.

(qui −íc [a, α] = {a} nÕu α = a, [β, b] = {b} nÕu β = b.)

Bµi 3.32. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc ®¬n ®iÖu cïng lo¹i trªn [a, b]. Chøng minh r»ng
b∫

a

f(x)g(a + b− x)dx ≤ 1

b− a

b∫

a

f(x)dx.

b∫

a

g(x)dx ≤
b∫

a

f(x)g(x)dx.

H−íng dÉn:
Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i xo ∈ [a, b]:

b∫

a

g(x)dx =

b∫

a

g(a + b− x)dx = g(a + b− xo).

Sö dông

(f(x)− f(xo))
(
g(a + b− x)− g(a + b− xo)

)
≤ 0, ∀x ∈ [a, b] ®Ó suy ra phÇn ®Çu

cña bÊt ®¼ng thøc.

Bµi 3.33. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trªn [0, 2]. Chøng minh r»ng
2∫

0

(f ′′(x))2dx ≥ 3

2

(
f(0)− 2f(1) + f(2)

)2
.

Lêi gi¶i:
1∫

0

(f ′′(x))2dx = 3

1∫

0

x2dx.

1∫

0

(f ′′(x))2dx ≥ 3(

1∫

0

x2f ′′(x)dx)2

= 3
(
f ′(1) + f(0)− f(1)

)2
.

2∫

1

(f ′′(x))2dx = 3

2∫

1

(x− 2)2dx.

2∫

1

(f ′′(x))2dx ≥ 3
( 2∫

1

(x− 2)f ′′(x)dx
)2
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= 3
(− f ′(1) + f(2)− f(1)

)2
.

Do ®ã
2∫

0

(f ′′(x))2dx ≥ 3
[(

f ′(1) + f(0)− f(1)
)2

+
(− f ′(1) + f(2)− f(1)

)2
]

≥ 3

2

(
f(0)− 2f(1) + f(2)

)2
.

Bµi 3.34. Cho f : [0, 1] → R, g : [0, 1] → [0, 1] lµ c¸c hµm liªn tôc, f ®¬n ®iÖu gi¶m.

§Æt a =
1∫
0

g(x)dx.

Chøng minh r»ng
1∫
0

f(x)g(x)dx ≤
a∫
0

f(x)dx.

Lêi gi¶i:

§Æt ϕ(x) =
x∫
0

g(t)dt vµ F (x) =
x∫
0

f(t)g(t)dt−
ϕ(x)∫
0

f(t)dt.

Lóc ®ã
F ′(x) = f(x)g(x)− f(ϕ(x).ϕ′(x)

= f(x).g(x)− f(ϕ(x)).g(x)

=
[
f(x)− f(ϕ(x))

]
g(x), ∀x ∈ [0, 1].

Ta cã

ϕ(x) =

x∫

0

g(t)dt = g(ξ)x ≤ x, ∀x ∈ [0, 1].

Do ®ã g(ϕ(x)) ≥ g(x), ∀x ∈ [0, 1].
Tõ ®ã suy ra F ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1].
V× vËy F (1) ≤ F (0) = 0 hay

1∫

0

f(x)g(x)dx ≤
a∫

0

f(x)dx.

Bµi 3.35. Cho f, g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn [a, b], f ®¬n ®iÖu t¨ng vµ 0 ≤ g(x) ≤ 1 víi

mäi x ∈ [a, b]. §Æt h(x) =
x∫
a

g(t)dt.

a) H·y so s¸nh

F (x) =
x∫
a

f(t)g(t)dt vµ G(x) =
a+h(x)∫

a

f(t)dt.

b) Chøng minh víi l =
b∫

a

g(x)dx, ta cã

b∫

a

f(x)g(x)dx ≥
a+l∫

a

f(x)dx.
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H−íng dÉn: T−¬ng tù Bµi tËp 3.34.

Bµi 3.36. Cho a, b ∈ R, b ≥ 0 f lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞], f(x) ≥ 0 víi mäi
x ∈ [0, +∞) vµ

f(x) ≤ a + b

x∫

0

f(t)dt, ∀x ≥ 0.

Chøng minh r»ng f(x) ≤ aebx, ∀x ≥ 0. Lêi gi¶i:

+ Th1: b = 0. Ta dÔ dµng suy ra kÕt qu¶.

+ Th 2: b > 0. XÐt h(x) = e−bx
( x∫

0

f(t)dt + a
b

)
. Ta cã

h′(x) = e−bx(f(x)− a− b

x∫

a

f(t)dt) ≤ 0, ∀x ≥ 0.

Do ®ã h lµ hµm gi¶m trªn [0, +∞) vµ h(x) ≤ h(0), ∀x ∈ [0, +∞).

Suy ra: e−bx
( x∫

a

f(t)dt +
a

b

)
≤ a

b
, ∀x ≥ 0, hay

a + b

x∫

a

f(t)dt ≤ aebx ∀x ≥ 0.

V× vËy f(x) ≤ aebx, ∀x ≥ 0.

Bµi 3.37. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn [a, b] vµ

∣∣∣
b∫

a

f(x)dx
∣∣∣ =

b∫

a

|f(x)|dx.

Chøng minh r»ng f kh«ng ®æi dÊu trªn [a, b]. Lêi gi¶i:

Tõ gi¶ thiÕt suy ra

b∫

a

f(x)dx =

b∫

a

|f(x)|dx hay

b∫

a

f(x)dx = −
b∫

a

|f(x)|dx.

Th1: Gi¶ sö
b∫

a

f(x)dx =
b∫

a

|f(x)|dx. Khi ®ã

b∫

a

(|f(x)| − f(x))dx = 0

§Æt ϕ(x) = |f(x)| − f(x). Ta cã ϕ liªn tôc trªn [a, b], ϕ(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], vµ
b∫

a

ϕ(x)dx = 0.

Do vËy: ϕ(x) = 0, ∀x ∈ [a, b] hay |f(x)| = f(x), ∀x ∈ [a, b].
VËyf(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].



54

Th2: Gi¶ sö
b∫

a

f(x)dx = −
b∫

a

|f(x)|dx. Hoµn toµn t−¬ng tù ta suy ra

f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b].

Bµi 3.38. Cho f lµ mét hµm liªn tôc ®¬n ®iÖu t¨ng trªn [a, b]. §Æt

F (x) =

x∫

a

f(t)dt.

Chøng minh r»ng
(*) F (αx + (1− α)y) ≤ αF (x) + (1− α)F (y), ∀x, y ∈ [a, b], α ∈ (0, 1).

Lêi gi¶i:
Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö x ≤ y. Khi ®ã

x ≤ αx + (1− α)y ≤ y.

(*) ®−îc viÕt l¹i nh− sau
αx+(1−α)y∫

a

f(t)dt ≤ α
x∫
a

f(t)dt + (1− α)
y∫
a

f(t)dt.

⇐⇒ (∗∗) α

αx+(1−α)y∫

a

f(t)dt ≤ (1− α)

y∫

αx+(1−α)y

f(t)dt.

KÕt qu¶ trªn cã ®−îc b»ng c¸ch thay
y∫
a

f(t)dt bëi

x∫

a

f(t)dt +

αx+(1−α)y∫

x

f(t)dt +

y∫

αx+(1−α)y

f(t)dt.

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh cña tÝch ph©n, tån t¹i ξ1, ξ2 sao cho

x ≤ ξ1 ≤ αx + (1− α)y ≤ ξ2 ≤ y

vµ
V T (∗∗) = α.f(ξ1).(1− α)(y − x)

V P (∗∗) = α(1− α)f(ξ2)(y − x).

V× f(ξ1) ≤ f(ξ2) nªn (**) lu«n tho¶ m·n.

Bµi 3.39. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [0, 1] sao cho

f(0) = f(1) = 0,

1∫

0

|f ′(x)|dx = 1.

Chøng minh r»ng |f(x)| ≤ 1

2
, ∀x ∈ [0, 1].

H−íng dÉn: Sö dông

|f(x)| = |
x∫

0

f(t)dt| ≤
x∫

0

|f ′(t)|dt
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|f(x)| =
∣∣∣

1∫

x

f(t)dt
∣∣∣ ≤

1∫

x

∣∣f ′(t)
∣∣dt.

Bµi 3.40. Cho f kh¶ vi liªn tôc trªn [a, b], vµ f(a) = f(b) = 0, |f ′(x)| ≤ M, ∀x ∈ [a, b].
Chøng minh r»ng

∣∣∣
b∫

a

f(x)dx
∣∣∣ ≤ M.

(b− a)2

4
.

(B¹n ®äc tù gi¶i)

Bµi 3.41. Cho f lµ hµm kh¶ tÝch trªn [a, b] sao cho f(x) > 0, ∀x ∈ [a, b].

Chøng minh r»ng
b∫

a

f(x)dx > 0.

(B¹n ®äc tù gi¶i).

Bµi 3.42. Cho a ∈ [0, 1]. T×m tÊt c¶ c¸c hµm kh«ng ©m, liªn tôc trªn [0, 1] sao cho
1∫

0

f(x)dx = 1,

1∫

0

xf(x)dx = a,

1∫

0

x2f(x)dx = a2.

H−íng dÉn: Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy-Schwartz:

a =
1∫
0

xf(x)dx ≤
√

1∫
0

x2f(x)dx.

√
1∫
0

f(x)dx = a, vµ ®iÒu kiÖn ®Ó dÊu \=" x¶y ra

®Ó kÕt luËn kh«ng cã hµm f nµo tho¶ m·n.

Bµi 3.43. Cho f lµ mét hµm liªn tôc trªn R tho¶ m·n

1

y − x

y∫

x

f(t)dt = f
(x + y

2

)
, ∀x, y ∈ R, x 6= y.

Chøng minh r»ng f(x) = Ax + B, víi A,B = const.
H−íng dÉn: Chøng minh

f(x) =
1

2h

x+h∫

x−h

f(t)dt, ∀x, h ∈ R, h 6= 0.

Tõ ®ã suy ra f cã ®¹o hµm liªn tôc trªn R.

B»ng c¸ch lÊy ®¹o hµm hai vÕ biÓu thøc 2hf(x) =
x+h∫
x−h

f(t)dt

theo h ta nhËn ®−îc ®iÒu cÇn chøng minh.

Bµi 3.44. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc trªn [0, 1] tho¶ m·n

1∫

0

(f(x))2dx =

1∫

0

(f(x))3dx =

1∫

0

(f(x))4dx.
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H−íng dÉn: Sö dông

1∫

0

[
f(x)− (f(x))2

]2

dx = 0.

Bµi 3.45. T×m c¸c giíi h¹n lim
x→∞

un, trong ®ã:

a) un =
1∫
0

dx

1 + xn
.

b) un =
1∫
0

xnarctg(nx)dx.

c) un =
1∫
0

xn ln(1 + x2)dx.

d) un = n

π
4∫
0

tgnxdx.

e) un =

1
n∫
0

arctg(nx)dx.

f) un = n
1∫
0

xn
√

1− xdx.

g) un =
1∫
0

xntgxdx.

h) un = n
1∫
0

xntgxdx.

(B¹n ®äc tù gi¶i)

Bµi 3.46. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞). §Æt

F (x) =
1

x

x∫

0

f(t)dt.

a) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→+∞

f(x) = l th× lim
x→+∞

F (x) = l.

b) Chøng minh r»ng nÕu lim
x→+∞

f(x) = +∞ th× lim
x→+∞

F (x) = +∞.

c) H·y t×m mét vÝ dô ®Ó chØ ra chiÒu ng−îc l¹i ë c©u a) kh«ng cßn ®óng.
Lêi gi¶i:

a) Ta cã:

|F (x)− l| =
∣∣1
x

x∫

0

f(t)dt− l
∣∣ =

∣∣1
x

x∫

0

(f(t)− l)dt
∣∣

≤

x∫
0

|f(t)− l|dt

x
, ∀x > 0.

Hµm sè G(x) =
x∫
0

∣∣f(t)− l
∣∣dt lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng, kh«ng ©m trªn (0, +∞).

NÕu G(x) bÞ chÆn trªn bëi M , ta cã
∣∣f(x)− l

∣∣ ≤ M

x
, ∀x > 0.
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Tõ ®ã suy ra lim
x→+∞

F (x) = l.

NÕu G(x) kh«ng bÞ chÆn trªn [0, +∞) khi ®ã lim
x→+∞

G(x) = +∞.

Theo qui t¾c L'Hospital

lim
x→+∞

G(x)

x
= lim

x→+∞
G′(x) = lim

x→+∞
|f(x)− l| = 0.

Do vËy lim
x→+∞

f(x) = l.

b) H−íng dÉn: ¸p dông qui t¾c L'Hospital:

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

x∫
0

f(t)dt

x
= lim

x→+∞
f(x) = +∞.

(§Ó ý r»ng lim
x→+∞

x∫
0

f(t)dt = +∞.)

c) XÐt f(x) = sin x.

Bµi 3.47. Cho f(x) lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞) vµ lim
x→+∞

f(x) = l.

Chøng minh r»ng víi mäi a > 0, ta cã lim
x→+∞

a∫
0

f(nx)dx = al.

Lêi gi¶i:
Dïng phÐp ®æi biÕn t = nx ta cã

a∫

0

f(nx)dx =
1

n

na∫

0

f(t)dt = a
1

an

na∫

0

f(t)dt.

Theo Bµi tËp 3.46. th×

lim
x→∞

1

na

na∫

0

f(t)dt = l.

Do vËy lim
x→∞

a∫
0

f(nx)dx = al.

Bµi 3.48. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, +∞), lim
x→+∞

= l 6= 0, vµ f(0) + f(1) + · · · +
f(n) 6= 0 víi mäi n. Chøng minh r»ng

lim
x→∞

[
n∫
0

f(x)dx

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

]
= 1.

Lêi gi¶i: Ta cã

lim
x→∞

[
a∫
0

f(x)dx

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

]
= lim

x→∞

1
n

n∫
0

f(x)dx

f(0)+f(1)+···+f(n)
n

.

Theo Bµi tËp 3.46, th× lim
x→∞

1

n

n∫
0

f(x)dx = l.

MÆt kh¸c v× lim
x→∞

f(n) = l, nªn

lim
x→∞

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

n
= l.
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VËy lim
x→∞

[
n∫
0

f(x)dx

f(0) + f(1) + · · ·+ f(n)

]
= 1.

Bµi 3.49. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn R tuÇn hoµn víi chu kú T, g lµ mét hµm liªn tôc
trªn [0, T ]. Chøng minh r»ng

lim
x→∞

T∫

0

f(nx)g(x)dx = 0.

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.50. Cho f vµ g lµ c¸c hµm liªn tôc tuÇn hoµn víi chu kú b»ng 1 trªn R. Chøng
minh r»ng

lim
x→∞

1∫

0

f(nx)g(x)dx =

1∫

0

f(x)dx.

1∫

0

g(x)dx.

Bµi 3.51. a) Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0, 1]. Chøng minh r»ng

lim
x→∞

n

1∫

0

xnf(x)dx = f(1).

b) Gi¶ sö f ′(1) tån t¹i vµ f(1) = 0. H·y chøng minh

lim
x→∞

n2

1∫

0

xnf(x)dx = −f ′(1).

Lêi gi¶i:

a) Tr−íc hÕt ta chøng minh lim
x→∞

n
1∫
0

xn(f(x)− f(1))dx = 0.

Víi mäi ε > 0, tån t¹i δ ∈ (0, 1) sao cho
∣∣f(x)− f(1)

∣∣ < ε, ∀x ∈ (1− δ, 1).

§Æt M = sup
x∈[0,1]

|f(x)|. Ta cã

∣∣∣n
1∫

0

xn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣ ≤ n

1−δ∫

0

2Mxndx + n

1∫

1−δ

xnεdx

≤ n

n + 1

(
2M(1− δ)n+1 + ε

)
.

Do ®ã lim
x→∞

∣∣∣n
1∫
0

xn(f(x)− f(1))dx
∣∣∣ ≤ ε, ∀ε > 0.

Tõ ®ã suy ra lim
x→∞

n
1∫
0

xn(f(x)− f(1))dx = 0.
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Do ®ã lim
x→∞

[
n

1∫
0

xnf(x)dx− n

n + 1
f(1)

]
= 0.

Suy ra lim
x→∞

n
1∫
0

xnf(x)dx = f(1).

b) B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.52. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc trªn [−a, a], a > 0. T×m giíi h¹n

lim
x→∞

a∫

−a

1− cos nx

x
f(x)dx.

B¹n ®äc tù gi¶i.

Bµi 3.53. Cho f : [0, +∞) → [0, +∞) lµ hµm liªn tôc tho¶ m·n

lim
x→+∞

f(x)

x∫

0

(f(t))2dt = 1.

Chøng minh lim
x→+∞

f(x)(3x)
1
3 = 1.

B¹n ®äc tù gi¶i.



UBND Tỉnh Quảng Bình

Trường Đại học Quảng Bình

MỘT SỐ BÀI TOÁN DÃY SỐ, LUYỆN THI OLYMPIC TOÁN

Biên soạn: Th.s Phan Trọng Tiến

Một số kiến thức nhắc lại:

Dãy số là một ánh xạ từ tập các số tự nhiên (hoặc các số nguyên không âm) vào tập các số

thực

f : N→ R .

Đặt an = f(n), n ∈ N, và dùng ký hiệu {an} để chỉ dãy số.

Dãy số {an} được gọi là:

- dương (âm) nếu an > 0 (an < 0) với mọi n;

- không âm (không dương) nếu an ≥ 0 (an ≤ 0) với mọi n;

- đơn điệu tăng (giảm) nếu an+1 ≥ an (an+1 ≤ an) với mọi n;

- tăng (giảm) ngặt nếu an+1 > an (an+1 < an) với mọi n;

- hội tụ tới a ∈ R (hoặc có giới hạn hữu hạn là a), nếu với mọi số ε > 0 cho trước bé tùy ý,

tồn tại n(ε) ∈ N sao cho

|an − a| < ε, ∀n ≥ n0.

Trong trường hợp như thế, ta nói dãy {an} hội tụ, và gọi a là giới hạn của dãy {an} và viết

lim
n→∞

an = a

- phân kỳ ra +∞, nếu với mọi số A > 0 cho trước lớn tùy ý, tồn tại n(A) ∈ N sao cho

an > A, ∀n ≥ n(A).

Trong trường hợp như thế, ta viết

lim
n→∞

an = +∞.

- phân kỳ ra −∞, nếu với mọi số A > 0 cho trước lớn tùy ý, tồn tại n(A) ∈ N sao cho

an < −A, ∀n ≥ n(A).

Trong trường hợp như thế, ta viết

lim
n→∞

an = −∞

- dãy Cauchy (hoặc dãy cơ bản), nếu với mọi số ε > 0 cho trước bé tùy ý, tồn tại n(ε) ∈ N
sao cho

|am − an| < ε,∀m,n ≥ n(ε).

Định lý hội tụ đơn điệu nói rằng dãy số đơn điệu (tăng hoặc giảm) và bị chặn có

giới hạn hữu hạn.

1



Cụ thể: Dãy {an} tăng và bị chặn trên thì hội tụ về sup{a1, a2, ...}; dãy {an} giảm và

bị chặn dưới thì hội tụ về inf{a1, a2, ...}

Tiêu chuẩn Cauchy nói rằng dãy số hội tụ khi và chỉ khi nó là dãy Cauchy (dãy cơ

bản).

Các tính chất cơ bản của giới hạn là

- Một dãy hội tụ thì bị chặn.

- Bảo toàn các phép tính số học, tức là, nếu

lim
n→∞

an = a; lim
n→∞

bn = b

thì

lim
n→∞

(αan ± βbn) = αa± βb, ∀α, β ∈ R;

lim
n→∞

anbn = ab; lim
n→∞

(an/bn) = a/b (b 6= 0)

- Bảo toàn thứ tự theo nghĩa sau: nếu

lim
n→∞

an = a; lim
n→∞

bn = b

an ≥ bn; với n ≥ n0 nào đó, thì a ≥ b.

- Định lý kẹp: Cho ba dãy số thực {an}, {bn}, {cn}. Nếu an ≤ cn ≤ bn, với n ≥ n0 nào

đó

lim
n→∞

an = a; lim
n→∞

bn = a

thì lim
n→∞

cn = a.

1. Giả sử {a1, a2, ..., ap} là những số dương cố định. Xét các dãy sau:

sn =
an1 + an2 + ...+ anp

p
và xn = n

√
sn; n ∈ N.

Chứng minh rằng {xn} là dãy đơn điệu tăng. HD. Trước tiên xét tính đơn điệu của dãy{
sn
sn−1

}
n ≥ 2.

2. Chứng minh rằng dãy {an}, với an =
n

2n
, n > 1, là dãy giảm ngặt và tìm giới hạn của

dãy.

3. Cho {an} là dãy bị chặn thoả mãn điều kiện an+1 ≥ an −
1

2n
, n ∈ N. Chứng minh rằng

dãy {an} hội tụ. HD. Xét dãy

{
an −

1

2n−1

}
.

4. Chứng minh rằng dãy {an} được xác định theo công thức truy hồi

a1 =
3

2
, an =

√
3an−1 − 2, với n ≥ 2

hội tụ và tìm giới hạn của nó.

2



5. Cho c > 2, xét dãy {an} được xác định theo công thức truy hồi

a1 = c2, an+1 = (an − c)2, n ≥ 1.

Chứng minh dãy {an} tăng ngặt. HD cm an > 2c

6. Giả sử dãy {an} thoả mãn điều kiện 0 < an < 1, an(1 − an+1) >
1

4
với n ∈ N. Thiết lập

sự hội tụ của dãy và tìm giới hạn của nó.

7. Thiết lập sự hội tụ và tìm giới hạn của dãy được xác định theo biểu thức

a1 = 0, an+1 =
√
6 + an với n ≥ 1.

8. Khảo sát tính đơn điệu của dãy và xác định giới hạn của nó.

an =
n!

(2n+ 1)!!
, n ≥ 1,

9. Hãy xác định tính hội tụ hay phân kỳ của dãy an =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
, n ≥ 1.

10. Chứng minh sự hội tụ của các dãy sau

a) an = 1 +
1

22
+

1

32
+ ...+

1

n2
;n ∈ N∗

b) an = 1 +
1

22
+

1

33
+ ...+

1

nn
;n ∈ N∗.

11. Cho p ∈ N∗, a > 0 và a1 > 0, định nghĩa dãy {an} bởi

an+1 =
1

p

(
(p− 1)an +

a

ap−1n

)
, n ∈ N.

Tìm lim
n→∞

an. HD cm an+1 > p
√
a, lập hiệu an+1 − an để chứng minh {an} tăng.

12. Dãy {an} được xác định theo công thức truy hồi

a1 = 1, an+1 =
2(2an + 1)

an + 3
, với n ∈ N.

Thiết lập sự hội tụ và tìm giới hạn của dãy {an}.

13. Tìm các hằng số c > 0 sao cho dãy {an} được định nghĩa bởi công thức truy hồi

a1 =
c

2
, an+1 =

1

2
(c+ a2n), n ∈ N

là hội tụ. Trong trường hợp hội tụ hãy tìm lim
n→∞

an. HD cm bằng quy nạp dãy {an} tăng

ngặt

14. Cho a > 0 cố định, xét dãy {an} được xác định như sau

a1 > 0, an+1 = an
a2n + 3a

3a2n + a
, n ∈ N.

Tìm tất cả các số a1 sao cho dãy trên hội tụ và trong những trường hợp đó hãy tìm giới hạn

của dãy. HD an+1 = an

(
1− 2

a2n − a
3a2n + a

)
, n ≥ 1; an

a2n + 3a

3a2n + a
>
√
a⇔ (an −

√
a)3 > 0.
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15. Cho a là một số cố định bất kỳ và ta định nghĩa {an} như sau:

a1 ∈ R, an+1 = a2n + (1− 2a)an + a2, n ∈ N.

Xác định a1 sao cho dãy trên hội tụ và trong trường hợp như thế tìm giới hạn của nó.

16. Cho c > 0 và b > a > 0, ta định nghĩa dãy {an} như sau:

a1 = c, an+1 =
a2n + ab

a+ b

với n ∈ N. Với những giá trị của a, b và c dãy trên sẽ hội tụ? Trong các trường hợp đó hãy

xác định giới hạn của dãy.

17. Tính

lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ ...+
1√

n2 + n+ 1

)
.

18. Cho a1, a2, ..., ap là các số dương, hãy tìm

lim
n→∞

(
n

√
an1 + an2 + ...+ anp

p

)
.

19. Tính

lim
n→∞

(
n

√
2 sin2 n

2009

n+ 1
+ cos2

n2009

n+ 1

)
.

UBND Tỉnh Quảng Bình

Trường Đại học Quảng Bình

MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐẠO HÀM, LUYỆN THI OLYMPIC TOÁN

Biên soạn: Th.s Phan Trọng Tiến

Một số kiến thức nhắc lại:

Cho hàm f xác định trên [a, b] và x0 ∈ (a, b). Ta nói hàm f đạt cực đại địa phương tại x0

nếu tồn tại một lân cận U = (x0− δ, x0+ δ) ⊂ (a, b) của x0 sao cho f(x) ≤ f(x0) mọi x ∈ U .
Định lý Fermat: Hàm số f xác định trên (a, b). Nếu f đạt cực trị địa phương tại x0 và có

đạo hàm tại x0 thì f ′(x0) = 0.

Định lý Lagrange: Cho f liên tục trên [a, b] và có đạo hàm trong (a, b). Khi đó, tồn tại

c ∈ (a, b) sao cho
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

Định lý Cauchy: f, g là hai hàm liên tục [a, b] và có đạo hàm trong (a, b). Khi đó, tồn tại

c ∈ (a, b) sao cho [f(b)− f(a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(c).

20. Chứng minh rằng nếu |a1 sinx + a2 sin 2x + ... + an sinnx| ≤ | sinx|, ∀x ∈ R thì |a1 +
2a2 + ...+ nan| ≤ 1.

21. Chứng minh rằng nếu f liên tục trong khoảng đóng [a; b], khả vi trên khoảng mở (a; b)

và f(a) = f(b) = 0 thì với α ∈ R, tồn tại x ∈ (a; b) sao cho αf(x) + f ′(x) = 0.

4



22. Cho f và g là các hàm liên tục trên [a; b], khả vi trên khoảng mở (a; b) và giả sử

f(a) = f(b) = 0. Chứng minh rằng tồn tại x ∈ (a; b) sao cho g′(x)f(x) + f ′(x) = 0.

23. Cho f là hàm liên tục trên [a; b]; a > 0 và khả vi trên khoảng mở (a; b). Chứng minh

rằng nếu
f(a)

a
=
f(b)

b
, thì tồn tại x0 ∈ (a; b) sao cho x0f

′(x0) = f(x0):

24. Giả sử f liên tục trên [a; b] và khả vi trên (a; b). Chứng minh rằng nếu f 2(b)− f 2(a) =

b2 − a2 thì phương trình f ′(x)f(x) = x có ít nhất một nghiệm trong (a; b).

25. Giả sử f và g liên tục, khác 0 trong [a; b] và khả vi trên (a; b). Chứng minh rằng nếu

f(a)g(b) = f(b)g(a) thì tồn tại x0 ∈ (a; b) sao cho
f ′(x0)

f(x0)
=
g′(x0)

g(x0)
.

26. Giả sử a0; a1; ...; an là các số thực thoả mãn
a0

n+ 1
+
a1
n

+ ... +
an−1
2

+ an = 0 : Chứng

minh rằng đa thức P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + ...+ an có ít nhất một nghiệm trong (0; 1).

27. Cho f khả vi liên tục trên [a; b] và khả vi cấp hai trên (a; b), giả sử f(a) = f ′(a) =

f(b) = 0. Chứng minh rằng tồn tại x1 ∈ (a; b) sao cho f ′′(x1) = 0.

28. Cho f liên tục trên [0; 2] và khả vi cấp hai trên (0; 2). Chứng minh rằng nếu (f(0) =

0; f(1) = 1 và f(2) = 2 thì tồn tại x0 ∈ (0; 2) sao cho f ′′(x0) = 0.

29. Cho f liên tục [0, 1] và khả vi trên (0, 1), f(x) 6= −1,∀x ∈ [0, 1]. f(0) = 0, f(1) = 1.

CMR: ∃ξ ∈ (0, 1) sao cho f ′(ξ) =
1

2
[1 + f(ξ)]2.

30. Cho hàm số f(x) có đạo hàm và trên (0,+∞) và không phải là hàm hằng. Cho a, b là

hai số thực thỏa mãn điều kiện 0 < a < b. Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhất

một nghiệm thuộc (a, b): xf ′(x)− f(x) = af(b)− bf(a)
b− a

.

31. Cho f là một hàm liên tục trên [0, 1], khả vi trên (0, 1) sao cho f(0) = 0, f(1) = 1.

Chứng minh rằng tồn tại các điểm x1, x2, ..., x2009, 0 < x1 < x2 < ... < x2009 < 1 sao cho

f ′(x1) + f ′(x2) + ...+ f ′(x2009) = 2009.

UBND Tỉnh Quảng Bình

Trường Đại học Quảng Bình

MỘT SỐ BÀI TOÁN HÀM LIÊN TỤC, LUYỆN THI OLYMPIC TOÁN

Biên soạn: Th.s Phan Trọng Tiến

Một số kiến thức nhắc lại:

Cho X ⊂ R. Ta gọi một ánh xạ f từ X vào R là một hàm số. Tập X được gọi là tập xác

định của hàm f .

Hàm đơn điệu:

Ta nói hàm số f đơn điệu tăng (đơn điệu giảm) trên tập E ⊂ R nếu với mỗi cặp x1, x2 ∈ E
mà x1 < x2 thì f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)).

Hàm f được gọi là đơn điệu tăng ngặt (đơn điệu giảm ngặt) trên tập E ⊂ R nếu với mỗi
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cặp x1, x2 ∈ E mà x1 < x2 thì f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Hàm số đơn điệu tăng (ngặt) hay đơn điệu giảm (ngặt) được gọi chung là hàm đơn điệu

(ngặt).

Hàm bị chặn:

Hàm số f được gọi là bị chặn trên tập D ⊂ R nếu tồn tại số M sao cho f(x) ≤M, ∀x ∈ D.

Hàm f được gọi là bị chặn dưới trên tập D ⊂ R nếu tồn tại một số m sao cho f(x) ≥
m,∀x ∈ D.

Hàm f vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới trên D được gọi là bị chặn trên D. Như vậy có

thể suy ra rằng: hàm f bị chặn trên D nếu tồn tại số M ≥ 0 sao cho |f(x)| ≤M, ∀x ∈ D.

Giới hạn của hàm số:

Số thực l được gọi là giới hạn của hàm số f khi x dần đến x0 nếu ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0: ∀x ∈ X
mà 0 < |x−x0| < δ ⇒ |f(x)− l| < ε. Lúc đó kí hiệu: lim

x→x0
f(x) = l hay f(x)→ l khi x→ x0.

Định lý chuyển qua dãy: Điều kiện cần và đủ để lim
x→x0

f(x) = l là với mọi dãy (xn)n ⊂ X

mà xn → x0 khi n→∞ thì f(xn)→ l khi n→∞.

Giới hạn bằng vô cùng và giới hạn ở vô cùng:

Nếu với mỗi số M > 0 tồn tại số δ > 0 sao cho f(x) > M (f(x) < −M) với mọi x thoả mãn

bất đẳng thức 0 < |x − a| < δ thì ta nói f có giới hạn bằng +∞ (−∞) khi x tiến tới a và

ký hiệu:

lim
x→a

f(x) = +∞ (lim
x→a

f(x) = −∞).

Bây giờ ta giả thiết rằng hàm f xác định trên tập không bị chặn.

Số L được gọi là giới hạn của f khi x tiến ra +∞(−∞) nếu với mỗi ε > 0 tồn tại

số M > 0 sao cho với mọi x ∈ X thoả mãn bất đẳng thức x > M (x < −M) ta có:

|f(x)− L| < ε. Ký hiệu: lim
x→+∞

f(x) = L ( lim
x→−∞

f(x) = L).

Nếu với mỗi số E > 0 tồn tại số M > 0 sao cho f(x) > E (f(x) < −E) với mọi x ∈ X thoả

mãn x > M thì ta nói hàm f có giới hạn +∞(−∞) khi x tiến ra +∞ và ký hiệu:

lim
x→+∞

f(x) = +∞ ( lim
x→−∞

f(x) = −∞).

Tương tự cho lim
x→+∞

f(x) = −∞ và lim
x→+∞

f(x) = −∞.

Hàm liên tục:

Hàm f được gọi là liên tục tại điểm x0 nếu: Tồn tại giới hạn lim
x→x0

f(x); f(x0) = lim
x→x0

f(x).

Theo ngôn ngữ ε− δ thì

Hàm f được gọi là liên tục tại x0 nếu với mỗi ε > 0 tồn tại một số δ > 0 sao cho với mọi

x : |x− a| < δ ta có |f(x)− f(x0)| < ε.

Tính chất hàm liên tục:

1) Nếu f liên tục trên [a, b] và f(a).f(b) < 0 thì có ít nhất một điểm c ∈ (a, b) sao cho

f(c) = 0.

2) Giả sử f liên tục trên [a, b] và f(a) = A 6= B = f(b). Khi ấy f nhận mọi giá trị trung

gian giữa A và B. (Ta nói : f lấp đầy đoạn [A,B]).

Hàm số được gọi là liên tục đều trên tập X ⊂ R nếu như với mỗi số dương ε (nhỏ bao nhiêu
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tùy ý), ta tìm được số dương δ sao cho

∀x, y ∈ X, |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε.

Định lý Cantor: Hàm liên tục trên đoạn thì cũng liên tục đều trên đoạn đó.

Nếu hàm f liên tục trên đoạn [a, b] thì f bị chặn trên đoạn [a, b]. Hơn nữa f đạt giá trị

lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó, tức là có α, β ∈ [a, b] để

f(β) = min
x∈[a,b]

f(x) và f(α) = max
x∈[a,b]

f(x).

Bài 1.1. Cho f là một hàm liên tục trên R sao cho f(f(x)) = x với mọi x ∈ R.

a) Chứng minh rằng phương trình f(x) = x luôn luôn có nghiệm.

b) Hãy tìm một hàm thoả mãn điều kiện trên nhưng không đồng nhất bằng x trên R.

Bài 1.2. Cho f : [a, b]→ [a, b] là một hàm liên tục sao cho f(a) = a, f(b) = b và

f(f(x)) = x với mọi x ∈ [a, b]. Chứng minh rằng f(x) = x với mọi x ∈ [a, b].

Bài 1.3. Cho f là một hàm liên tục trên R thoả mãn f(f(f(x))) = x với mọi

x ∈ R.

a) Chứng minh rằng f(x) = x trên R. Hãy tìm bài toán tổng quát hơn.

b) Tìm một hàm f xác định trên R thoả mãn f(f(f(x))) = x nhưng f(x) không

đồng nhất bằng x.

Bài 1.4. Cho f là một hàm liên tục và đơn ánh trên (a, b). Chứng minh rằng f là

một hàm đơn điệu ngặt trên (a, b).

Bài 1.5.Cho hàm số f : [a, b]→ [a, b] thoả mãn điều kiện

|f(x)− f(y)| < |x− y| với mọi x ∈ [a, b], x 6= y.

Chứng minh rằng phương trình f(x) = x luôn luôn có duy nhất nghiệm trên

[a, b].

Bài 1.6. Cho f là một hàm liên tục trên R thoả mãn một trong hai điều kiện sau:

a) f là hàm đơn điệu giảm trên R.

b) f là một hàm bị chặn trên R.

Chứng minh rằng phương trình f(x) = x luôn luôn có nghiệm. Trong mỗi

trường hợp, hãy xem điều kiện duy nhất nghiệm có được đảm bảo không ?

Bài 1.7. Cho f là một hàm liên tục trên R. Chứng minh rằng nếu phương trình

f(f(x)) = x có nghiệm thì phương trình f(x) = x cũng có nghiệm.

Bài 1.8. Cho f là một hàm liên tục trên R thoả mãn

|f(x)| < |x| với mọi x 6= 0.
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a) Chứng minh rằng f(0) = 0.

b) Chứng minh rằng nếu 0 < a < b thì tồn tại K ∈ [0, 1) sao cho

|f(x) ≤ K|x|,∀x ∈ [a, b].

Bài 1.9. Cho f là một hàm liên tục trên R và thoả mãn một trong ba điều kiện

dưới đây:

a) f(x) + f(2x) = 0, ∀ ∈ R.

b) f(x2) = f(x),∀x ∈ R.

c) f(x) = f(sinx), ∀x ∈ R.

Chứng minh rằng f là hàm hằng.

Bài 1.10. Cho f là một hàm không âm, liên tục trên [0,+∞) và lim
x→∞

f(x)

x
= k < 1.

Chứng minh rằng tồn tại xo ∈ [0,+∞) sao cho f(xo) = xo.

UBND Tỉnh Quảng Bình

Trường Đại học Quảng Bình

MỘT SỐ BÀI TOÁN TÍCH PHÂN, LUYỆN THI OLYMPIC TOÁN

Biên soạn: Th.s Phan Trọng Tiến

Một số kiến thức nhắc lại:

MĐ Nếu f là một hàm liên tục trên [a, b] và f(x) ≥ 0∀x ∈ [a, b] thì
b∫
a

f(x)dx ≥ 0.

MĐ Nếu f, g là hai hàm liên tục trên [a, b] và f(x) ≥ g(x)∀x ∈ [a, b] thì
b∫
a

f(x)dx ≥
b∫
a

g(x)dx.

MĐ Nếu f là một hàm liên tục trên [a, b] và f(x) ≥ 0∀x ∈ [a, b] và f không đồng

nhất bằng 0 trên [a, b] thì
b∫
a

f(x)dx > 0.

MĐ Nếu f là một hàm liên tục trên [a, b] thì

∣∣∣∣ b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ b∫
a

|f(x)|dx.

Số thực µ = 1
b−a

b∫
a

f(x)dx gọi là giá trị trung bình của hàm f trên [a, b].

Mệnh đề: Nếu hàm f khả tích trên đoạn [a, b] và m ≤ f(x) ≤ M,∀x ∈ [a, b] thì tồn

tại số µ ∈ [m,M ] sao cho
b∫
a

f(x)dx = µ(b− a).

Hệ quả: Nếu f là một hàm liên tục trên [a, b] thì tồn tại ít nhất một điểm c ∈ [a, b]

sao cho
b∫
a

f(x)dx = f(c)(b− a).

32. Cho f, g là các hàm liên tục trên [a, b]. Chứng minh rằng

a)
( b∫
a

f(x)g(x)dx
)2
≤

b∫
a

(f(x))2dx.
b∫
a

(g(x))2dx.
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b)
1∫
0

xn
√
1− xdx ≤ 1

(n+ 1)
√
n+ 2

.

c) Nếu f(x) > 0, ∀x ∈ [a, b], thì
b∫
a

f(x)dx.
b∫
a

1

f(x)
dx ≥ (b− a)2.

HD b)

1∫
0

xn
√
1− xdx =

1∫
0

√
xn.
√
xn(1− x)dx ≤

( 1∫
0

xndx
) 1

2
.
( 1∫

0

xn(1− x)dx
) 1

2

≤ 1√
n+ 1

( 1∫
0

xndx−
1∫

0

xn+1dx
) 1

2 ≤ 1√
n+ 1

( 1

n+ 1
− 1

n+ 2

) 1
2

≤ 1√
n+ 1

.
1√

n+ 1.
√
n+ 2

=
1

(n+ 1)
√
n+ 2

33. Cho f là một hàm liên tục trên R. Đặt F (x) =
x∫
0

f(t)dt. Chứng minh rằng nếu f là

hàm chẵn thì F là hàm lẻ, nếu f là hàm lẻ thì F là hàm chẵn.

34. Cho f là một hàm liên tục và nhận giá trị dương trên [0, 1].

a) Chứng minh rằng

π
2∫
0

f(sinx)dx

f(sinx) + f(cosx)
=
π

4
.

b) Tính các tích phân I =

π
2∫
0

dx

1 + ecos 2x
; J =

π
2∫
0

dx

1 +
√
tgx

.

35. Cho f là một hàm chẵn liên tục trên [−a, a], a > 0; g là một hàm liên tục nhận giá trị

dương trên [−a, a] và g(−x) = 1

g(x)
, ∀x ∈ [−a, a].

a) Chứng minh rằng
a∫
−a

f(x)dx

1 + g(x)
=

a∫
0

f(x)dx.

b) Tính I =

π
2∫
−π

2

cosx

1− x+
√
x2 + 1

dx.

c) Tính lim
a→+∞

a∫
−a

dx

(1 + x2)(1 + ex)
.

36. Cho f là hàm liên tục trên [0, 1]. Chứng minh rằng

a)

π
2∫
0

f(sinx)dx =

π
2∫
0

f(cosx)dx =
1

2

π∫
0

f(sinx)dx.

b)
nπ∫
0

f(cos2 x)dx = n
π∫
0

f(cos2 x)dx.

37. Cho f là một hàm liên tục nhận giá trị dương và tuần hoàn với chu kỳ bằng 1 trên R.

Chứng minh rằng
1∫
0

f(x)

f(x+
1

n
)
dx ≥ 1, ∀n ∈ N∗.

38. Cho f là một hàm khả vi liên tục trên [a, b], f(a) = 0 và 0 ≤ f ′(x) ≤ 1, ∀x ∈ [a, b].

Chứng minh rằng

a)
b∫
a

f(x)dx ≥ 1

2

[
(f(b))2 − (f(a))2

]
; b)

b∫
a

(f(x))3dx ≤
( b∫
a

f(x)dx
)2
.
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HD F (x) = (
x∫
a

f(t)dt)2 −
x∫
a

(f(t))3dt, x ∈ [a, b]. F ′(x) = 2.
x∫
a

f(t)dt.f(x) − (f(x))3 =

f(x)
[
2
x∫
a

f(t)dt− (f(x))2
]
.

Đặt G(x) = 2
x∫
x

f(t)dt− (f(x))2. Ta có

G′(x) = 2f(x)− 2f(x).f ′(x) = 2f(x)(1− f ′(x)) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].

39. Cho f ∈ C[a,b]; x1, x2, · · · , xn ∈ [a, b], k1, k2, · · · , kn > 0. Chứng minh rằng tồn tại

xo ∈ [a, b] sao cho

k1
x1∫
xo

f(x)dx+ k2
x2∫
xo

f(x)dx+ · · ·+ kn
xn∫
xo

f(x)dx = 0.

Giải: Xét hàm

ϕ(x) = k1

x1∫
x

f(t)dt+ k2

x2∫
x

f(t)dt+ · · ·+ kn

xn∫
x

f(t)dt.

Ta dễ dàng kiểm tra được

k1ϕ(x1) + k2ϕ(x2) + · · ·+ knϕ(xn) = 0.

Mặt khác ϕ là hàm liên tục trên [a, b] và ki > 0 với mọi i = 1, n, do đó tồn tại xo ∈ [a, b] sao

cho ϕ(xo) = 0, hay k1
x1∫
xo

f(x)dx+ k2
x2∫
xo

f(x)dx+ · · ·+ kn
xn∫
xo

f(x)dx = 0.

40. Tìm tất cả các hàm f liên tục trên [0, 1] sao cho
x∫
0

f(t)dt =
1∫
x

f(t)dt.

HD Lấy đạo hàm hai vế.

41. Cho f là hàm khả vi liên tục trên [a, b], f(a) = f(b) = 0. Chứng minh rằng

a)
b∫
a

xf(x).f ′(x)dx = −1

2

b∫
a

[f(x)]2dx.

b) Giả sử
b∫
a

[f(x)]2dx = 1. Hãy chứng minh

b∫
a

[f ′(x)]2dx.

b∫
a

[xf(x)]2dx ≥ 1

4
.

42. Cho f là hàm liên tục trên [0, π] sao cho

π∫
0

f(x) sinxdx =

π∫
0

f(x) cosxdx = 0.

Chứng minh rằng phương trình f(x) = 0 có ít nhất hai nghiệm phân biệt trong (0, π).

Giải:

10



Giả sử rằng f có không quá một nghiệm trên (0, π).

Th1: f vô nghiệm trên (0, π). Do tính liên tục của f ta suy ra f không đổi dấu trên (0, π).

Không mất tính tổng quát, giả sử f(x) > 0 với mọi x ∈ (0, π). Khi đó
π∫
0

f(x) sinxdx > 0,

mâu thuẫn.

Th2: f có duy nhất nghiệm xo ∈ (0, π). Dễ thấy rằng hàm

g(x) = f(x) sin(x− xo) không đổi dấu trên (0, π). Do đó

π∫
0

f(x) sin(x− xo)dx > 0.

Mặt khác từ giả thiết đã cho ta có

π∫
0

f(x) sin(x− xo)dx = cosxo

π∫
0

f(x) sinxdx− sinxo

π∫
0

f(x) cosxdx = 0

Mâu thuẫn trên chứng tỏ f có ít nhất hai nghiệm phân biệt trên (0, π).

43. Cho f là hàm khả vi trên [−1, 1] sao cho

0∫
−1

f(x)dx =

1∫
0

f(x)dx.

Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (−1, 1) sao cho f ′(c) = 0.

Giải:

Theo định lý giá trị trung bình của tích phân, tồn tại x1 ∈ [−1, 0],

x2 ∈ [0, 1] sao cho

0∫
−1
f(x)dx = f(x1), và

1∫
0

f(x)dx = f(x2).

* Nếu x1 6= 0 hoặc x2 6= 0 thì x1 6= x2. Theo định lý Rolle, tồn tại c ∈ (x1, x2) ⊂ (−1, 1)
sao cho f ′(c) = 0.

* Nếu x1 = x2 = 0, thì

0∫
−1

f(x)dx = f(0) =

1∫
0

f(x)dx.

Nếu f(x) 6= f(0), ∀x ∈ (0, 1] thì g(x) = f(x)− f(0) 6= 0 với mọi x ∈ (0, 1]. Vì vậy g(x)

không đổi dấu trên (0, 1] và

1∫
0

g(x)dx =

1∫
0

g(x)dx− f(0) 6= 0.
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Mâu thuẫn này chứng tỏ tồn tại x1 ∈ (0, 1] sao cho

f(x1) = f(0).

Lại áp dụng định lý Rolle ta có điều cần chứng minh.

44. Cho f là hàm liên tục trên [0, 1]. Chứng minh rằng tồn tại c ∈ [0, 1] sao cho

1∫
0

f(x)x2dx =
1

3
f(c).

Giải:

Do f là hàm liên tục trên [0, 1] nên tồn tại x1, x2 ∈ [0, 1]

f(x1) = min
x∈[0,1]

f(x), f(x2) = max
x∈[0,1]

f(x).

Do đó

x2f(x1) ≤ x2f(x) ≤ x2f(x2),∀x ∈ [0, 1].

Suy ra

1

3
f(x1) ≤

1∫
0

x2f(x)dx ≤ 1

3
f(x2).

⇐⇒ f(x1) ≤ 3

1∫
0

x2f(x)dx ≤ f(x2).

Theo định lý giá trị trung gian của hàm liên tục, tồn tại c ∈ [0, 1] để f(c) = 3
1∫
0

x2f(x)dx.

45. Cho f là hàm liên tục trên [0, n] và
n∫
0

f(x)dx = 0, (n ∈ N). Chứng minh rằng tồn tại

c ∈ [0, n− 1] sao cho
c∫

0

f(x)dx =

c+1∫
0

f(x)dx.

Giải:

Xét hàm

ϕ(x) =

x∫
0

f(t)dt−
x+1∫
0

f(t)dt =

x+1∫
x

f(t)dt.

Rõ ràng ϕ liên tục trên [0, n− 1] và

ϕ(0) + ϕ(1) + · · ·+ ϕ(n− 1) = 0.

Ta dễ dàng suy ra tồn tại c ∈ [0, n− 1] để ϕ(c) = 0.

12



46. Cho f là hàm khả vi liên tục trên [a, b], f(a) = 0. Chứng minh rằng

b∫
a

|f(x).f ′(x)|dx ≤ (b− a)
2

b∫
a

(f ′(x))2dx.

Lời giải:

Với mọi x ∈ [a, b], ta có f(x) =
x∫
a

f ′(t)dt.

Do đó |f(x).f ′(x)| ≤
x∫
a

|f ′(t)|dt.|f ′(x)|.

Suy ra
b∫

a

|f(x).f ′(x)|dx ≤
b∫

a

( x∫
a

|f ′(t)|dt
)
|f ′(x)|dx.

Ta có:
( x∫
a

|f ′(t)|dt
)′
= |f ′(x)|. Do vậy

b∫
a

( x∫
a

|f ′(t)dt
)
.|f ′(x)|dx =

1

2

( x∫
a

|f ′(t)|dt
)2∣∣∣b

a
=

1

2

( b∫
a

|f ′(x)|dx
)2 ≤ 1

2
(b− a).

b∫
a

|f ′(x)|2dx.

Ta có bất đẳng thức cần chứng minh.

47. Cho f là hàm khả vi liên tục trên [a, b], f(a) = 0. Chứng minh rằng

1

b− a

b∫
a

|f(x)|dx ≤
b∫

a

|f ′(x)|dx.

Giải: Ta có

|f(x)| = |f(x)− f(a)| =
∣∣ x∫
a

f ′(t)dt
∣∣ ≤ x∫

a

|f ′(t)|dt ≤
b∫

a

|f ′(t)|dt.

Do đó
b∫

a

|f(x)|dx ≤ (b− a)
b∫

a

|f ′(x)|dx.

48. Cho f là hàm khả vi liên tục trên [a, b]. Chứng minh rằng

b∫
a

(
f(x)− f(a)

)2
dx ≤ (b− a)2

2

b∫
a

(f ′(x))2dx.
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Lời giải: Ta có

(
f(x)− f(a)

)2
=
( x∫
a

f ′(t)dt
)2 ≤ x∫

a

(f ′(t))2dt.

x∫
a

11dt ≤ (x− a)
x∫
a

(f ′(t))2dt

≤ (x− a)
b∫

a

(f ′(x))2dx.

Do đó

b∫
a

(
f(x)− f(a)

)2
dx ≤

b∫
a

(x− a)dx.
b∫

a

(f ′(x))2dx ≤ (b− a)2

2

b∫
a

(f ′(x))2dx.
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