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ĐỀ BÀI

Bài 1. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn abc = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức sau:

P =
a2

(a + 1)(b + 1)bc
+

b2

(b + 1)(c + 1)ca
+

c2 − a2b− ab− a− 1
(c + 1)(a + 1)ab

Bài 2. Cho a, b, c > 0 Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =

√
a

b + c
+

√
b

c + a
+

√
c

a + b
+ 2

√
2 (a2 + b2 + c2)

ab + bc + ca

Bài 3. Cho a, b, c là độ dài 3 cạnh tam giác có chu vi là 1 . Tìm giá trị lớn nhất của :

T =
4

a + b
+

4
b + c

+
4

a + c
− 1

a
− 1

b
− 1

c

Bài 4. Cho x, y, z là các số thực không âm thỏa mãn xy + yz + xz = 2 . Tìm giá trị lớn nhất của :

P =
2x

2 + x2 +
2y

2 + y2 +
z2

2 + z2

Bài 5. Cho x, y, z là các số thực không âm thỏa mãn : x + y + z = 1 . Tìm giá trị lơn nhất và nhỏ nhất
của biểu thức:

T = 2
√

1 + x +
√

1 + y2 +
√

1 + z2

Bài 6. Cho a, b, c > 0 sao cho a + b + c ≤ 3
2

Tìm Min

P = (3 +
1
a
+

1
b
)(3 +

1
b
+

1
c
)(3 +

1
a
+

1
c
)

Bài 7. Tìm a, b, n ∈ N biết a + b = 22007 và ab = 2n − 1 với a, b lẻ, b > a > 1

Bài 8. Cho x, y, z ∈ R thỏa mãn (x + 1)2 + (y + 2)2 + (z + 3)2 ≤ 2010. Tìm Min

A = xy + y(z + 1) + z(x− 2)

Bài 9. Cho a, b, c dương thoả mãn điều kiện a2 + b2 + c2 ≤ 1.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
2
3

(
a

b2 + c2 +
b

c2 + a2 +
c

a2 + b2

)
−
√
(ab + bc + ac)3 − 2

√
3 3
√

abc

Bài 10. Cho a, b, c là các số thực không nhỏ hơn 1.Chứng minh rằng:

a
2a− 1

+
b

2b− 1
+

c
2c− 1

≥ 18
3 + ab + bc + ac

Bài 11. Cho x, y, z là các số thực thoả mãn : x2 + y2 + z2 = 2.Tìm GTNN của biểu thức :

P = |x + y− z|+ |y + z− x|+ |z + x− y|
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Bài 12. Cho a, b, c là các số thực thoả mãn
(

a + b + c
2016

)2

≤ 4abc . Tìm GTLN của biểu thức:

P =

√
a

a +
√

bc
+

√
b

b +
√

ca
+

√
c

c +
√

ab

Bài 13. Cho ba số thực x, y, z thuộc đoạn (0; 4) và thỏa mãn x + y + z = 6
√

2. Chứng minh rằng:

1√
16− x2

+
1√

16− y2
+

1√
16− z2

≥ 3
√

2
4

Bài 14. Cho x, y, z > 0; 7(x2 + y2 + z2) = 11(xy + yz + zx). Tìm Max,Min

P =
(x + y + z)3

(x + y)(y + z)(z + x)

Bài 15. Cho a, b, c > 0 và a2 + b2 + c2 = 3.Tìm Min

P = (a + b + c)(∑
1

a2b2 + 1
)

Bài 16. Cho a, b ∈ (0, 1); (a3 + b3)(a + b) = ab(1− a)(1− b) Tìm giá trị lớn nhất của :

1√
1 + a2

+
1√

1 + b2
+ 3ab− a2 − b2

Bài 17. Cho x, y, z ≥ 0; x + y + z = 3; Tìm max

P = x2y + y2z + z2x

Bài 18. Tìm giá trị lớn và nhỏ nhất của hàm số :

y =
7
√

5− 4x + 2
√

5 + x− 4x2 −
√

1 + x− 4x + 5√
5− 4x + 2

√
1 + x + 6

Bài 19. Cho các số thực dương a,b,c thỏa mãn điều kiện ab + bc + ca = 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu
thức:

P =
1

abc
+

1
(a + b)3 +

1
(b + c)3 +

1
(c + a)3

Bài 20. Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn a + b + c + abc = 4.Tìm giá trị nhỏ nhất của

P =
a2 + b2 + c2 + abc
(a + b + c)2 − 1

Bài 21. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a2 + ab + b2 = c(a + b + c) .Tìm giá trị lớn nhất
của biểu thức:

P =
(a + c)2

2a2 + 2ac + c2 +
(b + c)2

2b2 + 2bc + c2 +
ab

(a + b)2 +
ab

a2 + 4ab + b2

Bài 22. Với các số thực không âm x, y, z thỏa mãn x + y + z = 3 Tìm giá trị lướn nhất của biểu thức:

P = (x2 − xy + y2)(y2 − yz + z2)(z2 − xz + x2)
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Bài 23. Cho a, b, c > 0 thỏa mãn a + b + c 6 3abc . Tìm Giá trị lớn nhất của biểu thức:

P =
a2 + b2 + 2c2

(a2 + c2 + 2)
√

b2 + c2
−

(
a4 + b4) (ab + c2)3

a2 (b2 + c2) + b2 (a2 + c2)
−

c3 (a3 + b3)
3

√
a2b + b2c + c2a

3

Bài 24. Cho x, y, z là các số thực không âm thỏa mãn x2 + y2 + z2 = 3. Tìm GTNN của

P =
16√

x2y2 + y2z2 + z2x2 + 1
+

xy + yz + zx + 1
x + y + z

Bài 25. Cho x, y, z ∈ [1; 3] thỏa mãn y + z− 4x = 0.Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức:

P =
y2 + z2 − 4x2√

x2y2 + y2z2 + z2x2 − 7x4

Bài 26. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn: ab + bc + ac = 1.Tìm Min biểu thức:

P =

√
a

16(b + c)(a2 + bc)
+

√
b

16(a + c)(b2 + ac)
+

a2 + 1
4

(
1
a
+

c
ab

)
Bài 27. Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

P = (a + b + c)
(

3a− b
a2 + ab

+
3b− c
b2 + bc

+
3c− a
c2 + ca

)
Bài 28. Cho ba số thực dương x, y, z thỏa mãn xy + yz + zx + xyz = 4. Chứng minh rằng:

3
(

1√
x
+

1
√

y
+

1√
z

)2

≥ (x + 2) (y + 2) (z + 2)

Bài 29. Cho ba số thực dương x, y, z thỏa mãn x + 2y + 3z = 1. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

P = x2 (5− 6x) + 4y2 (5− 12y) + z2 (45− 162z)

Bài 30. Cho các số thực x, y, z thỏa x > 2, y > 1, z > 0 Tìm giá trị lớn nhất của:

P =
1√

x2 + y2 + z2 − 2(2x + y− 3)
− 1

y(x− 1)(z + 1)

Bài 31. Cho a, b, c dương thoả
1
a
+

1
b
+

1
c
= 3. Tìm GTNN :

P = (a + 1)(b + 1)(c + 1) +
4√

a2 + b2 + c2 + 1

Bài 32. Cho x, y, z thực dương thỏa mãn x2 + y2 + z2 = 2. Tìm GTNN của biểu thức

P =
3x2 + 3y2

8
+

2z
x + y

− z2 + z
(x + 1)(y + 1)

−
√

3z

Bài 33. Cho x, y, z thực dương: x + y + 1 = z Tìm GTNN của:

P = ∑
x3

x + yz
+

14
(z + 1)

√
(x + 1)(y + 1)
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Bài 34. Cho 0 ≤ a, b ≤ 1 Tìm

max P =
a√

2b2 + 5
+

b√
2a2 + 5

Bài 35. Cho a, b, c > 0 thỏa a2 + b2 + c2 = 3 TÌm giá trị lớn nhất của:

A =
ab

3 + c2 +
bc

3 + a2 −
a3b3 + b3c3

24a3c3

Bài 36. Cho a, b, c dương thỏa:
4a
b
(1 +

2c
b
) +

b
a
(1 +

c
a
) = 6

Tìm GTNN:
P =

bc
a(b + 2c)

+
2ca

b(c + a)
+

2ab
c(2a + b)

Bài 37. Cho x, y, z > 0 thỏa mãn
1
x
+

1
y
+

1
z
=

16
x + y + z

. Tìm giá trị lớn nhất của

P =
(x− y)(y− z)(z− x)

xyz

Bài 38. Xét các số thực dương x, y, z thỏa mãn x2 + y2 + z2 = xy + xz + 10yz. Tìm giá trị nhỏ nhất của
biểu thức:

P = 8xyz− 3x3

y2 + z2

Bài 39. Cho a, b, c > 0 thoả (3a + 2b + c)
(

1
a
+

2
b
+

3
c

)
= 30. Tìm GTLN :

P =
b + 2c− 7

√
72a2 + c2

a

Bài 40. Cho các số dương x, y . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

P =
1√

x2 + 3y2
+

1√
3x2 + y2

− 2
3(x + y)3

Bài 41. Cho x, y, z là các số dương thỏa mãn xy + xz + 1 = x. Tìm giá trị lớn nhất của

P = (xy + xz + 2)
(

1 +
1
y

)(
1− 4

3z

)
Bài 42. Cho a, b, c ∈ [1;+∞) thỏa mãn 3(a + b + c) = a2 + b2 + c2 + 2ab.Tìm GTNN của biểu thức:

P =
a2

(a + b)2 + a
+

a
a + c2

Bài 43. Cho a, b, c là các số thực dương thay đổi, tìm giá trị nhỏ nhất của:

P =
(a + c)(a + 4b + c)(a + b + c)3

abc [5(a2 + b2 + c2) + ab + bc + ca]

Bài 44. Cho a, b, c dương thoả a + b + c = 1. Tìm GTNN :

P =
a2

(1− a)2 + 5bc
+

16b2 − 27(a + bc)2

36(a + c)2
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Bài 45. Cho x, y, z > 0 thỏa mãn xyz = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của bểu thức:

P =
x3 + 1√

x4 + y + z
+

y3 + 1√
y4 + z + x

+
z3 + 1√

z4 + x + y
− 8(xy + yz + zx)

xy + yz + zx + 1

Bài 46. Cho các số thực không âm x,y,z thỏa mãn x + y + z = 3 Tìm giá trị nhỏ nhất của:

P =
3
2
(xyz)2 + x3 + y3 + z3 − xy− yz− zx +

√
x +
√

y +
√

z

Bài 47. Cho a,b,c là các số thực dương. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
a2

(a + b)2 +
ab2

(b2 + ac)(c + a)
+

16c4

(c + a)4

Bài 48. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn: abc(a + b + c) = 4 . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu
thức:

P =
1√

(a + b)(a + c)
− 8bc

bc(b2 + c2) + 8

Bài 49. Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn: x + y + 1 = z . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
x

x + yz
+

y
y + zx

+
z2 + 2
z + xy

Bài 50. Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x2 = y2 + z. Tìm giá trị lớn nhất của biểu
thức:

P =
(1 + 2xy)z

(x2 + y2)(1 + z2)
+

3z2

(1 + z2)
√

1 + z2

Bài 51. Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x ≥ z. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
xz

y2 + yx
+

y2

xz + yz
+

2(x + 3z)
x + 2z

Bài 52. Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: x2 + y2 + z2 = 3xy. Tìm giá trị nhỏ nhất
của biểu thức:

P =
x2

y2 + yz
+

y
z + x

+
x2 + y2

x2 + z2

Bài 53. Cho x,y là các số dương thỏa mãn điều kiện: x2 + y2 = xy + 1. Tìm giá trị lớn nhất của biểu
thức:

P =
x3

y3 + 1
+

y3

x3 + 1
+

24
√

xy
x + y + 2

Bài 54. Cho
1
3
< x ≤ 1

2
và y ≥ 1 Tìm giá trị nhỏ nhất:

P = x2 + y2 +
x2y2

[(4x− 1)y− x]2

Bài 55. Với a, b, c > 0 và a2 + b2 + c2 + 2 = a2b2c2 Chứng minh rằng:

abc(a + b + c) ≥ 2(ab + bc + ca)
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Bài 56. Cho x, y, z là các số thực dương thỏa x(y2 + z2) = yz(y + z).Tìm GTNN của:

1
(x + 1)2 +

(
y

1 + y
+

z
1 + z

)2

+
2yz(1− x)

(1 + x)(1 + y)(1 + z)

Bài 57. Cho a,b,c là các số thực dương. Chứng minh rằng:

a4 + b4 + c4 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) ≥ 3(a3b + b3c + c3a)

Bài 58. Giả sử x,y là các số thực không âm thỏa mãn: x2 + y3 ≥ x3 + y4. Chứng minh rằng:

x3 + y3 ≤ 2

Bài 59. Với a, b, c là các số thực thỏa mãn a2 + b2 + c2 ≤ 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P = ab + bc + ca + (a + b + 3c)
√

1− a2 − b2 − c2

Bài 60. Cho các số thực a, b, c thỏa mãn 1 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ 2. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

P =
(a + b) (b + c) (c + a)

abc
− 1

10

(
a2 + c2

ac

)3

Bài 61. Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn ab + bc + ca = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
8

(a + b)2 +
3

(b + c)2 +
3

(c + a)2

Bài 62. Cho x, y, z > 0 và x2 + y2 + z2 = 3. Tìm GTNN:

P =

√
3

(x + y)2 + z2 +

√
3

(y + z)2 + x2 +

√
3

(x + z)2 + y2

Bài 63. Cho ba số thực dương a, b, c thỏa mãn abc = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P = (a + b)(b + c)(c + a) +
√

2016
a + b + c

Bài 64. Cho a,b,c thuộc [0;1]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

P = abc + (1− a)(1− b)(2− c) +
1

1 + a3 +
1

1 + b3 +
1

1 + c3 +
a

b + c + 1
+

b
a + c + 1

+
c

b + a + 1

Bài 65. Cho các số a,b thuộc [
1
2

; 1]. Tìm Min của:

P = a5b + ab5 +
6

a2 + b2 − 3(a + b)

Bài 66. Cho x,y,z thuộc [1; 2]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

E =
2(xy + yz + zx)

xyz + 2(2x + y + z)
+

8
2x(y + z) + yz + 4

− y + z + 4
√

yz + 1

Bài 67. Cho x,y,z thuộc [1; 2]. Tìm giá trị lớn nhất của:

F = (x + y + z)(
1
x
+

1
y
+

1
z
)
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Bài 68. Cho a,b,c,d thuộc [1;2]. Chứng minh rằng:

(a2 + b2 + c2 + d2)(
1
a2 +

1
b2 +

1
c2 +

1
d2 ) ≤ 25

Bài 69. Cho ba số thực dương a,b,c thỏa mãn: a + b + c ≤ 2.Tìm GTNN của biểu thức:

P =
a
√

a
a +
√

ab + b
+

b
√

b
b +
√

bc + c
+

c
√

c
c +
√

ca + a
+

1
27
√

abc

Bài 70. Cho a,b,c là các số thưc dương thỏa mãn: a + b + c = ab + bc + ca. Tìm GTNN của biểu thức:

a3

b2 − bc + c2 +
b3

c2 − ca + a2 +
c3

a2 − ab + b2

Bài 71. Cho a,b,c là các số dương thỏa mãn: a2 + b2 + c2 ≤ 3.Tìm GTNN của biểu thức:

P =
1

a2 + ab
+

1
b2 + bc

+
1

c2 + ca

Bài 72. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn: a + b + c = 3. Tìm Max của biểu thức:

a2b + b2c + c2a + abc + 4abc(3− ab− bc− ca)

Bài 73. Cho 3 số dương x,y,z thỏa mãn: xy + yz + zx = 3. Chứng minh rằng:

∑
x3

x2 + 2yz
≥ 1

Bài 74. Cho 0 ≤ c ≤ b ≤ a ≤ 1. Tìm min của biểu thức:

P =
a

b + c
+

b
c + a

+
c

a + b
− (a− c)2

3

Bài 75. Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn: a2 + b2 + c2 ≥ a + b + c. Tìm GTNN của biểu thức:

P = ∑
a2

b + c

Bài 76. Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác với a + b + c = 3. Tìm Min của:

P = 3a2 + 3b2 + 3c2 + 4abc

Bài 77. Cho a, b, c > 0 và abc = 1. Chứng minh:

∑
2

a2(b + c)
≥ 3

Bài 78. Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn: x2 + y2 + z2 = 1. Tìm GTNN của biểu thức:

∑
x

1− x2

Bài 79. Cho x, y, z ≥ 1.Tìm GTNN của biểu thức:

∑

(
x2

1 + x3

)
+

√
8 + x2y2z2

3
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Bài 80. Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn: x2 + y2 + z2 = xy + yz + zx + 2. Tìm GTNN của
biểu thức:

P =
3x(x2 + y2 + z2)

(x + y + z)2 +
8(y2 + z2)

2y2 + 2z2 + xy + xz

Bài 81. Cho x, y, z > 0 và xy2z2 + x2z + y = 3z2. Tìm max của

P =
z4

1 + z4(x4 + y4)

Bài 82. Cho ba số thực a, b, c thay đổi thuộc [1; 2] và thỏa mãn: a + b + c ≤ 4. Chứng minh đẳng thức:

∑
a2

bc + 2
>

2
3

Bài 83. Với các số thực 0 ≤ a, b, c ≤ 2 thỏa mãn: a + b + c = 3. Tìm Min của

P = ∑
√

a + 1

Bài 84. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn ab + bc + ac ≤ 3. Tìm GTNN của:

12
4ab + (a + b)(c + 3)

+

√
2(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1)

(a + 1)(b + 1)
+

1
2c2

Bài 85. Cho a, b, c > 0 thỏa mãn: a2b2 + b2c2 + 1 ≤ 3b Tìm giá trị nhỏ nhất của :

P =
1

(a + 1)2 +
4b2

(2b + 1)2 +
8

(3 + c)2

Bài 86. Cho x, y, z là những số thực thuộc khoảng (1; 4). Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

P = 2.
(y + z− x)2

yz
+
√

3.
(z + x− y)2

zx
− 2
√

3.
(x + y− z)2

xy

Bài 87. Cho a, b, c > 0 thỏa mãn a2b2 + b2c2 + c2a2 = 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của

P = 4(
a2

a + b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
) + 2a3 − a + b4 + b2 − b + c3 + c2

Bài 88. Cho a, b, c > 0 . CMR:

a + 1
b + 1

+
b + 1
c + 1

+
c + 1
a + 1

≤ a
b
+

b
c
+

c
a

Bài 89. Cho x,y là các số thực thỏa mãn: x, y ∈ [1; 3]. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
x

x3 + x(y− 2x) + 3
+

y + 1
(x + 2y + 2)(y + 1)− 6y + 2

+
4
√

5(x + y + 1)
25

Bài 90. Cho x,y là các số không âm thỏa mãn: x2 + y2 + z2 = 5. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P = (x + z)
√

z
x2 + y2 +

3x2 + 4y2 + 8z2 + 8
16z

+
z
2
− y

4
− 1

8

9



Bài 91. Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn: 4z2 + 41 = 9xy(2z + 3). Tìm giá trị nhỏ nhất của
biểu thức:

P =
x√

x2 + 9yz
+

y√
y2 + 9zx

+
1

2
√

10
(z2 + 5)

Bài 92. Cho các số thực a, b, c thuộc đoạn [1; 3] thỏa mãn: a + b + c = 6. Tìm giá trị lớn nhất của biểu
thức:

P =
a2b2 + b2c2 + c2a2 + 12abc + 72

ab + bc + ca
− 1

2
abc

Bài 93. Xét số thực x. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =

√
3(2x2 + 2x + 1)

3
+

1√
2x2 + (3−

√
3)x + 3

+
1√

2x2 + (3 +
√

3)x + 3

Bài 94. Với các số thực dương a, b thỏa mãn: a2 + b2 = ab + 1. Tìm GTLN của biểu thức:

P =
√

7− 3ab +
a− 2
a2 + 1

+
b− 2
b2 + 1

Bài 95. Cho x, y, z thuộc [0; 2] thỏa: x + y + z = 3 Tim min:

P = ∑
1

x2 + y2 + 2
+∑

√
xy

Bài 96. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn abc = 1.CMR

1
(a + 1)2 +

1
(1 + b)2 +

1
(1 + c)2 +

4
(1 + a + b + c)2 ≥ 1

Bài 97. Cho ba số thực a, b, c sao cho c = min {a; b; c } ≥ 1.hãy tìm GTNN của biểu thức

S =
9

(2a + b)2 +
36

4(2b + a)2 + 45(c− 1)2 +
√

a + b + c− 1

Bài 98. Cho ba số thực x, y, z thỏa mãn xyz = x + y + z và z > 0. Hãy tìm GTLN của biểu thức

M =
1

x2 + 1
− 1

y2 + 1
+

6z√
(z2 + 1)3

Bài 99. Cho a, b, c > 0 và a + 4b + 9c = 1. Chứng minh rằng

a3 + b3 + c3 ≥ 1
1296

Bài 100. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a + b + c = 1.Tìm GTLN của:

P = 9xy + 10yz + 11zx

Bài 101. cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn x2 + y2 + z2 = xy + 2z.Tìm GTNN:

P = (
x

y2 + z2 +
y

x2 + z2 )
2 +

8z3

(x2 + z2)(y2 + z2)

Bài 102. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn a + b + c = 1.CMR

a4 + b2c2

a2
√

b2 + c2
+

b4 + a2c2

b2
√

a2 + c2
+

c4 + a2b2

c2
√

a2 + b2
≥
√

2

10



Bài 103. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn: abc = 1. Chứng minh rằng:

∑ a2 + 9 ∑ ab ≥ 10 ∑ a

Bài 104. Cho x, y, z > 0 thỏa mãn 5
(

x2 + y2 + z2
)
= 9 (xy + 2yz + zx). Tìm giá trị lớn nhất của:

P =
x

y2 + z2 −
1

(x + y + z)3

Bài 105. Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn 9ab + 17bc + 14ac + 12c− 18 > 0 và a2 + b2 + c2 =
14.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
8(7 + ab)

√
5

3
√

9ab + 17bc + 14ac + 12c− 18
+

36√
a + b + c + 3

Bài 106. Cho a, b, c là những số thực dương thỏa mãn 0 <
ab + bc + ca− abc
ab + bc + ca− 1

≤ 1. Tìm giá trị nhỏ nhất

của biểu thức:

P =
(

a2 + 2
) (

b2 + 2
) (

c2 + 2
) [( a + b + c− abc

ab + bc + ca− 1

)2

+ 2

]
Bài 107. Cho các số thực dương x, y, z.Tìm GTNN của biểu thức

9
7x + y + 4

√
xy + 18 3

√
xyz

+
1
2
(x + y + z)2 + 2

Bài 108. Cho x, y, z > 0 thỏa mãn x + y + z = 3. Chứng minh rằng:

P = ∑
x (y + z)

4− yz
≥ 2xyz

Bài 109. Chứng minh rằng với mọi a, b, c dương, ta đều có:

a2 + b2 + c2

ab + bc + ca
+

8abc
(a + b)(b + c)(c + a)

≥ 2

Bài 110. Cho các số thực không âm thỏa mãn a + b + c =
3
2

.Tìm GTNN của biểu thức:

P = (a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1)

Bài 111. Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn :
1
c2 =

2
a2 +

2
b2 . Tìm giá trị nhỏ nhất của :

P =
a

b + 2c
+

b
a + 2c

+
c√

a2 + b2 + c2

Bài 112. Cho x, y dương thỏa mãn : x4 + y4 +
4

xy
= 9xy− 3 . Tìm GTLN của biểu thức :

P =
1

(x3 + y3)(x2 + y2)
− 1

1 + 2xy

Bài 113. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn : a + b + c = 1 . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
a2

(b + c)2 + 5bc
+

b2

(c + a)2 + 5ac
− 3

4
(a + b)2

11



Bài 114. Cho các số không âm a, b và số dương c thỏa mãn a3 + b3 = c(c− 1) . Tìm giá trị lớn nhất và
nhỏ nhất của:

P =
a2 + b2 + c2

(a + b + c)2

Bài 115. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a > 0, b + c > 0, a2 + b2 + c2 = 1.CMR

a3

b2 − bc + c2 +
b3 + c3

a2 ≥
√

2

Bài 116. Giả sử x, y, z là ba số thực dương thỏa mãn x > y và xy + (x + y)z + z2 = 1.Tìm giá trị nhỏ
nhất của biểu thức:

P =
1

4(x− y)2 +
1

(x + z)2 +
1

(y + z)2

Bài 117. cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn c(a2 + b2) = a + b. Tìm GTNN của biểu thức:

P =
1

(a + 1)2 +
1

(1 + b)2 +
1

(1 + c)2 +
4

(a + 1)(b + 1)(c + 1)

Bài 118. Cho x, y, z là các số thực thỏa mãn 5−x + 5−y + 5−z = 1.CMR

25x

5x + 5y+z +
25y

5y + 5x+z +
25z

5z + 5x+y ≥
5x + 5y + 5z

4

Bài 119. Cho các số thực dương x, y thỏa mãn điều kiện x + y = 2016.Tìm GTNN của biểu thức√
5x2 + xy + 3y2 +

√
3x2 + xy + 5y2 +

√
x2 + xy + 2y2 +

√
2x2 + xy + y2

Bài 120. Cho x, y ∈ R thỏa mãn
{

2y ≥ x2

y ≤ −2x2 + 3x
.Tìm GTNN của biểu thức:

P = x4 + y4 +
2

(x + y)2

Bài 121. Cho các số thực x, y, z thỏa mãn x > 2, y > 1, z > 0.Tìm GTLN của biểu thức:

P =
1

2
√

x2 + y2 + z2 − 2(2x + y− 3)
− 1

y(x− 1)(z + 1)

Bài 122. Cho các số thực a, b dương thỏa mãn ab ≥ 1.Tìm GTNN của biểu thức:

T =
1

1 + a
+

1
1 + b

− 32√
2a(1 + a) + 2b(1 + b) + 8

Bài 123. Cho x, y, z > 0 thỏa mãn x2 + y2 + z2 = 2, với x = max {x, y, z} và y2 + z > 0. Tìm giá trị nhỏ
nhất của:

P =
6x2

x2 + z
+

6y2

y2 + z
+

z
2x + y3

Bài 124. Cho a, b, c ≥ 0 thỏa mãn a2 + b2 + c2 = 2. Tìm GTNN của:

P = ∑
1

(a + b)2 +
30 (ab + bc + ca)

(a + b + c)2

12



Bài 125. Cho ba số thực dương a, b, c thỏa mãn a + b + c = 1.CMR

36
a2b + b2c + c2a

+
1

abc
≥ 343

Bài 126. Cho x, y là các số thực dương thỏa mãn (xy + x + y)(
1
x2 +

1
y2 ) +

1
xy

= 7.Tìm GTNN của:

P =

√
x2 + 1

y
+

√
y2 + 1

x
− (x + y + 1)(

1
x
+

1
y
)

Bài 127. Cho x ≥ y ≥ z ≥ 0. Tìm giá trị nhỏ nhất của:

P =
xy + yz + zx

4
+

1
(x + 1)2 +

2
(y + 1)2 +

3
(z + 1)2

Bài 128. Cho x, y, z > 0 thỏa x + y + z = 3. Tìm Min:

x2 + y2 + z2 +
xy + yz + zx

x2y + y2z + z2x

Bài 129. Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn : xyz + 4 ≥ 2(x + y + z) . Tìm giá trị lớn nhất của
biểu thức :

√
2x2 − 4x + 4 +

√
2y2 − 4y + 4 +

√
2z2 − 4z + 4

2(x + y + z)2 +
9

xyz + 4

Bài 130. Cho a, b, c là các số thực thuộc [2; 4] và ab + bc + ac = 26. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

P =
a2 + b2 + c2 + 100

a + b + c
− abc

4

Bài 131. Cho a, b, c dương thỏa mãn 8c2 + 4ab = (a + b + 2c)2. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

P =
c

4(a + b)
+

2c
a + b + c

− 10(a + b)2

3(a + b)2 + 5c2

Bài 132. Cho x, y, z là các số thực không âm thỏa mãn: x2 + y2 + z2 = 3. Tìm GTLN:

P = 7(xy + yz + zx)− 9xyz

Bài 133. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn: ab + bc + ca = 1. Tìm GTNN:

P =
1

a + b
+

1
b + c

+
1

c + a

Bài 134. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn: a2 + b2 + c2 = 5(a + b + c)− 2ab. Tìm GTNN:

Q = a + b + c + 48

( √
3√

a + 10
+

1
3
√

b + c

)
Bài 135. Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn: x2 + y2 + 6z2 = 4z(x + y). Tìm GTNN:

P =
x3

y(x + z)2 +
y3

x(y + z)2 +

√
x2 + y2

z

Bài 136. Cho a, b, c là các số dương thỏa mãn: ab ≥ 7
3

và 3a + 57b + 7c = 3abc +
100

a
. Tìm GTNN:

P = a + b + c

.

13
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Bài 137. Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn: a+b+c=1 .Chứng minh rằng: 

 

      3414141
27

25 222
 acbcab  

 

Bài 138. Cho  1;0,, zyx  thỏa mãn x+y+z=1 .Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của biểu  

thức: 

 

1

1

1

1

1

1
222 








zyx

P  

 

Bài 139.Cho x,y,z  là các số thực không âm.Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức: 

 

z

z

y

y

x

x
P
















1

1

1

1

1

1
 

 

Bài 140.Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn a+b+c=3 . Chứng minh rằng: 

 

9
111222

222222222











ccacbbcbbabacba
 

 

Bài 141.Cho cba  10  và   18242 22  cbacb .Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 

 

 3

222

4652

13

bcbba
cabcabP


  

 

Bài 142.Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn a+b+c=1 . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

3 1
1

1
1

1
1





























cabcab
P  

 

Bài 143.Cho x,y,z là các số thực không âm thỏa mãn: x+y+z=1 .Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất: 

 

     333
yxzxzyzyxP   

 

Bài 144.Cho x,y,z là các số thực thỏa mãn điều kiện: 1222  zyx  . Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

   1

1
1044




zyxzx
xzyzxyP  
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Bài 145.Cho các số dương x,y,z  thỏa mãn xyz+x+y=z . Tìm giá trị lớn nhất của:      

                                               
1

2

1

3

1

2
222 








zyx

P  

 

Bài 146. Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn a+b+c=3 . Chứng minh rằng: 

 

9
111222

222222333











ccacbbcbbabacba
 

 

Bài 147.Cho các số thực không âm a,b,c  thỏa mãn c=min{a;b;c} .Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức: 

 

 
 

 
 

  
























acbcabca

cb

cb

ca
baP

6422
222

2

222

2
2  

 

Bài 148.Cho các số thực dương thay đổi a,b,c thỏa mãn:   cbacbacba  222  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

     
abc

acccbbbaaP
1

222222   

 

Bài 149.Cho các số thực dương x,y,z .Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

 
 2

22

22 zyx

xyz

zy

y

zx

x
P










  

 

Bài 150.Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn  cba ;max7  và a+b+c=1 .  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

     555
bacacbcbaP   

 

Bài 151.Cho các số thực x,y,z không âm và không có hai số nào đồng thời bằng 0 . 

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

  

















222222

111

xzzyyx
xzyzxyP  

 

Bài 152.Cho các số thực dương x,y,z thỏa mãn: 222  zx .Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 
4

13

40
222

2

2

22

2

22

















zyx

zyx

yzx

zy

xyz

yx
P  
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Bài 153.Cho các số thực không âm a,b,c và a+b+c=2. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 

 

333 222  ccbbaaP  

 

Bài 154 (bài 24) 

 

Bài 155.Cho các số thực dương x,y,z thỏa mãn : 2088 222  zyx  . Tìm giá trị lớn nhất của: 

 

 
 
100184

2
22

2

2 zyx

zyx

zy

yzx

x
P










  

 

Bài 156.Cho x,y,z là các số thực không âm thỏa mãn: 512121 2  zyx . 

Tìm giá trị lớn nhất của: 

 
333 2zyxP   

 

Bài 157.Cho x,y,z thỏa mãn 10  xyz . Tìm giá trị lớn nhất của: 

 

    zzzyyxP  1222  

 

 

Bài 158.Cho x,y là các số thực dương thỏa mãn : xy+x+y=3 . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 

 

 22

1

3

1

3
yx

yx

xy

x

y

y

x
P 








  

 

Bài 159.Cho các số thực dương x,y,z  thỏa mãn : 3
111


zyx

.Tìm giá trị lớn nhất của biểu   

thức: 

 

z

z

y

y

x

x
P












1

1

1

2

1

2
 

 

Bài 160.Cho các số thực dương x,y,z thỏa mãn x>y  và   12  zzyxxy .Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

     222

11

4

1

zyzxyx
P








  
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Bài 161.Cho 







 1;

2

1
,, cba  và a+b+c=2 .Tìm giá trị lớn nhất của: 

 

 
     2222

222
11

2

2
cbaab

ba
bcaac

ca

acb
P 








  

 

Bài 162.Cho các số thực dương x,y,z thỏa mãn x>y>z>0 .Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

 zxzz

x

zy

z

yx

y
P










8

2

 

 

Bài 163.Cho các số thực dương x,y,z với 3222  zyx .Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

 
xzyzxyxyz

zyx
zyxP







1333
2  

 

Bài 164.Cho hai số thực x>1,y>1 . Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

   
  11

2233






yx

yxyx
P  

 

Bài 165.Cho x,y,z là các số thực dương . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

   
 

2

43 2

2222 72

812

2

32

2522 z

yx

zyx

xyy

zyzyyx

x
P










  

 

Bài 165.Cho  2;1,, zyx  .Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

 

    2222

2

22 zyxzyx

yx
P




  

 

Bài 166.Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn: 8222  zyx .Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất 

của: 

 

     555
xzzyyxP   

 

Bài 167.Cho x,y,z >0 thỏa mãn : 3222  zyx  . Tìm giá trị nhỏ nhất của : 

                                          
 

zyxxzzyyx

zyx
P

1111
222

2





  
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Bài 168.Cho a,b,c,d  là các số thực không âm có tổng bằng 4.Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

  abcddcbaP 43 2222   
 

Bài 169.Cho x,y,z là các số thực không âm thỏa mãn:
5

19
 zyx .Tìm giá trị lớn nhất của: 

 

   
12

11

4

422 zyx
zyxP


  

 

Bài 170.Cho 1,,0  cba  và a+b+c=2 . Chứng minh rằng: 

 

4

9
4333  abccbaP  

 

Bài 171’.Cho ba số thực dương x,y,z thỏa mãn xy+yz+xz+xyz=4 Chứng minh rằng: 

 

   222
111

3

2















 zyx

zyx
 

 

Bài 171.Cho a,b,c>0 thỏa mãn ab+bc+ac=1 . Chứng minh rằng: 

 

2

33











ba

ca

ac

bc

cb

ab
cbaP  

 

Bài 172.Cho các số thực x,y và   24
3

 xyyx .Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

    123 222244  yxyxyxP  

 

Bài 173.Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn a+b+c=1 . Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

    222222222 233 cbaacbcabaccbbaP   

 

Bài 174.Cho hai số dương x,y thỏa mãn điều kiện xy+x+y=3 . Tìm giá trị lớn nhất của : 

 

    22

11

1

3

1

3

yxyx

y

xy

x
P 





  
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Bài 175.Cho  1;0, ba  . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 

5252 22 





a

b

b

a
P  

 

Bài 176.Cho các số thực dương x,y,z thỏa mãn x+y+z=4. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

2

32

y

z

x

y
xP   

 

Bài 177.Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn cba   và a+b+c=3 .Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

b
b

c

c

a
P 3  

 

Bài 178.Cho x,y,z là ba số thực tùy ý thuộc đoạn [0;1] . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 

 

    


 zyx
zy

x
P 211

1
 

 

Bài 179.Cho ba số thực x,y,z thay đổi thỏa mãn : xy=1+z(x+y) . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:  

 
 

   222 111

12

z

z

yx

xyxy
P







  

 

Bài 180.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
cbabcaacb

S









543

 trong đó a,b,c là độ dài 3  

 

cạnh tam giác thỏa mãn điều kiện 2c+b=abc 

 

Bài 181.Cho a,b,c là các số thực thỏa mãn  1;0,, cba  và ab+bc+ac=1 . Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

 





b

ba
P

212

 

 

Bài 182.Cho x,y là các số thực thỏa mãn   2222222 54131 yxyxyx   .Tìm Min và Max của: 

 

1

32
22

2222






yx

yxyx
P  
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Bài 183.Cho a,b,c >0 thỏa mãn 1222  cba  và a,b,c đôi một khác nhau. 

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

 

 

 

Bài 184.Cho các số  1;1,, zyx  và x+y+z=0 .Tìm giá trị nhỏ nhất của: 

 

9

7
1

9

7
1

9

7
1

222 z
z

y
y

x
xP   

 

Bài 185.Cho a,b,c là độ dài ba cạnh tam giác thỏa mãn : 022222  cabcabcba  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

 

  ba

ab

ba

c

cba

c
P










22

2

2

2

 

 

 

 

To be continue… 
 

 

222222

111

accbba
P











