T6i wu tAp hop — phan 11
] Truong Phudc Nhan , 18/07/2017
So Turan :

Bai toan 1: Cho X la mot tap v6i nphan tir, va F la mot ho cac | —tap concia X théa mén tinh chit : Véi
moi k — tap con cua X lubn chia it nhat mot thanh vién caa F , trong d6 1<I<k <n.
S6 Turan T (n,k,I) la sé thanh vién nhé nhat cua ho F théa mén tinh chéat néu trén.

Chirng minh rang :
a)T(n,k,I)z%T(n—l,k,l)
b) T (n,k,1)<T (n-Lk-1,1-1)+T (n-1k,I)
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Chirng minh:

Giastr F laho cac |-tap concaatap X vaiso thanh vién nho nhat thoa mén tinh chat : V&i moi k —tap
con bat ki cua X ludn chira mét thanh vién cua ho F .

a) Taxétmatran 0-1 M = (mx’ A) trong d6 cac hang duoc danh sé boi cac phan tir cia tap X , cac cot
dugc danh sb bai cac thanh vién cia ho F, va m, , =1 khi va chikhi x e A. Dt r, 1a sé cac s6 1 dugc dién
& x— hang va c, 1asé cac sb 1 duoc dién & A— cot. Thi ¢, la s cac phan tir cuatap A nén c, =1. Mat
khac r, bang sb cac thanh vién caa ho F c6 chira x, c6 nghia la , =‘{A| AcF,xe A}‘ .

A p dung nguyén li Fubini , ta duoc : Z‘{Al AcF,xe A}‘ =Y r=>c =[F[I=T(nk1I)I

X X

AcF
> [{AlAeF,xeA}|
= X

X :HT(n,k,I) (bsivi [X|=n)

Theo nguyén li trung binh, ta tim dwoc phan tir x sao cho ‘{A| AeF,xe A}‘ > lT (n, k,I) :
n

Néutadat G:={A| AcF,xe A thi
G| =|F|-[{Al Ac F ,xe Al| =T (n.k.1)-[{A] Ac F.x e Al < "' T (n.k,1)
n

Ta can ching minh réng : |G| =T (n—1k,1), cé nghia laho G théa tinh chat : V&i moi k —tap con bat ki
cua X ludn chira mét thanh viéncua ho G .

That vay, G lamot ho trén Y := X \{x}. Goi B 1a mt tap con véi k phan tir bat ki thuoc Y, vi B hién
nhién 1a mot tap con géom k phan tir cia X nén B chtra mot tap con T véi | phan ta thudc ho F . Do B
khong chira x nén x T .Suyra T la mot thanh vién cua ho G, dpem.

b) Xét mot phan tir xe X, vagoi G, H lanlugt lacacho h— tap va (h—1)— tapconcua Y = X \{x}
V6i s6 thanh vién twong Gng 12 T (n—1,k,1) va T(n-1k-11-1) théa mén tinh chat cua bai toan.

Goi E la ho thu dugc tir ho H bang cach b6 sung thém phan tir x vao céc thanh vién cua ho H .
Thiho GUE théa GNE = vado d6 |GUE|=T(n-1k,1)+T(n-Lk-11-1). Baygidtacanchira
rang véi moi k— tap A thudc X ludn chira | — tap B 1a mot thanh vién cua ho G UE.

That vay, néu xe A, thi A\{x} lamot (k—1)— tap concia Y, va do d6 chira mot (1-1)—tap con B’
|a thanh vién ciia ho H, nén B:=B'U{x} c A va BeE.Néu x¢ A, thi Alamot k— tap concua Y vado
d6 chira mot 1 — tapcon BeG.




¢) Chitng minh chiin duéi : Xét ma tran 0-1 M =(m, ;) trong d6 cac hang dwoc danh sb hoi cac thanh
vién ciia ho F, c4c cot dugc danh sé boi cac k —tap concua X, va m, ; =1 khiva chi khi AcB. Dt r,
la s6 cac s6 1 duge dién & A— hang va ¢, 1a sb cac s 1 duge dién & B— cot. Thi ¢, >1 véi moi tap B, boi
vitheo B phai chta it nhat 1a mot thanh vién cia ho F . Mat khéc r, bang sb cac k —tap con chira mot | —

tap con cho trudc; nén r, Z(k _Ijvéi moitap AeF.

Ap dung nguyén 1i Fubini ta thu duoc |F|(:_:J =) =) c Z(U
- AcF B
(nj [n]
k I
=T(nkl)=|F|>—~~4<=><, dpem.

n—I k
k—I |
Chirng minh chin trén: Ta chiang minh qui nap theo n, khang dinh Ia hién nhién dung trong truong
hop tam thuong. Gia stir khang dinh dugc chirng minh véi moi giatri <n-1.
Str dung két qua ¢ cau b) ta duoc :

CK+1-1) (n—k+h-1) (n—k+l
T(n,k,l)éT(n—l,k—l,I—1)+T(n—1,k,|—1)s[n - ]{n ! J:(n I+J,dpcm

Bai toan 2: Ching minh rang :

ny k-2 n*-r* (ry . . s A P
a) T(nk,2)=|_|-—. —| | v6imoi n>k>2 ,trong d6 r laso du trong phép chia ctia s6 n
2) k-1 2 2

cho k-1
b) T(n,n—1,k)=1+1 véimoi n>k (I +1) va k >1.

Chirng minh

a) Ta xay dung do thi G véi tap dinh X véi n phan tir va mot 2-tap 1a mot canh cua do thi G .

Ta can xac dinh s6 canh nho nhat cua db thi G sao cho véi moi k — tap dinh ludn chira it nhat mot canh. Néu
ta xét bai toan vé6i @6 thi lién hop G™ cia G , thi ta can tim sé canh lon cua dd thi G™ sao cho né khdng
chira mot k —clique. Ap dung dinh 1i Turan ( xem bai viét “ Dinh 1i Turan va cac huéng tiép can khac nhau

\ . . -2 n°=r® (r
trong ching minh — phan 17 — ching minh thir 2 ) thi so nay bang T(n,k):zu.n ' +( j

k-1 2 2
2 2
Suy ra: T(n,k,2)=[2j—T(n,k)z[gj—%.n ;r —[;J,dpcm.

b) Néu k =1, bdng tinh toan tryc tiép ta thu dugc : T (n,n—1,1)=n—(n-1)+1=1+1.
Bay gio ta xét véi k>2:
Pau tién ta ching minh : T(n,n—1,k)=1+1 (¥)
That vy , bat dang thirc (*) c6 nghia la ton tai mot ho F gdm cac k — tap con véi |F|=1 khdng thoa man
tinh chat Turan. Ta tién hanh xay dung ho F nhu sau:

X
Goi S lamét | — tap concua X . bat [

)

, X\S
c6 thé xac dinh duoc mot anh xa f ;S — [k . )sao cho cac tap ( f (x))Xes la phan biét timg d6i mot. Goi

\S L
j la ho cac (k—1)— tap concia X \'S. Nhén thay rang do

X\S . .
>[S| (boivi n—1>1(k—-1) nén (k J lubn chira it nhat 1a | tap con véi k —1 phan tir ) nén ta

F laho k- tap convsi | thanh vién dugc xac dinh bsi F =({x} U f (x))xes. Hién nhién tap X \S co
n—I phan tr va khong chtra bt ki thanh vién nao thuoc F . Tir day ta suy ra diéu phai ching minh.




Tiép theo chieng minh chidu ngugc lai: T (n,n—1,k)<I+1 (**)

That vay, bat dang thirc (**) c6 nghia 1a ton tai mot ho G gom cac k — tap con véi |G| =1+1 thanh vién
thoa man tinh chat Turan. Tatién hanh xay dung ho G nhu sau :

1)

XA\T 3 o . ) R L . .
nén [k j lubn chaa it nhat 1a 1 +1 tap con véi k —1 phan tir ) nén ta cé thé xac dinh dugc mét anh xa

Goi T lamét (1+1)— tap conciia X . Nhan thdy rang do >T| (b&ivi n—1-1>(1+1)(k-1)

g:T —{;( \Ijsao cho cac tap (g (x))XeT la phan biét ting do6i mot. Pt G = ({x} ug (x))xd .Khidé G la

mot ho gdm 1-+1 thanh vién va méi thanh vién déu ¢6 kich thuoc k (vi [{xug(x)}| =k véi moi xeT).
Ta can ching minh rang véi moi tap con gdom n—1 phan ti luén chira mot tap con thudc ho G .
Goi Ac X,|A|=n-I, tacéding thircsau: n—1=|A=|ANT|+|An(X\T)
Khong mat tinh tong quat, ta c6 thé gia sir cac tap f (x,), f(X,),..., f (x.) khong thudc tap A va
n,N,,..., N, 1an luot la s phan twr cua cac tap f(x,), f(X,),.... f (x.) khong ndm trong A. Khidé :

n—1=|ANT|+|AN(X\T)|<|ANT|+n - —1—zr:ni
i=1

:>|AmT|2_Zrl:ni +1>1+r

Do d6, A chira it nhat mot phantir xeT VA X&{X,X,,..., X }. Trddytasuyra Ao {x}ug(x)eG.
Suy ra diéu phai chang minh.
T (*)va(**)tasuyra: T(n,n—l,k)=1+1
Tai lieu tham khao :
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