Hinh hec té hep
) Truong Phuac Nhan, 25/07/2017
Cac ket qua co ban :

Két qua 1: (Happy ending/Klein)
Cho trudc 5 dlem trén mat phang sao cho khong 63 diém nao thiang hang. .
Ching minh rang ta luén tim dugc 4 diém trong sé 5 diém cho trudc 1a dinh caa mot ti giac 16i.

(trong bai viét “ Nguyén Iy chuong bo ciu” ta co dé cap dén dinh 1y Klein nhung chua chua ra chirng minh
cu thé)

Chiing minh : Néu bao 1i ctia 5 diém nay c6 kich thudc >4 thi ta chon 4 diém 1a dinh cua bao 10i, bai
toan dugc chirng minh. Trong truong hop nguot lai, bao 101 la mot tam giac ABC  hodc la mét doan thang,
ta loai di truong hop cudi vi khi do ca 5 diem phai thang hang dieu nay mau thuan véi gid thict. Xét mot
duong thang di qua 2 diém trong CD ( diém trong hiéu theo nghia di€ém nam ¢ trong bao 16i tam giadc ABC
tirc 1 2 diém con lai trong s6 5 diém ), duong thang nay chia {A, B,C}thanh 2 nhom (do khong c6 3 diém
nao thang hang nén viéc chia nay ludn xac dinh duy nhat) va mot trong hai nhém nay phai c6 ding 2 phan tir
tatamgoila A B . Khidé , 4 diém {A B,C,D} la dinh ciia mot tu giac 161 ,dpem.

Két qua 2: (Caratheodory)

k
Mot to hop 16i cua cac diém X, dugc dinh nghia 1a mot to hop tuyén tinh > a,x; sao cho «; la céc s6 khong
i=1

k

amva > ¢, =1.Gia st X la mot tap gom hiru han diém trong khong gian R? , dat conv( X)) la tap cac diem
i=1

thuoc bao 16i caa X , hay tap hop tat ca cac diém c6 thé biéu dién thanh mot t hop 16i cia cac diém x, € X .

Chirng minh rang: Mdi diém x e conv (X ) déu biéu dién duge dudi dang t6 hop I6i cia d +1 diém thude X

Chitng minh : Gia s diém x e conv( ) biéu dién dugc dudi dang t6 hep 16i d +2 hogc nhiéu hon céc

Kk
diém thugc X , co nghia la x = Za, X, , trong do Zai =lvaxeX vak>d+2
=1 i=1
Ta ching minh rang cd thé lam giém s6 diém biéu dién nay xudng 1 don vi .
Nhan xét 1: C4c Vector X, —X,, X, — X,,..., X, — X, la phu thudc tuyén tinh (bai vi k>d +2 )

k
Do dé ton tai cac vo huéng B, khong dong thoi bang 0 sao cho > B (x; —x,) =0. Bang tinh toan truc tiép

i=2
ta duoc :

(_iﬂinl +_Zk:ﬁixi =0 (*¥)

Dit B, :=-)_p, thi hé thirc (*) duoc viét lai dusi dang : Z px, =0 (**) voi Z p. =0 va B khong dong

i=2

thoi bang 0.
k
Nhan xét 2: C6 it nhat mot 8, >0 (néu tat ca déu <0 thi > B <0 viluu yrang B khong dong thoi bang ,

i=1
diéu ndy mau thuan véi gia thiét).
k
Tur bicu dién x =) oyx; vahé thuc (**) taco :
i=1

k
X=> oyx, AZ,B,x, —Z (0= 2B, )x; , véi moi s6 thuc 1
i=1 i=1

1<i<k

Tur nhan xét 2) ta chon A= mm{ﬁ B, >O} ﬁj khi d6 a; — 2 >0 véi moi i vadic biét la a; -4, =0.
j

Diéu nay c6 nghia 1a ta ¢ thé biéu dién diém x dudi dang mot t6 hop 16i cia k —1 diém X; .
L4p lai qua trinh ndy cho dén khi ta thu dugc biéu dién cia x thanh td hop 16i caa chinh xac d +1 .
Tur day suy ra diéu phai ching minh.




Két qua 2: (Radon)
Cho A={X,X,...%} 1a mttap hitu han diém voi sé phan tir k >d +2 trong R . Ching minh rang ta c6

thé phan hoach A thanh hai tap phan biét A U A, sao cho conv(A )nconv(A,)=J.

Chirng minh 1: (tiép can theo sé chiéu )

V6i mdi diém thuoc R ta cho twong ng véi mot vector v, thuoc R bang cach bo sung thém «1” @ lam

toa do thir d +1 cua vector v.. Goi v,,V,,...,V, la cac vector thugc R tuong tng cua tap A. Do k>d +2
k

nén ta tim duoc cac vo huéng a; khong dong thoi bang 0 sao cho D av; =0. (*)

i=1
Tatién hanh phan hoach A=A UA, ,trong dé x, € A néu ¢, >0 va x, € A,néu o, <0.
Dong nhat toa do thir d +1 tir hé thic (*) tasuyra: D g, = > (-o;)

icA icA,
bat: o= Za = Z ) thi khi do tir hé thirc (*) ta thu duoc : z % X, = zwxi (**)
ichA icA, icA & icA, @

He thirc (**) chi rarang conv(A)nconv(A,)=@. Tir day suy ra diéu phai chirng minh
Chirng minh 2: (tiép can theo ngdn ngir ciia hé phwong trinh )

k
> ax =0

i=1

Y a =0
i=1

Thi hé nay gdm k ansé va d phuong trinh . Nhan thay rang hé nay c¢6 sé bién nhiéu hon s6 phuong trinh,
do dé ton tai mot nghiém khong tam thuong (o, a,..., o ). Ta tiép hanh budc phan hoach A=A U A, va

Ta tién hanh xem xét hé¢ : , trong d6 a,,a,,...,a 1a cac an sd.

ching minh conv(A )nconv(A,) =@ tuong tw nhu chitng minh 1 ( xem thém bai viét “ Bai todn phén
hoach db thi -phan 1” ¢ tham khao thém vé huéng tiép can nay )

Két qua 3: (Helly) Cho C,,C,,...,C, lacéc tap con I6i thuoc R® véi n>d +1 sao cho véi d +1 tap bat ki
trong s chung déu cé giao khéc rdng. Chizng minh rang : Tat ca cac tap nay phai c6 chung mot phan tir

( xem lai trong bai viét ¢ Cac bai toin vé ho cé tinh chat giao” ta di dé cap dén van dé nay nhung chua
dua ra mot phép chirng minh cu thé cho né )

Chitng minh : Ta chirng minh bang qui nap theo n. Khang dinh 1a hién nhién véi n=d +1. Gia sit khang
dinh da duoc chimg minh 1a dang téi n—1 (n>d +2). Ta can chirng minh khéng dinh dtng véi n.

Theo gia thiét qui nap ta ludn tim duge diém a, e("|C; voi i=1n . Ap dyung dinh Iy Radon (két qua 2) cho
j#i
tap {a,,a,,...a,} tatim duoc phan hoach {1,2,...,n} = AUB va conv(a :i € A)nconv(a :ieB)=J.
Theo céch ma ta dinh nghia céc diém a; thitasuyrarang véi ic A va jeB thia eC,=a €[ |C;
jeB
Do d6 : conv(a, :ie A)e()C,. Lap luan twong ty ta ciing suy ra dwoc : conv(a,:ieB)e(|C;.

jeB jeA

Két hop vai diéu kién conv(a, :i e A)nconv(a :ieB) = tasuyrarang (|C, =()C,n[)C; #D.

i=1 jeA jeB

Két qua 4: (Pinh li t6 mau Caratheodory \Barany ) Cho S,,S,,...,S,,, 1a d +1 tap con trong R® .
Chimng minh rang: néu x e conv(S,)nconv(S,)N...~conv(S, ) thi ta tim dugc

X €8,,% €S,,..., X4,y €Sy, 580 cho X € conv (X, X,,.., Xg,;)




(néu quan niém ring ¢6 d +1 tap cac diem va mdi tap duoc t0 béi cac mau khéc nhau va diém x thudc
giao cua bao 16i cua cac tap nay thi ta lubn cé thé tim duoc da giac 161 chira diém x vai cac dinh trén bao 16i
duoc t6 mau khac nhau, dieu nay ly giai cho tén goi cua dinh 1y)

Chirng minh : Gia sir phan chiing X & conv(X, X,,.., Xy, ), trong @6 X, € S;, X, €S,,..., X, € Sy, bat ki. Xét

D la khoang cach theo nghia thong thudng trén R? tir diém x dén conv (X1 Xz Xy ) -

Gia stt z econv (X, X,,..,Xy,,) twong Gng véi khoang cach D, c6 nghia la d(x,z)=D, va theo gia thiét
phan ching tasuy rarang z X, cé nghia la D>0. Dat S:=conv(X, X,,.., %,)-

Xét siéu phang H di qua diém z va truc giao véi duong thang di qua x va z . Diém x thudc phan trong
ctia mot trong hai nira khdng gian dong tao thanh boi siéu phang H , tatam goi la H™ vatap S nam ¢ nira
khong gian dong H*. That vay, néu c6 mot diém u e 'S thudc phan trong cua nira khong gian dong H™ thi
goc giita [u,z] va [x,z] phai nhé hon 90° ( trong d6 [, y]:={ix+(1-1)y:0<A<1} chi doan thang ndi
hai diém X,y ) thi khi d6 moi diém ye[u,z):=[u,z]\{z} =S s& c6 khoang cach dén diém x nhoé hon han
khoang cach tir z d&én x ,diéu nay mau thuan gia thiét. (xem thém céc gi4o trinh giai tich ham va hinh hoc
Euclid )

Tur phan tich néu trén chirardng : zeconv(x :1<i<d+1x eH). Luu y rang siéu phang H ¢6 s6 chiéu
bang d —1, 4p dung dinh ly Carathedory (két qua 2) ta c6 thé biéu dién z thanh mot té hop 16i cua d diém
X 06 nghia 1d Z € CONV(Xy, Xyy.vns X g, Xjug1ee Xgg ) V6T MOL Chi s6 j ndo do.

Nhan xét : S, ¢ H* (bdi vinéu S;  H™ thi tir gia thiét trong dau bai ta suy ra x e convsS; < H*, mau thuan)
Do d6 ton tai mot diém x; € S; thugc nira khong gian H™. Xét S':= conv(xl,x2,...,xj_l,xj',xj+1,...,xd+1), thi
z,x; €S'. Do x| thuc nira khong gian H~ nén moi diém thudc nira doan (z, x]} c6 khoang cach dén diém
X nho hon han khoang céch tir z dén x. Tur diéu mau thuin nay ta suy ra diéu phai chang minh.
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