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 Một BIBD ( viết tắt của cụm từ balanced incomplete block design) là một tập B  gồm v  vật kết hợp với một 

họ F  gồm b  tập con của B ( mà ta gọi là các khối ) thỏa mãn : 

   (1) Mỗi khối chứa chính xác k  vật ; 

   (2) Mỗi vật nằm trong chính xác r  khối ; 

   (3) Mỗi cặp các vật phân biệt được chứa trong chính xác λ  khối. 

Ta gọi bộ  , , , ,b v r k λ  là tham số BIBD tương ứng 

Kết quả 1: Nếu một BIBD có tham số  , , , ,b v r k λ  thì bk vr  và    1 1r k λ v    

Chứng minh :  

Đẳng thức thứ nhất suy ra bằng phương pháp đếm bằng hai cách số các cặp vật – khối sao cho vật được chứa 

trong khối.  (Bởi vì, mỗi một trong b khối chứa k  vật, và mỗi một trong v  nằm trong chính xác r  khối). Sử 

dụng phương pháp lập luận tương tự ta cũng chứng minh được tính đúng đắn của hệ thức thứ hai, ở đây ta 

thực hiện đếm số các cặp vật – khối sao cho khối luôn chứa vật cố định 
1a  : 

  Vật cố định 
1a  xuất hiện trong chính xác r  khối và đối với mỗi khối như vật ta có 1k   các để chọn vật 

tương ứng. Mặt khác, vật 
1a  tạo thành cặp với mỗi một trong 1v  vật còn lại, và mỗi cặp được chứa chính 

xác trong λ  khối. (xem lại bài viết “Design”)        

 

Giả sử X  là một tập với v  phần tử, và 1 2, ,..., vX X X  là một họ gồm v  thành viên của tập X . Ta sẽ gọi họ 

này là  , ,v k λ - cấu hình nếu như nó thỏa mãn các điều kiện sau : 

    (1) iX k  với 1,2,...,i v ; 

    (2)  i jX X λ   với mỗi i j   

    (3)  0 1λ k v      

Xét  
1 ,ij i j v

A a
 

  là ma trận liên thuộc của  , ,v k λ - cấu hình, điều đó có nghĩa là 1ija   nếu phần tử i  của 

tập X  nằm trong tập jX , và 0ija   trong trường hợp còn lại. 

Kết quả 2: A  là một ma trận liên thuộc của một  , ,v k λ - cấu hình khi và chỉ khi  TA A k λ I λJ   , 

trong đó I  là ma trận đơn vị cấp v  còn J  là ma trận vuông cấp v  với tất cả các phần tử đều bằng 1.  

Chứng minh : Ma trận  k λ I λJ   có dạng 
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, trong đó phần tử trên đường chéo chính đều 

bằng k  còn tất cả các phần tử còn lại đều bằng λ . Nếu A  là ma trận liên thuộc của một  , ,v k λ - cấu hình, 

điều đó có nghĩa là mỗi cột của ma trận chứa k  phần tử bằng 1 và v k  vị trí còn lại đều bằng 0.    

   Đặt 
TB A A . Khi đó phần tử ijb  của ma trận B  sẽ là tích vô hướng của cột thứ i  và j  của ma trận A . 

Do đó iib k , bằng số các số 1 trong cột thứ i  của ma trận A . Nếu i j  thì cột thứ i  và j  của ma trận A  

có một số 1 ở hàng thứ t  khi và chỉ khi phần tử t  của ma trận X  nằm trong cả hai tập iX  và jX . Do đó các 

phần tử ijb  không nằm trên đường chéo chính bằng i jX X λ  .  

  Ngược lại nếu ma trận 0-1 A  cấp v  thỏa mãn hệ thức  TA A k λ I λJ   trong đó 0 1λ k v    . 

Đặt  : 1j ijX j a   với mỗi 1 j v  . Ta dễ dàng kiểm tra lại rằng đây là một  , ,v k λ - cấu hình và A  là 

ma trận liên thuộc của cấu hình này.                    

 

Kết quả 3: Mỗi  , ,v k λ - cấu hình là một BIBD với tham số  , , , ,v v k k λ  

Chứng minh :   

Để thực hiện phép chứng minh  , ,v k λ - cấu hình là một BIBD với tham số  , , , ,v v k k λ ta cần chỉ ra rằng 

mỗi phần tử được chứa trong chính xác k  khối và mỗi cặp vật phân biệt được chứa trong chính xác λ  khối. 



Các yêu cầu ta vừa dẫn ra nêu trên tương đương với việc chỉ ra rằng ma trận A  thỏa mãn hệ thức : 

        TAA k λ I λJ                         (1) 

Việc chứng minh khẳng định này tương tự như phép chứng minh hệ thức đặc trưng của một  , ,v k λ - cấu 

hình, bởi vì nếu ta đặt TC AA , phần tử 
ijc  là tích vô hướng của hàng thứ i  và j . Do đó 

iic k  nếu số các 

số 1 ở hàng thứ i  của ma trận A  bằng k , nên mỗi vật được chứa trong chính xác k  khối. Nếu i j  thì hàng 

thứ i  và j  có số 1 ở cột thứ t  nếu và chỉ nếu các phần tử i  và j  cùng nằm trong khối t . Điều đó có nghĩa 

là số các khối chứa cặp  ,i j  bằng λ .         

Đầu tiên, từ kết quả 2) ta suy ra:  
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. Áp dụng kiến thức đại số tuyến tính 

ta có thể dễ dàng chỉ ra được rằng          
1 1

det 1 0
v vTA A k λ vλ λ k k λ k λ v
 

           , do đó ma 

trận A  là không suy biến, bởi vì    
2

det detTA A A . 

Bởi vì mỗi cột của ma trận A  chứa chính xác k  số 1 và v k  số 0 nên ta có thể dễ dàng chỉ ra được rằng  

       JA kJ  

                                                                         1 1JA A kJ A    

                                                                 1 1 1 1. .JAA AA kJA AA      

                                                                                 1J kJA   

                                                                            1 1JA k J                                   (2) 

Từ hệ thức (2) ta suy ra :          1 1 1 1 1 1T TA A A A k λ I λJ A k λ A λJA k λ A λk J                 

Do đó :      1 1 1 2 1 1T TA J A A A J k λ A J λk J k λ A J λk vJ           , lưu ý: 2J vJ . 

Mặt khác ta lại có    
T TTA J JA kJ kJ   . 

Áp dụng đẳng thức khai triển cho TA J , ta thu được :   1 1kJ k λ A J λk vJ      

                                                                                        1A J mJ  , trong đó 
1k λk v

m
k λ





  

                                                                                        J mAJ   

Nhưng    2 2vJ J J mAJ m JA J mkJ mkvJ     , dẫn đến 1v mkv mk    . 

Suy ra :  2 2 1k λ k λv k k λ v          

Đồng thời 1 1 1A J mJ k J J k AJ AJ kJ          

Sau cùng ta có  

                    1 1 1 1T TAA A A A A A k λ I λJ A k λ I λ AJ A k λ I λJ AA k λ I λJ                 

 

Một BIBD được gọi là đối xứng nếu b v  ( hay nói một cách tương đương k r ). 

  

Kết quả 4: Nếu một BIBD là đối xứng với tham số  , , , ,v v k k λ  trong đó v  là một số chẵn thì k λ  là một 

số chính phương     

Chứng minh :  Từ chứng minh của kết quả 3) ta có :    

                                               
2 1

det det 1
vTA A A k λ k λ v


        

Do r k   nên hệ thức    1 1r k λ v    ( xem kết quả 1) trở thành    1 1k k λ v   nên                          

                                                               
2 1 2det

v
A k λ k


   

Do 1v  lẻ nên k λ  phải là một số chính phương. 

 

Cho X  là một v  - tập với 3v  . Một bộ ba Steiner bậc v  là một họ các 3- tập con của tập X   

( gọi là các bộ ba) sao cho hai phần tử bất kì của X  được chứa trong chính xác một bộ ba. 



Kết quả 5: Điều kiện cần để tồn tại một bộ ba Steiner có bậc v  là 1v   hoặc 3 (mod 6 )  

Chứng minh : Theo cách ta định nghĩa thì một bộ ba Steiner là một BIBD với 3k   và 1λ  .  

Sử dụng hệ thức    1 1r k λ v    ta suy ra được 
1

2

v
r


  . 

Sử dụng hệ thức bk vr  kết hợp với kết quả vừa tính được ta suy ra 
 1

6

v v
b


 . 

Từ đây ta suy ra 1v   hoặc 3 (mod 6 )  ( bởi vì b  luôn là một số nguyên ).  

 

Một mặt phẳng xạ ảnh Δ  là một BIBD  đối xứng với tham số  , , , ,v v k k λ  trong đó 4v   và 1λ  . Ta sẽ 

gọi các vật là các điểm còn các khối là các đường. Từ kết quả 1) ta có thể tính ra được rằng 2 1v k k     

( xem bài viết “Các bài toán về tập hợp” )    

     Số 1n k   được gọi là bậc của Δ . Do đó, đối với một mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn bậc n  ta sẽ có 

                                                             2 1b v n n    , 1r k n     

Lưu ý là ta sẽ nói các điểm là thẳng hàng với nhau nếu như chúng cùng được chứa trong một đường thẳng. 

 

 Kết quả 6 : Một hệ tập  Δ ,V E  trong đó E  là một họ các tập con của tập V  là một không gian xạ ảnh 

hữu hạn nếu và chỉ nếu nó thỏa mãn các điều kiện sau : 

   (1) Mọi cặp điểm đều nằm trên chính xác một đường thẳng 

   (2) Mọi cặp đường thẳng phân biệt giao nhau tại chính xác một điểm 

   (3) Tồn tại một bộ 4 điểm của V  sao cho không có 3 điểm nào trong chúng thẳng hàng. 

 Chứng minh : Đầu tiên ta giả sử Δ  là một mặt phẳng hữu hạn. Chú ý rằng điều kiện 4v   kéo theo rằng 

bậc n  của Δ  tối thiểu bằng 2 và kích thước k của mỗi khối tối thiểu bằng 3. Điều kiện (1) được thỏa mãn, 

bởi vì 1λ  . Ta chứng minh hai đường thẳng bất kì thuộc Δ  luôn cắt nhau. Gỉa sử tồn tại hai đường thẳng 

1L  và 2L  sao cho 1 2L L  . Nếu  1 1 2, ,..., kL x x x  thì theo giả thiết ix  nằm trên chính xác k  đường 

thẳng 2

1, ,...., k

i iL L L  với 1,....,i k .  

Điều kiện (1) kéo theo rằng m p

i jL L  với 1 ,i j k  , i j , và 2 ,m p k  .    

Thật vậy, nếu m p

i jL L  thì cặp  ,i jx x được chứa trong hai đường thẳng 1L  và m

iL , điều này mâu thuẫn với 

điều kiện (1). 

Theo lập luận của chúng ta thì số các đường thẳng của Δ  tối thiểu sẽ là   21 2 1v k k k k      , mâu 

thuẫn.          

     Bởi vì hai đường thẳng bất kì 1L  và 2L  luôn có giao với nhau, nên từ điều kiện (1) ta suy ra 1 2 1L L   

và do đó điều kiện (2) được thỏa mãn. Do 3r k  , ta có thể chọn một điểm 0x  và hai đường thẳng 1L  và 

2L  chứa nó. Bây giờ ta chọn ra hai điểm 1x  và 3x  trên 1L  khác với điểm 0x , và chọn ra hai điểm 2x  và 4x  

trên 2L  khác với 0x . Theo điều kiện 1) nên ta có thể dễ dàng thử lại được rằng bộ 4 điểm  1 2 3 4, , ,x x x x  thỏa 

mãn điều kiện (3).           

Ngược lại, giả sử Δ  thỏa mãn các điều kiện 1), 2) và 3). Đầu tiên ta sẽ chỉ ra rằng hai đường thẳng bất kì 

chứa cùng một số lượng các điểm; để thực hiện điều này ta sẽ chọn ra hai đường thẳng và tiến hành xây 

dựng một song ánh giữa chúng. 

  Cho trước hai đường thẳng L  và L , tồn tại một điểm 0x L L  . Sự tồn tại này được suy ra từ việc tồn 

tại bộ  1 2 3 4, , ,x x x x  thỏa mãn điều kiện (3) như sau :  

Đặt  L L y  . Nếu  1 2 3 4, , ,x x x x L L    thì ta có thể chọn điểm  0 1 2 3 4, , ,x x x x x . Nếu 

 1 2 3 4, , ,x x x x L L  thì từ điều kiện (3) kéo theo  1 2 3 4, , ,y x x x x . Không mất tính tổng quát ta có thể giả 

sử rằng 1 2, \x x L L  và 3 4, \x x L L . Gọi 1L  là đường thẳng đi qua 1x  và 3x  , 2L  là đường thẳng đi qua 

2x  và 4x  tồn tại theo điều kiện (1). Đặt  0 1 2x L L  . Theo điều kiện (2) ta suy ra 0x L L  .  

   Bây giờ ta tiến hành xây dựng  ánh xạ :γ L L như sau:  

Nếu x L , ta gọi xL  là đường thẳng đi qua x  và 0x  ( tồn tại duy nhất theo điều kiện 2) và ta đặt  γ x  là 

giao điểm của xL  và L  ( tồn tại duy nhất theo điều kiện 1). Theo điều kiện (2) ta suy ra γ  là một đơn ánh, 



bởi vì chỉ có duy nhất một đường thẳng đi qua 
0x  và  γ x . Do đó L L . Dấu bằng xảy ra do tính chất đối 

xứng của bài toán.                   

 Do đó , mỗi đường thẳng chứa chính xác 2k   điểm. Bây giờ ta giả sử rằng 2k  . Ta suy ngay ra điều vô 

lí, bởi 
1 3 1,x x L  ; 

2 4 2,x x L  và  1 2 0L L x  , và điều kiện (3) suy ra  0 1 2 3 4, , ,x x x x x . Điều đó suy ra 

rằng 3k   và số các điểm 4v  . Do 
2 4 1,x x L  nên ta có thể thấy rằng 2k v   hay 1k v  .  Suy ra Δ  là 

một  , ,1v k - cấu hình. Sử dụng kết quả 3) ta suy ra Δ  là một mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn.       
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