BIBD
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Mot BIBD ( viét tit cua cum tir balanced incomplete block design) 1a mot tap B gom v vat két hop voi mot
ho F gdm b tap con cua B ( ma ta goi la cac khai ) thoa man :

(1) Mai khdi chira chinh xéac k vat ;

(2) M&i vat nam trong chinh xéc r khéi ;

(3) Mdi cap cac vat phan biét dugc chtra trong chinh xac 4 khoi.
Ta goi b (b,v,r,k, 1) la tham s6 BIBD tuong tng

Két qua 1: Néu mot BIBD ¢ tham s (b,v,r,k,4) thi bk =vr va r(k—1)=A(v-1)

Chiéng minh: ‘ L ’ )
bang thuc thir nhat suy ra bang phuong phap dém bang hai cach s6 cac cap vat — khoi sao cho vat duoc chira
trong khoi. (Bai vi, moi mot trong b khoi chia k vat, va moi mot trong v nam trong chinh x&c r khoi). St
dung phuong phap 1ap luan tuong tu ta cling chirng minh duoc tinh dang dan cua hé thac tha hai, ¢ day ta
thuc hién dém s cac cap vat — khdi sao cho khdi lubn chia vat ¢6 dinh a, :

Vit ¢6 dinh a, xuat hién trong chinh xac r khéi va d6i véi mdi khdi nhu vat ta ¢ k —1 cac dé chon vat
tuong (rng. Mt khac, vat a, tao thanh cip véi mdi mot trong v—1 vat con lai, va mdi cip duge chira chinh
xac trong A khoi. (xem lai bai viét “Design”)

Giasir X la mot tap voi v phan tir, va X, X,,..., X, 1amot ho gém v thanh vién cta tap X . Ta s& goi ho
nay la (v,k,1)- cu hinh néu nhu n6 théa min cac didu kién sau :

D) |X|=k voi i=12,.., v;

@) |X; " Xj| =4 voi mdi i

(3) O<i<k<v-1
Xét A=(a )K”SV la ma tran lién thuoc ciaa (v,k, £)- cau hinh, didu d6 c6 nghia la a; =1 néu phantir i cua

tap X namtrong tap X ;»va &; =0 trong truong hop con lai.

Két qua 2: A 1a mot ma tran lién thuoc cua mot (v, k, 4)- cau hinh khi va chi khi A"TA=(k—21)7+AJ,
trong d6 | 12 ma tran don vi cip v con J 1a ma tran vudng cap v Véi tat ca cac phan tir déu bang 1.

k 2 .. 4
. : ) . A koA N VU RTTI
Chirng minh : Ma tran (k —i)] +AJ ¢6 dang , trong d6 phan tir trén duong chéo chinh déu
iAok

bang k con tat ca cac phan tir con lai déu bang 4. Néu A [a ma tran lién thudc cua mot (v,k, 4)- cau hinh,
didu d6 co nghia 1a mdi cot cua ma tran chira k phan tir bang 1 va v—k vi tri con lai déu bang 0.

bit B= ATA. Khi d6 phan tu b; cua matran B s€ la tich vo huéng cua cot thir i va j cia matran A.
Do d6 b, =k, bang s6 cac s6 1 trong cot thir i cia matran A. Néu i = j thicottha i va j cua matran A
co mot s 1 & hang thir t khi va chi khi phan tir t cua matran X nam trong ca hai tap X; va X . Do d6 céc
phén tir b, khong nam trén duong chéo chinh bing ‘Xi N Xj‘ =].

Ngugc lai néu matran 0-1 A cép v thoa man hé thac A"A=(k—1)7+AJ trong 6 0< A<k <v-1.
bit X, :{j 'y =1} v6i mdi 1< j<v. Tadé dang kiém tra lai rang day la mot (v,k,2)- cau hinhva A 1a
ma tran lién thuoc caa cau hinh nay.

Két qua 3: M&i (v,k, 4)- cau hinh Ia mot BIBD véi tham so (v,v,k,k, 1)

Chwng minh :
Dé thuc hién phép ching minh (v, k, 1)- cau hinh 1a mot BIBD véi tham sé (v, v, k,k, 2) ta can chi ra ring
mdi phan tir dugc chira trong chinh xac k khéi va mdi cap vat phan biét duoc chia trong chinh xac 4 khoi.




Céc yBu cau ta vira din ra néu trén twong duong voi viéc chi ra ring ma tran A thoa man hé thic :

AA" =(K—=2)1+1J (1)
Viéc ching minh khang dinh nay tuong ty nhu phép chirng minh hé thire dic trung ciia mot (v, k, 1)- cau
hinh, bi vi néu ta dat C = AA, phan ti c; 1a tich vo huéng cua hang thr i va j. Do dé c; =k néu s cac
s6 1 ¢ hang thtr i cia matran A bang k , nén mdi vat duoc chira trong chinh xac k khéi. Néu i = j thi hang
tha i va j c6s6 1 ¢ cot ther t néu va chi néu cac phanta i va j cung nam trong khdi t. Piéu d6 co nghia
la sb cac khoi chira cap {i, j} bang .

k A A
X +ia < LA ) T Aok A A - X , - A A gr
bau tién, tir két qua 2) tasuy ra: ATA=(k—2)1+AJ = . Ap dung kién thtrc dai so6 tuyen tinh
A A Lk

ta c6 thé dé& dang chi ra dugc rang det(AT A) =(k —/I)H(v/l—/uk) = (k—/”{)vfl [k+/1(v—1)] >0, do d6 ma
tran A la khong suy bién, boi vi det(ATA)=(det A)".
Bai vi mdi cot ciia ma tran A chira chinh xac k s6 1 va v—k s6 0 nén ta c6 thé dé dang chi ra duoc rang
JA=kJ
= (JA)AT =(KJ)A™
= JAALAAT =KIA T AAT
=J=kJA"
= JAt=k™J 2)
Tirhé thirc (2) tasuyra: AT =(ATA) A" =((kK=2)I+AJ )4t =(k—A) A+ MJA ™ = (k—2) A+ 3k T
Do d6: A'J =(ATA)AN) =(k=2) A" + ik I = (k=) A7 + 2k Tau y: 3% =V .
Mt khéc ta lai c6 A™J =(JA) =(kJ) =kJ.
Ap dung dang thtc khai trién cho A'J | ta thu duoc : kI =(k—1) 47T + 2k v
k— Aty

= A")=mJ, trong d6 m=
k-2

=J=mAJ
Nhung vJ =J?=J(mAJ)=m(JA)J =mkJ? =mkvJ , ddn dén v=mkv =>mk =1.
Suyra: k—A=k*-Av=k’—k=2(v-1)

Pong thoi A =mJ =k J =J =k "A] =AJ =kJ
Sau cung ta co
AN = A(ATA)A = A((K=A) 1+ AT ) A = (k=) T+ A(AT)A™ = (k=2) 1+ 1] (A4 )= (k=A)1 + 1]

Mot BIBD duoc goi 1a ddi xang néu b=v ( hay ndi mot cach twong duwong k =r).

Két qua 4: Néu mot BIBD la ddi xtng véi tham sé (v,v,k,k, 1) trong d6 v 1a mot sb chan thi k—2 1a mot
s6 chinh phuong

Chirng minh : Tir chirng minh cua két qua 3) ta co :
det(ATA)=(det A)’ =(k—2)" [k+2(v-1)]
Do r=k nénhéthac r(k—1)=A(v-1) (xem két qua 1) trs thanh k(k —1) = 4(v—1)nén
(det A) =(k—2)"" &2
Do v—1 Ié nén k —/ phai la mot s6 chinh phuong.

Cho X la mot v - tap vai v>3. Mot bg ba Steiner bac v 1a mét ho cac 3- tap con cua tap X
('goi la cac bg ba) sao cho hai phan tir bat ki cia X dwoc chira trong chinh xac mét bo ba.




Két qua 5: Diéu kién cn dé tdn tai mot bo ba Steiner c6 bac v 13 v=1 hoic 3 (mod 6)

Chikng minh : Theo cach ta dinh nghia thi mét bo ba Steiner 1a mot BIBD vai k=3 va 41 =1.

St dung hé thuc r(k—1)=A(v—1) ta suy ra dwoc r =%L :

Str dung hé thirc bk =vr két hop véi két qua vira tinh duoc tasuy ra b=

v(v-1)
r 6 .
Tur day ta suy ra v=1 hoac 3 (mod 6) (baivi b ludn la mot s6 nguyén ).

Mot mat phang xa anh A la mot BIBD doi xtng véi tham so (v,v,k,k, 1) trong d6 v>4 va A=1. Tasé

goi cac vat la cac diém con cac khdi 1a cac dwong. Tir két qua 1) ta c6 thé tinh ra duoc rang v=k? —k +1
( xem bai viét “Céc bai toan vé tap hop”)
S6 n=k—1 duoc goi 1a bac cua A . Do @6, dbi voi mot mit phang xa anh hitu han bac n ta sé co
b=v=n®+n+1, r=k=n+1
Luu ¥ 14 ta s& néi cac diém Ia thang hang véi nhau néu nhu chung ciing dugc chtra trong mot duong thang.

Két qua 6 : Mot hé tap A=(V,E) trong d6 E 1a mot ho céc tap con cuatap V [a mot khong gian xa anh
hitu han néu va chi néu nc} thoa mén céc dieu kign sau:

(1) Moi cap diém déu nam trén chinh xa4c mdt duong thang

(2) Moi cap duong thang phan biét giao nhau tai chinh xac mot diém

(3) Ton tai mot bo 4 diém cua V' sao cho khong co 3 diém nao trong Chung thang hang.

Chirng minh : Dauqtlen‘ tagiase A la mot mat phar}g htru han. Chi y rang d1ey kién v >4 kéo theo rang
bac n cua A t6i thi€u bang 2 va kich thudc k cia moi khoi toi thiéu bang 3. Bieu kién (1) dugc thoa man,
boi vi 4 =1. Ta chitng minh hai duong thang bat ki thuoc A ludn cat nhau. Gia sir ton tai hai duong thang
L, va L, saocho L L, =@. Néu L, ={x,X,,... X} thitheo gid thiét x, ndm trén chinh xéc k duong
thang L, L>,...., L* véi i=1,..., k.
Diéu kién (1) kéo theo rang L' = L? véi 1<i, j<k, i=j,va2<m,p<k.
That vay, néu L' = L® thicap { - J}duoc chtra trong hai duong thang L, va L, diéu nay mau thuin vi
diéu kién (1).
Theo Iap luan cua chling ta thi s cac duong thang cia A téi thieu s& 1a vk (k—1)+2 >k’ —k+1, mau
thuan.

Bdi vi hai duong thang bat ki L, va L, lubn c6 giao véi nhau, nén tir diéu kién (1) tasuy ra |L, N L,| =1
va do d6 diéu kién (2) dugc théa man. Do r =k >3, ta ¢ thé chon mot diém x, va hai duong thang L, va
L, chtra n6. Bay gio ta chon ra hai diém x, va x, trén L, khéac véi diém x,, va chon ra hai diém x, va x,
trén L, khac v6i x,. Theo diéu kién 1) nén ta cd thé dé dang thir lai dwoc rang bo 4 diém {x,,X,,X,, X, } thoa

man diéu kién (3).
Nguoc lai, gia sit A thoa man cac diéu kién 1), 2) va 3). Dau tién ta s& chi ra rang hai duong thang bat ki
chira ciing mot s6 lugng cac diém; dé thuc hién diéu ndy ta s& chon ra hai dudng thang va tién hanh xay
dung mot song anh gitra chung.

Cho trudc hai dudng thang L va L', ton tai mot diém x, & L UL’ . Sy ton tai nay dugc suy ra tir viéc ton

tai bo {Xi, Xy, Xs. X4} théa mén diéu kién (3) nhu sau :
Dat LAL ={y}. Néu {x,%,,%,X,} ¢L UL’ thitacd thé chon di€m X, € {X,,X,,%;,X, } . Néu
{X, %, X3, %, } = LU L' thi tir diéu Kién (3) kéo theo y & {x,,X,, X, X, } . Khdng mat tinh tong quat ta co thé gia
sirrang x,X, € L\L' va x,,x, € L’\L. Goi L, la duong thang di qua X, va X, , L, 1a dudng thang di qua
X, VA X, ton tai theo diéu kién (1). Pat {x,} =L, NL,. Theo diéu kién (2) tasuy ra x, ¢ LUL'.
Bay gio ta tién hanh xay dung anh xay: L — L' nhu sau:
Néu xe L, tagoi L, 1a duong thang di qua x va x, ( ton tai duy nhat theo diéu kién 2) va ta dat y(x) la
giao diémcua L, va L' ( ton tai duy nhat theo diéu Kién 1). Theo diéu kién (2) ta suy ra y 1a mot don anh,



bi vi chi c6 duy nhat mot duong thing di qua x, va y(x). Do d6 |L|<|L'|. Dau bang xay ra do tinh chat doi
Xung cua bai toan. _’ ‘ ‘

Do d6 , mdi dudng thang chira chinh xac k > 2 diém. Bay gio ta gia sir rang k = 2. Ta suy ngay ra diéu vo
I, boi X, % €Ly ; %,%, €L, va LinL, ={x}, va didu kién (3) suy ra X, & {X,,%,, X, X, } . Diéu d6 suy ra
rang k >3 va sé cac diém v>4. Do Xx,,X, & L, néntaco thé thiy rang k <v—2 hay k <v—1. Suyra A Ia
mot (v,k,1)- cau hinh. St dung két qua 3) tasuy ra A la mot mat phang xa anh hitu han.
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