Ching minh dinh ly Sperner bang cong cu dai so tuyén tinh
Truong Phudc Nhan, Can tho, 22/08/2017

Trong bai viét “ Pinh Iy Dilworth va &ng dung” ta d dé cap dén khai niém poset, trong bai viét nay ta s&
sir dung moé hinh dai s6 Boole va mot vai kién thirc vé dai s6 tuyén tinh dé chirng minh lai dinh ly Sperncer
von la mot két qua ndi tiéng trong Iy thuyét ti wu tap hop ( xem lai bai viét “ Dinh li Sperncer” va “ Pinh
ly Hall — Konig” )

Pau tién , ta can biét vé khai niém vé dai s6 Boole. Cho truéc mot n—phan tir S, ho tat ca cac tap con cua
S duoc goi la dai s6 Boole ¢6 hang n va duoc ki higu 1a B, néu S={12,..,n} thitakihiéu la B, . Taxét

quan hé < theo nghia bao ham trén dai s6 Boole B_, co nghia la x <y néuvachinéu xc y trong d6
X,yeB,.

Tiép theo, ta bod sung thém maot s khai niém vé poset lién quan dén cac phan tich ma ta sé lam trong bai viét
nay. Mot xich hiru han c6 chiéu dai la n néu né c6 n+1 phan tir, n6i cach khéc la khi xich nay cé dang

X, <X <...< X, . Mot poset duoc goi la xép hang n néu nhu moi Xich cuc dai déu c6 do dai n. Hién nhién,
dai s6 Boole B, 1a xép hang n. Phan tir x e P dugc goi la cé hang j, ki hiéu la p(x)=j, néu mot xich bét
ki xuét phét tir x, nghia la v6i moi xich ¢6 dang x = x, <X, <..<X, c6 do daitbidala j.

Néu ta dit P, ={xeP:p(x)=}, goilacdpthi j cua P, thi ta thu duoc hop phan biét sau

P=P,UR U...UP,. D& dang ching minh dwoc rang : moi xich cuc dai cia poset P déu c6

dang x, <X, <..<X, trong d6 p(x;)=.Kihi¢u p, =|P| las6 cac phan tir cia tap P

( Truong hop riéng, khi P =B, thi p(x)=|x| (s6 phan ti cuatap x) va p, =‘{Xe P:|x|= J}‘:(Tj )

Gia sir poset P hang n c6 p; phan tir c6 hang i. Xét hamsinh F(P,q) qu => g’

xeP
( Truong hop riéng, ta d€ dang chimg minh duoc F(B,,q)=(1+q)" )
Mot poset P hang n duoc goi la déi xitng hang néu p, = p,_, v6i moi 0<i <n;unimoda hangl néu

Po <P <<P; 2Py =Py, =2 P, V6i mot 0< j<n.Néumot poset ddi xing va unimodal thi ta c6
Po<P <SP 2ZPny= P22 P, NEUN=2M; Py <P <..<Pp=Pp,y =2 P, NEU N=2mM+1.

n)(n n . Ny ek X
( Truong hop riéng, day [Oj(lj(nj 1a d6i xirng va unimodal nén F(B,,q)=(1+q) Ia doi xing va

unimodal ) o ,
Tir cach ta dinh nghia ta nhan thay rang P; la mét doi xich trong poset P .
Mot poset P duoc goi la poset Sperner hoic c6 tinh chdt Sperner néu khong c6 dbi xich nao c6 kich thudc
I6n hon kich thudc cua cap P, 16n nhat, hay ndi cach khac
max{|A: A 1a déi xich cia P }=max{|P|:0<i<n}

Nhan thay rang khang dinh cia dinh 1y Sperncer twong duong véi viéc dai sé Boole B, la poset Sperncer.

Bay gio ta s& xac dinh mot diéu kién to hop don gian dé mot poset P 1a Sperner. Ta goi mot ghép cap
thir tir tir P vao P, 1A mot don anh 41 P — P, théamin x < u(x) véi moi x € P. Hién nhién néu ton tai
mot ghép cap thi tu thi p, < p,.,, boi vi u 12 mot don anh. Luu y rang diéu nguoc lai cua khang dinh trén la
sai, c6 nghia la néu p, < p,,, thi khong dam bao ton tai mot ghép cap tha ty tir P vao P,

( xay dung phan vi du ). Tuong ty ta ciing dinh nghia mot ghép cap thur tu tir P, vao P_, thoa man p(x)<x
voi moi XeP.

Kétqua 1: Cho P la mot poset c6 hang n. Gid sir ton tai mot chiso j (0< j<n) vacac ghép cap tht tu

sao choR, >B, ->P, —>.. > P, « P, <P, «<..«P thi P launimodal va Sperner.

Chitng minh : Do mat ghép cap thir tu 1a mot don anh nén hién nhién Po<P <SP 2P, =2 P,

Do do6 P la unimodal. ‘ ‘
Ta ching minh P la Sperncer bang phuong phap do thi :




Xay dung mot db thi G trén tap cac phan tir ciia poset P sao cho hai dinh x,y duoc ndi bai mot canh néu
c6 mot ghép cap thir ty u trong sé cac ghép cap néu trong gia thiét sao cho u(x)=y.Khido, G la hop cua
mot sé duong di phan biét, bao gom ca cac dinh don. Cac dinh cuing nam trén mot duong di tao thanh mot
xich trong P . Do d6 ta c6 mot cach phén hoach P thanh cac xich phan biét.
Do P la unimodal hang va c6 cap téi da P, nén mot xich bat ki luon di qua P;. Do vay so cac xich trong
phan hoach nay chinh xac bing p .
Mot d6i xich A bat ki ¢ giao vai mdi xich téi da mot phan tir, nén luc lwong caa dbi xich A khéng vuot
qué so cac xich, [A/< p,.Dodé P la Sperner .

Bay gio ta s& bo sung thém cac yéu td dai sb tuyén tinh vao trong Iy luan.Véi mot tap hitu han S < P, dat
RS la khéng gian vector thuc bao gom tat ca cac té hop tuyen tinh hinh thirc ( vai hé s6 thuc ) cua cac phan
tircua S. Khi d6 hién nhién la S la mét co sé cia RRS.

Két qua 2: Néu cd mot toan tir tuyén tinh U : RP — RP,, théa :

a) U 1a don anh .

b) V&i moi x e P,U (X) 1atd hop tuyén tinh cac phantr y e P,, théaman x<y.

(ta goi U latoan tir nang

Khi d6 c6 mot ghép cap thtrtw : P > P,
Twong tu, gid st ton tai mot todn tir tuyén tinh U : RP — RP_, thoa :

a) U latoan anh.

b) U Ilatoan tir nang

Khi d6 c6 mot ghép cap thi tu u: P — P

i+1
Chitng minh : Gia st U : RR — RP_, la mét toan tir nang va don anh . Goi [U] la ma tran cua toan tir U

cua RP

i+1

theo cos¢ P cua RP, vacosé P, Do d6 cac hang cua [U] dugc dénh sb bai cac phan tir

Yy Yy, CUA P, , €ON CAC cOt duge dénh sb boi cac phan tir X,,...., X, cia P,

Do toantir U 1a don énh, hang ciia ma tran [U] bang p; (o cac cot ). Theo Iy thuyét dai sb tuyen tinh,
hang cua cac hang bang véi hang ciia cac cot, ma tran [U ] phai co p; hang doc lap tuyén tinh. Khong mat
tinh tong quat ta c6 thé gia s p, hang dau tién cua [U] doc lap tuyén tinh.

Goi A= (aij) la ma tran con cip p, x p, ctia ma tran vudng [U] tuong Gng véi p, hang dau tién cia ma tran

[U]. Do cc hang cua A 1a doc 1ap tuyén tinh nén det(A)=> 8, a8, # 0, trong do tong dugc

lay trén tat ca cac hoan vi z cua 1,..., p,.
Do do ton tai mot s6 hang +a,,a,,,).-a, ., trong tong trén khac khong.
Luu yrang U la mot toan tir nang nén vy, > X.(6) voi 1<k < p.. Do d6 anh xa p: B — P,, xac dinh boi

i+l
w(x)= Yen) la mot ghép cap thi tu.

Bay gio ta s& sir dung cac két qua thu nhan duoc & trén dé chimg minh rang dai sé Boole B, la Sperner.
Vé6i 0<i<n, tadinh nghia 4nh xa tuyén tinh U, : R(B, ), = R(B,),,, va chitng minh &nh xa nay thoa céc
tinh chat néu trong ménh dé nhu sau: véi x(B,). tadat U,(x)= > y .Do (B,), 1a mot co s& cua

ye( B“ )i+1
y>X

R(B,), nén h¢ thirc trén xac dinh cho ta duy nhat mot anh xa tuyén tinh U, : R(B, ). > R(B,). ,. Str dung

dinh nghia thi U; la mgt toan tir nang; ta can chirng minh U, la mét don éanh véi i < > va la toan anh véi

N s o . . s e :
|2E. Ta xét toan tu doi ngau D, :R(B, )., > R(B,), cuatoant U; (tagoi D, latoan tirha ), xac dinh

boi D, (y)= D x véimoi ye(B,). .
xe(B, ),
X<y

i-1




Goi [U,] 1a matran cia U, dbi véi cac cosé (B, ). va (B,). | ; twong ty [D,] 1a ma trén cia D; ddi véi céc
cosd (B,). va (B,).,. Chiakhoa cho chiing minh cia ching ta nam & viéc [D,,]=[U, |', hay néi cach
khac ma tran [D,,, ] 1a ma tran chuyén vi ciia ma tran [U,]. Goi |, :R(B,). —R(B, ). la toan tir dong nhét
trén R(B, )., co nghia la I;(u)=u véi moi ueR(B,)..

Két qua 3: Voi 0<i<n thi D,U,-U,_,D, =(n-2i)l,

Ta luu y mét diéu quan trong lA U, =0 va D, =0.
Chitng minh : Vi x (B, ).. Ta can chi ra rang néu ta 4p dung toan tir néu trong vé tréi vao x thi ta s& thu

duoc (n—2i)x.

Thatvay, D, ,U;(x)=D,,| Dy |=D Dz

|y|=i+1 |y[=i+1|z|=i
Xcy Xxcy zcy
Néu x,ze(B, ), théa [x nz|<i—1 thi khdng tontai y(B,), sao cho xcy va z<y. Do d6 hé sb cua z

=i—1thico
mot y thoa, y=xuwz. Saucing, néu x=z thi y taco thé chon Ia mot phan tir bat ki thuéc (B, )., ¢6
chira x, c6 n—i phanta y nhu vay tat ca.
Diéu d6 suy rarang D, U, (x)=(n-i)x+ > z

i

trong D, ,U; (x)khi ta khai trién n6 thanh céc s6 hang ciia co s (B,), 1a bang 0. Néu |[xz

xnzj=i-1

Béng tinh toan tuong ty ta cling thu duoc : U, D (x)=ix+ > z.
it

Do d6: (D, U; -U_,D,)x=(n-2i)x

1+

X Y , , R L - n .,. S L2 L - n
Keétqua 4: Toanta U, la1-1néu i< 2 va la toan anh neu i > >

Chirng minh : Nhéc lai ring [D,]=[U,,] . Theo Iy thuyét dai s tuyén tinh ta nhan ra ring ma tran AA"
ntra xac dinh dwong va do d6 co cac gia tri riéng khéng am.
Sir dung két qua 3) tasuy ra D, U, =U,,D; +(n—2i)],

U, 6 thé thu duoc tir cac gia tri riéng cua U, ,D, bang cach cong thém
U, 12 16n hon 0

i+1

that sy. do d6 D, U, 1a kha nghich ( béi vi khéng c6 gia tri riéng nao bang 0). Nhung diéu nay c6 nghia la

U, 1a mot don 4nh.

Do d6 cac gia tririéng cua D
n—2i. Trong khi ta da gia thiét rang n—2i >0, diéu d6 suy ra rang cac gia tri riéng cia D

N , o x )
Trong trueong hop i > 5 thi bang cach str dung lap luan do6i ngau ta co :

i i+l i+2>7i+1 i+1

UD,, =D, U, +(2i+2-n)1

Ta thu duoc U,D. , la kha nghich nén U. la mét toan anh.

Ching minh cua dinh ly Sperner thu duoc tir viéc két hop cac két qua 1), 2), 4).
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