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1. Phét biéu cia bai toan Sylvester - Gallai
Nim 1893, nha toan hoc ngudi Anh James Joseph Sylvester (1814-1897) da phat biéu bai toan sau ddy
ma méi sau gan 40 nim sau méi tim duoc 1di giai 1an dau tién boi nha toan hoc Tibor Gallai.

Bai toan 1. (Sylvester — Gallai) Cho 7 la tap gdm hitu han nhing diém trén mat phang sao cho tat ca
nhitng diém nay khong clng nam trén mot duong thang. 7 ) 7
Chirng minh rang ton tai mot duong thang di qua dung hai diém trong s6 nhirng diém da cho.

Ciing can phai ndi thém rang ngoai 1oi giai cua Tibor Gallai ta ciing con mét sb 10i giai cua mot sb tac gia
khac nhu Erdés, Helly, Motzkin,...; trong d6 10i giai cuia Helly 1a doc dao nhét. Sau day ta sé trinh bay lai
cach ching minh cua Helly.

Lai giai. (Helly) Ky hiéu £ 1a tap hop tat ca nhitng duong thang di qua it nhat hai diém thuoc P . Ta xem
xét nhitng khoang cach tir tat ca cac diém cia P dén tat ca nhirng duong thang cua £ va ky hiéu khoang
cach nho nhat trong tat ca nhitng khoang cach nay 1a d .

Giast PeP valel lacap diém-duong t‘héng sao cho cd khoang c4ch nho nhat d . Léy P’ la chan
duong vudng goc tu P den |. Vi | € £, nén ton tai it nhat hai diem P, P, thugc P clng nam trén |. Mot
trong nhitng diém nay phai khac P’, ta tam gia s do 1a P,.

Dau tién ta s& chimg minh rang P’ ¢ P. That vay, gia st nguoc lai raing P’ € P, duong thang PP, di qua
hai diém P va P, thuoc P nén duong thang PP, thuoc £ . Ky hiéu chan dudng vudng goc tir P’ dén PP, 1a
P” va khoang cach P'P” tir P’ dén PP, la d’.

Do tam giac PP'P" vudng tai E” néntaco d'=P'P"<PP'=d. ’ q ’ q

Nhu vay, khoang cach tir P’ dén PP, nho hon khoang cach nho nhat tir diem P’ e P dén duong thang
PR, thuoc £, diéu nay mau thun véi tinh cuc tiéu caa cap (P,1).

Tiép theo, ta s& chitng minh rang trén duong thang | khdng thé chira ba diém phén bigt cua tap P

That vay,qgié St nguoc lai Fhi khi do | chira [t nhat hai di€ém caa P nam veé cung mot phia caa P’. Gia st
P, 1a mot diém cta P nam ve cung mot phia doi véi P’ nhu P,.

Khong mat tinh tong quat ta c6 thé gia sir rang P, nam gita P’ va P,. Ky hiéu khoang cach tir P, dén
duong thang PP, bang d”.
Do sinBP,P= a9 _d va P,R <P,P'<PP, néntasuyra d” <d, diéu nady mau thuan véi tinh nho
PZP]. PPZ
nhét cua khoang cach d . ﬂ ‘ o q
Do d6, duong thang | chira ding hai diém cua P va dong thoi moi dieém nam ¢ mot bén cua diem P’.

2. Céc dang téng quat hoa cia bai toan Sylvester — Gallai q q
Ket qua sau la dang tong quat cua bai toan Sylvester — Gallai cho cac dieém va cac mat phang trong khong
gian ba chiéu dugc d¢ xuat baoi Motzkin.




Bai toan 2. Cho P la tap hiru han gom nhitng diém trong khong gian sao cho tét ca cac diém nay khong
cling nam trén mot mat phang.

a) Chirng minh rang ton tai mot mat phang trong khong gian sao cho nhing diém thuéc P nam trén mat
phing d6 déu nam trén khong qué hai duong thang. _

b) Chirng minh rang trong trudng hop téng quéat khdng ton tai mot mat phing trong khong gian chira dung
ba diém khong thang hang thuoc P .

Loi giai.

a) Do nhiing diém thugc P khdng nam trén mot mat phang, nén P phai chta it nhat bon diém
P,P,,P,,P, khong cling nam trén mot mat phang. Noi riéng, moi bo ba diém trong s6 bon diém P, P, R, P,
khéng cling nam trén mot duong thang.

Goi 7 la mat phang di qua ba diém P, P,,B. Véi moi diém P P, khac P,, ky hiéu P’ 1a giao diém cia
duong thang P,P véi mat phang . Goi P’ 1a tap hop tat ca nhitng diém diém P’. Tap hop P’ khac rdng,
Vi n6 chita cac diém P'=PR, P, =P,,P/ = P,. Hon nita, do P, P,, P, khdng nam trén mot duong thang, nén tat
ca nhing diém thugc P’ khong nam trén cling mot duong thang. »

Ap dungq ket qua cua bai toan SyIv;ester-GaIIai ta suy ra rang ton tai mot duc‘rng»théng I” trén = di qua
dung hai diém, ta tam gia st la hai diém B’ va P/ thuoc P’. Do do, trong mat phang di qua P,,B, P/, tat ca
nhitng diém thuéc P & trén mat phang (P4Pin’) phai nam hoic trén duong thang P,P’ hoic trén duong
thang P,P/.

b)

Hinh v& trén bao gém hinh chép dinh S va ddy AB,C,. Pay AB,C, nam trong mat phang z,. Mat phang
7, giao véi cac canh SA, SB,, SC, va mat phang , theo tht tu tai cac diém A,,B,,C, va duong thang |
tuong ung. Cac duong thang A,B, va AB, giao nhau tai diém P, cac duong thang B,C, va B,C, giao nhau
tai diém Q, cac duong thang C,A, va C,A giao nhau tai diém R. Cac diém P,Q,R cling nam trén duong
thang 1. D& dang kiém tra dugc ring tap hop P={S,A,B,,C, A, B,,C,,P,Q,R} cd thoa man diéu kién tt

ca cac diém nay déu khong ciing nam trén mot mat phang nhung khong ton tai mot mat phang trong khong
gian chi chira dung ba diém khéng thang hang thuoc P .

Dang tong quét thir hai ciia bai toan Sylvester-Gallai dugc dé xuat boi Erdos bing cach thay cac dudng
thang bang cac duong tron trong phét biéu cua bai toan.

Bai toan 3. Cho P 1a mot tap hitu han nhing diém trong mét phang sao cho khong ¢6 ba diém nao thang
hang va tat ca chung khong cling nam trén mot dudng tron.
Ching minh rang ton tai it nhat mot duong tron trén mat phing di qua dung ba diém caa P .




Loi giai. Dé giai quyét bai toan nay ta s& str dung dén phép nghich dao. Goi P, 1a mot diém thugc P, ¢ 1a
mot duong tron bét ki trong mat phang véi tam 1a P, va ky hiéu o Ia phép nghich dao twong wng véi duong
tron ¢. Khi do, phép bién doi o bién nhitng diém ciia P khac véi P, thanh nhirng diém mai ma chdng ta s&
tam thoi ky higu la P . Do tat ca cac diém thuoc P khdng cling nam trén mot duong tron nén tat ca céc
diém thuéc P’ khépg cung nam trén rpét duong thang. Ap dungw két qua cua bai toan Sylvester-Gallai ta tim
dugc mot duong thang | trong mat phang chira chinh xac hai diem thugc P’ mata sé tamgoila P, va Py .

Do khong c6 ba diém nao trong tap P thang hang, nén | khong di qua P, trong trudng hop nguoc lai anh
I ctia | qua phép bién doi o s& la mot duong thang di qua P,P,,P,.

Do d6, anh 1" ctia | qua phép bién doi o s& la mot duong tron di qua P, va dong thoi day ciing 1a duong
tron di qua dung ba diém thuoc P 1a P,P,,P,.

3. Panh gia so lwong cac dwong thing trong bai toan Sylvester-Gallai

Bai toan 4. Cho P la tap hop gdm n diém trong mat phang sao cho tat ca cac diém nay khong cling nam
trén mot duong thang va tap hop £ gom nhiing duong thang di qua it nhat hai diém thuoc P .
Chttng minh rang s6 lwong nhirng duong thang trong £ it nhatla n.

Lo giai. Ap dung két qua bai toan Sylvester — Gallai ta tim dugc duong thang | e £ di qua ding hai diém
thuoc P . Bo di mot trong hai diém nay, ta tam gia sir 1a diém P,, va loai bo khoi £ tat ca cac duong thang
di qua P, chtra ding mot diém thuoc P khac R, . Ky hiéu tap hop cac diém thu dugc 12 P, va tap hop cac
dudng thang 1a £,. S6 lwong | £ | nhitng duong thang trong £, nhiéu nhat 1a |£|-1, c6 nghia 1a | £ | <|£]-

Néu nhitng diém thuoc 7, nam trén mot dudng thang thi ton tai dang n—1 duong thang trong £ ndi P,
=(n-1)+1=n.

v6i nhitng diém thuoc 7. Do do,

Trong trudng hop nhitng diém thugc 7, khong nam cuing trén mot dudng thang thi theo két qua cua bai
toan Sylvester — Gallai ta tim dugc mot duong thang |, € £, chira dung hai diém thuoc 7. Bo di mot trong
hai diém nay, ta tam gia st diém d6 1a P,, va loai bo khoi £, tt ca cac duong thang di qua P, chira diing
mot diém thuoc 2, khac P,. Tatam ky hiéu tap hop cac diém con lai sau lan bo di nay 1a 7, va tap hop cac
dudng thang 1a £,. Néu nhing diém thugc £, cling nam trén mot duong thang thi |£,]=n-1 va
£z |4|+1=n.

Néu nhirng diém thuoc P, khdng cling nam trén mot duong thang thi bang cach xay dung nhu trén ta thu
duoc P, va L,. Tiép tuc qua trinh loai bo cac diém va cac duong thang tir B va £, tatiép tuc xay dung
duoc P, L,, P, L ... cho téi khi tap hop 7, chi gom cac diém nam trén cing mot duong thang (t6i da 1a
can n—2 budc lam nhu vay).

Khi do, ~(k-1).

Tu danh gia |£ | <|C]-(k-1), tasuy ra |£]>|L |+ (k-1)=n—(k-1)+(k-1)=

Erdos dua ra gia thiét rang két qua tuong ty cling dung cho truong hop nhimg duong tron di qua it nhét
ba diém thudc tap hop hiru han nhitng diém trong mat phing. Néu tat ca cac diém trir mot diém nam trén mot

s coxo (=l (n-1)(n-2) o AR
duong tron chung thi ton tai 5 +1= T e— +1 duong tron di qua ba diém hoac nhicu diem hon
trong tap diém da cho. ‘

Do d6, Erdos da phat bieu ménh de sau day:




Néu P 1atap hop gdm n diém trong mit phiang sao cho tét ca cac diém khéng ciing nim trén mot duong
tron, khong c6 ba diém nado thang hang va ky hiéu C la tap hop nhitng duong tron di qua it nhat ba diém

thuoc P thi C c6 it nhat ( , J+1 phan ti.

Segre chi ra ménh dé trén 1a sai bang cach dwa ra mét phan vi du nhu sau:

Bai toan 4. Cho K la khdi lap phuong, P’ la tap hop gém nhiing dlnh cua khéi lap phuong va C' la tap
hop gom nhitng dudng tron chta it nhat ba diém thudc P’ . Khi d6, ton tai mot phép chiéu noi bién P’

-1
thanh P va ¢’ thanh C sao cho |C|<(|P|2 ]+1.

L& giai.

Tap hop €' gom ba loai duong tron:

(1) Nhitng duong tron ngoai tiép cac mat cua K (vi du nhu duong tron di qua A,B,C,D);

(2) Nhirng duong tron di qua hai duong chéo cua K (vi du nhu duong tron di qua A,C,G,E);

(3) Nhirng duong tron di qua dtng ba dinh cua X (vi du nhu dudng tron di qua A, F,H);

C6 6 dudng tron loai (1), 6 duong tron loai (2) va 8 dudng tron loai (3). Nhu vay ¢ tong cong 20 dudng
tron trong C'.

Goi S la hinh cau ngoai tiép K va KL 1a duong kinh cua S di qua tam caa hinh vudng ABCD va
EFGH . Ky hiéu z la mat phang tiép xtc véi S tai L.

Nhimng diém thuéc P’ va nhitng duong tron thuoc €' déu nam trén S . Ta dung phép chiéu néi cua ching
trén mat phang z tirtdm K. Hinh chiéu cua P’ 1a tap hop P gém 8 diém. Ta biét rang hinh chiéu ni caa
mot duong tron trén S khdng chira tim K cuaa phép chiéu ndi 1a mot duong tron trén 7.

Do K khong nam trén bat ctr duong tron nao cia €', nén anh cua C' tao ra mot tap ¢ goém 20 dudng
trontrén z.

Nhirng dudng tron thuoc ¢ chinh 1a nhitng duong tron trén 7 ma né ¢ it nhat ba diém thugc P . Nhiing

. . Pl-1 7 Pl-1
diém thuoc P khong ciing nam trén mot dudng tron va U |2 j+1:(2J+1:22, nén |C|<(| |2 ]+1.

4. Dang téng quat hoa ciaa bai toan Sylvester — Gallai trong ly thuyét block design

Ly thuyét block design khai dau tir ly thuyét thong ké. N6 1a mot nhanh quan trong cua toan té hop hién
dai. C6 nhiéu loai block design khac nhau. Trong bai viét nay ra chi khao sat so bo trén mot I6p cac block
design dac biét thuong duoc biét dén vai tén goi khong gian tuyén tinh hiru han nhu sau:

Block design D bao gom n phan tir , thuong goi la diém, va mot ho c4c tap con bat ki nhitng diém,
thudng goi la khéi, duoc goi la mot khdng gian tuyén tinh hitu han néu nhu:

e Moi khdi chira it nhét hai diém khac nhau;

e Hai diém phan biét bt ki duoc chua trong chinh xac mot khéi.

Tap hop P va L trong bai toan Sylvester — Gallai dong vai tro 1a nhitng d1em va nhirng kho1 tuong ng
cua mot khong gian tuyén tinh hitu han, & day nhiing khéi khéc nhau khdng can chira ciing sb cac diém.

Niam 1938, Hanani dd dua ra mot dang tong quat hoa caa bai toan Sylvester-Gallai cho cac khdng gian
tuyén tinh hiru han.

Bai toan 5. (Hanani) Néu D Ia mot khdng gian tuyén tinh hitu han gdm n diém va m khédi sao cho m>1,
thi m>n.




Loi giai. Ky hiéu nhiing diém cua D 1a p,, p,,..., p, Va cac khdi la B, B,,...,B_ . Hon nita, ky hiéu s6
nhitng khdi chira p, bang r, véi i=12,.., n, vasé nhimg diém trong B, bang k; véi j=12,., m.
Theo dinh nghia cia khdng gian tuyén tinh hitu han, taco 1<k, <n val<r <m,
Sé lugng 1 nhitng cap diém — khdi (p;, B;) sao cho p; thudc B, c6 thé duoc dém béng hai cach:
1. Bang cach dém cac khéi thong qua cac diém, nén | =1, +1, +..+r ;
2. Bing cich dém céac diém thong qua cac khoi, nén | =k, +k, +...+k_ .
Tur hai cach dém tréntasuyra r+r, +..+1, =k +k, +..+k_. (1)
Khdng mat tinh tong quat ta cd thé gan nhin cho cac diem sao cho r, <r, néu j>i. (2)
Hon nita, ta cling gan nhan cho cac khi chira cac diém sao cho céac khéi di qua p, 1a B, B,,...., B, .
Muc dich cua ta la can tim ra nhitng mdi lién két giira nhirng s6 k; va r, nén ta sé tién hanh nhu sau:
Néu p; 1a mot diém bat ki va B, la mot khoi bat ki khong chira p; thi qua mot diém bat ki cua b; c6
dang mot khdi chra p; di qua. Hon nira, nhitng khdi di qua p, ma né di qua thém nhiing diém khac nhau
cua B; la khac nhau, bdi vi hai diém bat ki cia D duoc chua trong chinh xac mét khéi.
Nhu vay, k; <r. (3)
Ap dung (3) cho diém p, va cho mdi khoi trong s6 céc khéi B, ,;,B, _,,.... B, ta nhan duoc
K., <r voii=12.,m-r,.(4)
Cong tat ca cac danh gia trén lai voi nhau ta nhan duoc
KoK ootk < (m—r)r,. (5)
Cé4c sb K., Ky, krn c6 thé duoc danh gia nhu sau:

I +i

Khoi B, di qua it nhat mot diém khac vai diém p, , tatam coi nhu diém d6 1a p, .
Do do, céc khdi B,,B,,...., B, khdng thé chira diém p, nén ap dung (3) ta thu duoc 1, >k, .
Khoi B, ciing chira mot diém khéc véi p, (va khac ca p,), ta tam coi nhu diém d6 1a p,. Diém p, ciing
khong ndm trong céc khéi B,,...., B, , nén &p dung (3) ta thu duoc r, > k,.
Bang cach lap lai cac 1ap luan trinh bay & trén ta thu dugc cac danh gia r >k, v6i i=12,..,r, —1.(6)
Cubi cling, ton tai mot diém thuoc B, ma khong dugc chia trong By, ta tam coi nhu diém d6 la p,
nénr. >k (7)
Cong cac danh gia (6) va (7) voi nhau, ta nhan dugc 1 +1, +...+1 2k +k, +...+k, . (8)
Két hop (5) va (8) ta thu duoc két qua
LG+ +(Mm=r)r >k +k, +..+K . (9)
Két hop (9), (1) va (2) ta thu duoc
A A A LI A 1 A AR AR
0+, +(n—r)r,
= m>n.
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