Cuc tri t6 hop
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1. Hé tap

Mot hé tap trén tap nén X 1a mottap F = {A:iel} trongdo | lamottap chi s6 nao d6 vamdi A la
mot tap con cia X .

Thong thudng tap nén ma ta khao sat I3 hitu han, trong truong hop dé ta thuong chon tap [n]:={1,...,n}
dé khao sat. Trong truong hop nay ho tap F 1 hitu han va ta thuong Viét lai né dusi dang F ={A,..., A }.

Sau day ta s& trinh bay mot s6 khai niém co ban vé hé tap rat hiru it cho qua trinh khao sét.

1) Hé tap gdbm 2" tap con cua [n] dugc ky hiéu la B, va né thuong duoc goi Ia hinh 1ap phuong
Boolean n - chiéu hoic l1a dan Boolean.

nl) _, . .
2) Ta dung ky hiéu L[k]} dé chi ho céc tap con cua [n] gom chinh xac k phan ti; no duoc goi la phan

n . .
I]J dé chi ho céc tap con cua [n] c6 toi da k

A —

cap thr k cua hinh lap phuong Boolean. Ta ciing dung (

\ , , \ n .
phan tur; ([:i]() chi ho céc tap con cua [n] c6 toi thiéu k phan tu; ([L I]]j chi ho céc tap con cua [n] c6 so

phan tir nam gitra k va |, trong d6 0<k <l <n.

3) Véi phan t x ¢b dinh thuoc tap nén X, £ ky hiéu sao tdm x: ho cac tap con cia X chia phan tir
x. Téng quat, véi Ac X , F® ky hiéu sao tam A: ho cac tap con ciia X chira c6 tap A nhu mét tap con.
Nhan xét. Thir nhat, ton tai mot song anh giita B, va tap cac chudi do dai n dugc lap tir {0,1} , song anh
nay bién mot tap Ae B, thanh vector y, trong do thanh phan thir i bang 1 néu i€ A va 0 trong truong hop

n n
nguoc lai; y, duoc goi la vector dac trung cua A. Thu hai, B, duoc phan hoach thanh U([k]} . Ta cling

k=0
thuwong biéu dién truc quan B, trén mat phang gidy dudi dang mot so @6 luéi vai dinh dudi cling biéu dién
cho tap rdng @ , dinh trén cling biéu dién tap [n].
Ké dén trude khi di vao khao sat cc van dé cu thé vé cuc trj hé tap ta s& liét ké so qua mot danh sach cac
van dé mau chot:
e S0 thanh vién toi da c6 thé c6 ciaa mot hé tap néu nhu khong cé hai tap nao cua hé d6 roi nhau? néu
nhu giao cua hai tap bat ky cua ho co toi thiéu t phan tir, vai t >1 la mot s6 ¢o dinh nao d6? néu cac tap ma

. s . n .
ta khao sat bi han ché vé kich thudc, cu thé la chdng chi thuéc mét ho ([k]j véi mot k nao do?

e Mot h¢ tap trén [n] théa mén tinh chat giao cua hai tap con A, B phan biét ludn bing mt hing sé 7,
cuthé [a [ANB|=2 v&i moi A= B, co thé cd tdi da bao nhiéu thanh vién?

e C6 thé chon ra tdi da bao nhiéu thanh vién tir hinh lap phuong Boolean sao cho khdng c6 thanh vién
nao chira long thanh vién khac trong n6?
1.1. Ho giao )

Mot hé tap F goi la goi la ho giao néu AnB =< v6i moi A Be F.

Cau héi 1. Tinh xem max|F| 1a bao nhiéu, trong d6 max dugc lay trén tat ca cac ho giao c6 thé co trén tap

nén [n]?

Két qua 1. Cho F 1a mt ho giao trén tap nén [n],n=0. Khi do,

Fl<2mt,

Chirng minh. Khang dinh 1a hién nhién véi n=0. Véi n>0, phan hoach B, thanh 2" cip c6 dang

(A,[n]\A). Luu y rang mot phan hoach néu trén ludn ton tai: xét anh xa f : B, — B, cho bai f (A)=[n]\ A




la mot song anh véi thoa man 2 Ia anh xa dong nhét va khong c6 diém bat dong nén cac hoan vi cia B,
tuong tng véi f ¢6 2" chu trinh va mdi chu trinh c6 d6 dai bang 2, cac chu trinh nay xac dinh cho ta phan
hoach thoa man yéu cau). Mot ho giao chi c6 thé chua tdi da mot phan tir trong mdi cap nay nén ching ¢ toi
dala 2",

Nhan thdy rang c6 mot cach kha don gian dé tao ra mot ho giao ¢ chinh x4c 2" thanh vién d6 chinh 1a
chon F™ v&i mot x phan tir ndo d6, khong qua kho dé ta tinh dwoc hé tap ndy c6 2" thanh vién.
Song ta ciing c6 thé chi ra hé tap giao c6 sé thanh vién cuc dai ma khong phai la F* nhu sau:
LTI o
Trong truong hop n I¢, tachon F_ = | vabang cach ap dung nguyén ly chuong bo cau doi ngau
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ta dé dang suy ra F__ 1a hé tap giao. Pong thoi sir dung tinh ddi

large
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xung cua hé so nhi thirc, [ka(n—k}ta tinh duoc ‘]—"hrge er:‘(szsz_;‘(k]ZZ :
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V61 luu y rang |A|>—,VO'I mol Ae F,
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Trong trudng hop n chin, néu sir dung ciing ¥ twdng nhu trén tic 1a chon tat ca cac tap con 6 sé phan tu

toi thiéu la E+1 thi ta co thé dam bao tinh giao cta cac thanh vién nhung bi hut s6 lwong nén ta sé bo sung

A X ‘ n x . . . X
thém vao hé tap nay mot so tap con co ding 5 nhung van théa man giao cua hai tap bat ky thuoc hé van

[n]
L ox : oA LA X . n s N
khac rong; chang han ta co the bo sungvao | . cac tap con cua [n] c6 dung 5 phan tur va
>

[n]

22+1
2

>S5
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n |:1e At . Bang cach tinh toan tuong tu ta
2

chira phan tir 1. Do d6, voi n chan, ta dat U< Ae

=",

Mot s6 nghién ctru da dugc thyc hign danh tim hiéu xem c6 thé c6 toi da bao nhiéu ho giao c6 thé théa
man tinh chat vira néu va sau day la mot két qua thu nhan duoc boi Erdds va Hindman.

cling thu duoc ‘.Earge

2m-1
Két qua 2. Cho n=2m. Khi d¢, c6 tdi thiéu la 2( i) ho giao trén tap nén [n] c6 chinh x4c 2" thanh vién
va ton tai mot hang s6 ¢ >0 sao cho sb cac ho giao trén tap nén [n] co chinh xac 2" thanh vién toi da chi

2(1+(:( logm)/ m)(znT__ll)

la

Trong truong hop n ¢ ta ciing ¢ mot khang dinh twong tu nhu vira néu.

1.2. Ky thuat shifting ) ’ .
Bay gio ta xem xét van dé trong treong hop néu tang thém han ché 1én diéu kién giao cua hai tap cua hé.
Tandi ring mot hé tap F 1a mot ho t— giao néu |[ANB|>t, véi méi A BeF.

Cau héi 2. Cho truéc n va t véi n>t>1. Tinh xem max|F| la bao nhiéu, trong d6 max duoc lay trén tat
ca cac ho t—giao co thé co trén tap nén [n]?

. . . . n
Két qua 3. Vi mdi n>t>1, neu F lamot ho t- giao trén tap nén [n] thi |F|< > [kj

k>r|7+t

Pau tién ta nhac lai mot s6 diém vé k§ thuat shifting trude khi tién hanh chirng minh cu thé danh gia vira
néu.




CAu trdc vén c6 cua hé tap cung cap cho ta rat it thong tin; diéu nay chinh 1a mot trong nhitng nguyén
nhan khién cho cac bai toan lién quan den hé tap tro nén rat kho khan. Phuong phép shifting cho phép ta bo
sung thém cho h¢ tap mot s6 tinh chét can thlet dé 1am don gian di qué trinh khao sét bai toan. Y tuéng nim
& chd bt dau tir mot hé tap thoa mén yéu cau ta chuyén né thanh hé tap mai co tinh chét tét hon hé tap cti
nhung khong 1am thay ddi s6 thanh vién cua hé hoic tinh chat quan trong cua hé. Qua trinh duoc thyc hién
nhiéu 1an cho dén khi nao thu duoc hé tap co duoc tinh chit mong va ta sir dung tinh chit nay dé danh gia s6
thanh vién.

Cho truéc 1<i< j<n, véimdi Ac[n] saocho ig A va je A, tadinh nghia ij - shift cua tap A latap

Si (A)=(AV{J}) i}

Cha y rang [S; (A)|=|A| va ddng thoi S, la mét song anh tir ho cac tap co chira j nhung khéng chia i
vao ho cac tap c6 chira i nhung khong chua J-

Cho truéc 1<i< j<n va mot h¢ tap F, dat F; lah¢ gom cac tap Ae F c6 chira j nhung khong chua
i vatap S;(A) khong thugc hé F, ta dinh nghia ij - shift cia hé F la hé tap S; (F) méi duoc xac dinh
boi hé thic S; (F)=(F\F )u{s; (A):Ae 7).

Cha y rang [S; (F)|=|7].

Mot hé tap F duoc goi 1a 6n dinh néu S, (F)=F véimoi i< j.

Cha y rang tinh 6n dinh & day nghia 1a véimoi i< j macé AeF saocho je A vaig A thitasé phai

co (A\{j})uiileF.

Khiéng dinh 1. Vi moi hé tap F cho trudc, bang cach thuc hién 13p lai lién tyc thao tac “néu S, (F) = F
V6i i < j nao d6 thitathay hé tap F bai ij - shift cia F” thi sau mot s6 hitu han budc ta s& thu duoc mot
hé tap 6n dinh.

Chirng minh. Cho tuong tng véi mot hé tap F cho truéc mot s s(F)= D D k. Khi do, néu

AeF keA
S;(F)#F véi i< jnaodsthitaco s(S;(F))<s(F).Doham s khong thé nhan cac gia tri am nén céc
gia trj cua nd s& ding lai sau mot sé hitu han budc lap.

Sau ddy la mot tinh chét tha vi khac cua toan tir S .

Khéng dinh 2. Cho F 1a mét ho t—giao trén tap nén [n]. Khi do, véi moi 1<i< j<n, hétap F=S, (F)
cling 1a mot t —giao.

Chirng minh. C6 dinh A',B' e F'.
Néu A, B’ e F thi hién nhiéntaco |A’
Néu A, B’ ¢ F thi A=(A\{i})u{j}, B::(B'\{i})u{j}ef, nén |[ANB|>t.
Dong thoi, A NB'=(ANB\{j})ufi} vé A NB|=|AnB|>t,
Phén viéc con lai ciia ta la xem xét truong hop A'e F,B'¢ F,taco B=(B'\{i})u{j}F nén

AN B| >t . Ta chia thanh ba truong hop con dé tiép tuc khao sét.
e Néu j& A'nB thitir cach xay dyng B’ tir B, loai bo phan tir j va bd sung vao phan tir i,

e Néu je AnB va ieA' thiti cach xay dung B’ A NB'|=|AnB|xt.
o Néu je AnB vaigA thi A=(A\{j})uli}eF . Khido,

NB[>t.

NB|>t,doi va j

khdng tham gia vao h¢ thuc trén, nén

Tro lai véi myc tiéu ban dau cia ta d6 1a ching minh tinh dung dan coa két qua 1.
Nhan xét. Ta chi can ching minh khang dinh cho trueong hgp n+t chan; truong hop n+t I€ phuong phap
1ap luan dugc thyc hién tuong ty.




Ta ching minh bang quy nap toan hoc theo n>1 cho ménh dé P(n): “ Véi moi t théamdn n>t>1 sao

r ~ X 1 A a ;\ I n
cho n+t laso chan, néu F lamot ho t - giao trén tap nén [n] thi |F|< )] (kj

|<>r|7+t

Véi n=1, chi cé mot gia tri phi hop cia t dola t=1, khéqg dinh 1a hiéq nhién.
Véi n=2, chicd mot gia tri phu hop cia t do 1a t =2, khang dinh la hién nhién.
Véi n=3, cac gia tripht hop cia t do la t =3 va t =1, khang dinh la hién nhién.
Giastr n>4,n>t>1, n+t chin va khang dinh cia bai toan 1a ding v6i moi cap (n',t’) théa man diéu
kignn'>t'>1, n'+t' chanva n'<n. , 7
Ap dung khang 1, ta cd thé gia sw hé 7 la 6n dinh. D¢ ¢6 the ap dung gia thiet quy nap cho ho 7, ta
chia F thanh hai phan con :
F={A\{l}:AcF 1e A},
Fo={A:AcF leA}.
Hién nhién, 7 la mot ho (t—1)-giao trén mot tap nén cé n—1 phan tw nao do, 4p dung gia thiét quy nap,

n-1 n-1
F|< = )
| l| k>nz+t_2( k j k;(k_lj
T2 T2

Cha y, hién nhién %, la mot ho t-giao trén mot tap nén cd n—1 phan tir nao d6, nhung ta khong thé ap
dung gia thiét quy nap trong truong hop nay do n+t—1 Ié.

Chia khoa cho van dé cua ta chinh [a F, 1a mét ho (t+1)-giao!

That vay, ¢6 dinh A,B e %, vachonramotphanti je AnB.,

Do je AvalgAtasuyra A=(A/{j})u{l}eF nén |ANB|=t

bong thoi, do 1¢B, jeB va je A, néntir hé thic AnB=(A'NB)uU{j} tasuy raduoc ring
|AAB|=|A A B|+1=t+1.

p . -1
Ap dung gia thiét quy nap cho ho 7, | R|< D] [n j

k>L+t k

Do |F| =|%|+|#|, bing cach &p dung hing dang thuc Pascal, nén |F|< > (:j

|<>r|7+t

Mot phuong phap tu nhién dé xay dyng ho tap thoa mén danh gia néu trong khing dinh trén d6 chinh 1a
ma& rong phuong phap da thyuc hién cho truong hop ho giao, t =1, cho truong hop ho t—giao.
DAu tién, néu ta ¢ dinh mot tap A gdm t phan tir nao do thi F™ [a mot ho t— giao va ho nay gom c6
2™ thanh vién, nén y tuéng mo rong theo cach lam dau bj pha san.
Ta co mo rong y tudng cua cach lam thar hai lén cho truong hop ho t— giao. Ta cling chia lam hai truong
hop dé khao sét.
[n]

n+t | VAt danh gid n>|AUB|=|A/+|B|~|AnB|>n+t—|ANB]|
>
2

Néu n+t chan thi ta dat 7,

arge "

tasuy ra |[ANB|>t voimoi ABeF, . .
Néu n+t Ié thi y tuong cua ta la s& chon céc tap ném‘trong cac cép du lon 1ap thanh mot hé tap. Ly do
cua viéc lam nay la dé cé thé ap dung nguyén ly chuong bo cau dang do6i ngau dé chi ra tinh t - giao cua hé
[} , - ‘
tap do. Tu y tudng do ta chon n+t+1 |, haitap bat ky thugc ho nay giao nhau tai toi thieu t+1 phan tu.
= 2
Nhung Ivu ¥ rang hé tap cua ta con thiéu khé nhiéu thanh vién so véi mot ho t - giao 1y tuong. Dé dat dén




+t-1

y \ . N , ~ LA ~ N N e K oA x N 2
duoc so lugng thanh vién hoan hao ta sé bo sung thém vao ho nay mot so tap con gom dé sao cho
ban than cac tap nay Ia mot ho t- giao va cd sb thanh vién nhiéu nhét co thé dugc. Y tudng dau tién dén véi
t-1

N Ao 0 2 an X n+ X . s , A . . p A , ~
ta la chon tat ca céc tap con gom phan tir cung chira mot tap con c6 chinh xac t phan tu; mot ho

n-—t
nhu vay cd | n—t—1 | thanh vién. Y tuong tha hai 1a chon tat ca cac tap con gom n
2
{2,...,n}, bang cach p dung nguyén Iy chuong bd cau dang dbi ngau ta chi ra dugc hé nay ciing 1a mot ho
n-1
t- giao; mot ho nhu vay ¢6 | n+t—1 |-

2
Cong viéc tiép theo cua ta la danh gia thir xem ¥ twong nao s& toi uu hon.

+t-1 s .. .
phan tir cua tap

n-1 n-t
Véi n=1, sb thanh vién cua hai cach 1a nhu nhau, nhung v6i t>1 va n+t & thi | nat—1 > n—t—-1
2 2

n-1 n-1
That vay, str dung do tinh d6i xang | n+t—1 |=| n—t—1 |, khang dinh trén twong duong véi
2 2

n-1 n—t
n—t—1>| n—t—1 |, diéu nay hién nhién dang.
2 2 ’
Do @6, y tudng thir hai toi uu hon.

[n] [n]
Nhu vay trong truong hop n+t le tachon . = _n+t+l Ui Ae _n+t-1 g Ar.
2 2

Bang céach tinh toan truc tiép, ta thu duoc

n . -
z (k] ,h€éun+t chan,

k>ni+t

Nt ") ndun+tchi
(n+t—1)/2 +k>Z;+1 ¥ ,néun+t chin.
T2

Day cling chinh 1a gia tri trong danh gid ma ta da tim dugc.

[P =

large

1.3. Pinh ly Erdés — Ko — Rado

Trong céc phan trudc cac thanh vién caa hé tap duoc xét c6 sé phan tir tly y. Bay gio ta han ché van dé
bang céch chi tap trung khao sat mdi cap cua hinh lap phuong Boolean, c6 nghia 1a han ché khao sat trén cac
hé tap ma tat ca cac thanh vién déu co cing s6 phan tir. Mot hé nay thoa man tinh chat nhu vay thudng duoc
goi la hé tap déu.

. n . . .
Cau heoi 3. Cho F la mot ho giao trén tap nén ([ ]} 0<r<n. Tinhxem F c0 thé cé toi da bao nhiéu
r

thanh vién?

/4 - 4 7 - , X A A - Z LA \ n pY =A
Neéu n< 2r thi hai tap con bat ky sé c6 giao kh&c rong nén mot ho giao F ¢ toi da la [ ] thanh vién.
r




[

>
[S—"

Véi n=2r, do chi co t6i da la mot thanh vién trong méi cap (A [n]\A), Ae , thugc hé tap F,

n
2

n-1 n-1
n . e R o n , L2
nén |]-“|sl( /2)2 n_, nén mot ho giao F cotoidala | p . thanh vién, chang han ta cd thé chon hé
n —_
2

2

2 X o en Ao N , P 2 1a p
tap gom tat ca cac tap con gom > cua [n] chira phan tir 1 dé lam vi du.

\ . : Nz
Tong quat hon, néu n>2r thi mét ho giao F cua ([ ]J co toi da la (

J thanh vién va ta c6 thé chon
,

hé cac tap con cua L[ ]j cung chira mot phan tir ¢o dinh dé lam vi du. Khang dinh nay dugc dé xuat lan dau
r

tién boi ba nha toan hoc Erdés, Ko va Rado va né 1a mot trong nhitng két qua rat ndi tiéng cua ly thuyét cuc
tri tap hop.

Két qua 4. (Erdds-Ko-Rado)
.. . . i L . n-1
Véimoi n=2r =2, néu F la mot ho giao r - deu trén tap [n] thi |J-“|§( J.
r_

Pay 1a mot két qua quan trong caa ly thuyét hé tap va hién nay c6 it nhat la sau cach chirng minh khéc
nhau cho két qua nay. Trong noi dung han ché caa bai viét nay, ta s& chi trinh bay hai cach. Chirng minh thi
nhat st dyung ki thuat shifting va chiing minh tha hai dua trén y tuéng dém bang hai cach.

Chitng minh thir nhat. Ta s& chirng minh bang phwong phap quy nap toan hoc theo n>2 cho ménh dé

. ) ‘ 1
P(n): “Véimoi n>=2r>2,néu F la mot ho giao r - déu trén tap nén [n] thi |]-“|g[: 1)

V6i n=2, khing dinh Ia hicn nhién nén ta gia s rang n > 2. ‘ q ‘
~ Truong hqp n=2r, khang qinh cua bai toan da dugc kiem chl’xpg roi nén ta co theé gia st rang n>2r.
Ap dung khang dinh 2, ta co thé gia sirrang F l1a mot ho giao t-déu. Chia khoa cho chirng minh nam &
khing dinh AnNB =@, AnBN[2r]=@ ,véi moi A B e F, khang dinh nay duoc suy ra tir tinh 6n dinh cua
hé¢ F.

Tién hanh phan hoach F theo kich thuéc ciia phan giao ciia cac thanh vién cua ho F véi [2r]; diéu dé

c6 nghia 1d ta phan hoach 7 thanh cac h¢ tap 7, ={Ae F:|An[2r] =k}, véi k=0,.., r.
Cha y ring do AnBN[2r]=@ véimoi A BeF nén An[2r]|=Q, tasuyra 7 =2 va |[F|=) | 7.
k=1
Vi mdi k=1.., r,taxéttap 7' ={An[2r]: Ae £ }. M3i thanh vién cia 7 c6 thé duoc me rong
. n-2r r n-2r
thanh toi da 1a thanh vién cia 7, , nén |F| <> | 7| :
r—k k=1 r—k
. 2r . .
Neu chi str dung danh gia |}"k'| < ( c j va hang dang thirc Vandermonde ta thu dugc danh gia tho
n . . . ,
va S{ J Nhung cha y rang 7/ 1a mot ho giao k -déu trén tap nén [2r] va n>2r >k nén t gia thiet quy
r
nap 2 ¢ |}_,|< 2r-1 1 do dé |~7'—|<Zr: 2r-1\(n-2r n-1
a S va do do S = .
» Tl k-1 | k-1 )l r—k r-1
Chirng minh thi hai. (Katona) Trong phép chirng minh nay ta dat thi ty tuan hoan trén tap nén. Véi mdi
thir tu tuan hoan cua [n], ta &ém sb cac thanh vién caa F xuat hién nhu mot khéi lién nhau trong thu tu
tudn hoan d6. Cu thé, xét tap P gom tét ca cac cap (A, o), trong @6 A 1a mot thanh vién cuaho 7, o a
mot hoan vi o (1)..o(n) cta [n] chicé duy nhat mot chu trinh va A xuat hién nhu mot khéi lién nhau trong




o, ¢6 nghia 12 ton tai mot s6 k, 1<k <n, sao cho A={o(k),o(k+1),...0(k+r—1)}, trong d6 phép cong
duoc thuc hién theo modulo n.

V6i mdi mot trong |F| cach chon Ae F, ¢6 chinh xac |A|!(n—|A|)!= r!(n—r)! hoan vi chu trinh & sao
cho Axuat hién nhu mot khdi lién nhau trong ¢ va do d6 [P|=|F|r!(n—r)!.

Bay gio ta tinh gia tri nay theo mot huéng khéc. C6 dinh mot hoén vi chu trinh o . Néu ta nhan xét rang
c6 toi da n thanh vien A< F sao cho Axuat hién nhu mot khéi lién nhau trong ¢, mdi khéi lién nhau nay
déu kich thuéc bang r, thita co |P|<n(n-1)!, day la mot dénh gia thd. Do d6 dé cai thién danh gid trén ta
s& cai thién lai can trén cho sb cac thanh vien Ae F sao cho Axuét hién nhu mot khdi lién nhau trong.

Gia st {o(1),5(2),...0(r)} € F . Nhan thay ring c6 chinh x4c 2r —1 khdi lién nhau c6 do dai r trong o
c6 giao vai khdi ndy. Do n>2r nén tat ca cac khdi nay déu phan biét, tat ca nhitng gi ma ta can kiém ching
d6 1a khoi bat dau tai o (r) s& khdng thé két thic tai o (1); diéu nay Ia hién nhién, bai vi nd két thic tai
o(2r—1). Bay gio ta thuc hién phan 2r —1 cac khoi nay thanh mot khoi don (khoi bat dau tai o (1) va két
thdc tai o ()) v r—1 cap ( khéi két thic tai (1) véi khéi bit dau tai o(2), khéi két thic tai o (2) voi
khéi béit dau tai o (3),..., khéi két thic tai o (+—1) véi khéi bat dau tai o (r)). Nhan thdy ring chi c6 thé cd
t61 da 13 mot thanh vién trong mdi cap thuoc ho F, bai vi F 1a mot ho giao, nén sé cac thanh vién Ae F
sao cho Axuét hién nhu mot khéi lién nhau trong o toi dala 1+(r—1)=r.

P|<r(n-1)! nén |F|§%=(:jj

1.4. Hé dai dién phan biét va dinh ly Hall

Trudc khi khao sét tiép cac van dé vé cuc tri tap hop ta s& nhac lai mot s6 diém vé ly thuyét hé dai dién
phan biét tao co s cho cac khao sat quan trong & phan sau.

Cho F={A,...A,} 1amot he tap trén tap nén [n]. Mot h¢ dai dién phan biét (SDR) ctia h¢ F Ia mot

vector (a,,...,, ) gom cac phan tir khac nhau duoc chon tir [n] théa man diéu kién a € A ,i=1,...,n.

UA

iel

Do @0,

Hién nhién rdng néu ton tai | = [n] sao cho

UA

iel

< |1 thi khdng thé ton tai mot hé dai dién phan biét cua

hé F,néuhé F c6 mot SDR thi 21|, véi moi | =[n]. That ngac nhién la day ciing chinh 1a diéu

kién d‘é ton tai mot SDR. Két qua sau duoc dé xuat lan dau tién boi Hall, nhung nhu chiing ta cling c6 thé
thay rang n6 cling duoc nghién ciu mot cach doc 1ap bai mot so nha todn hoc khac.

Kétqua 5. Cho F={A,..,A,} 1amot hé tap trén tap nén [n].

Ua

iel

Diéu kién can va du dé ton tai mot SDR cho hé F 1a 21|, véi moi | =[n].

Diéu kién néu trong khing dinh thudng duoc goi la diéu kign Hall. -

Trudc khi bat tay vao kieém ching tinh ding dan cua khang dinh vira néu, ta biéu dien lai bai toan theo
ngdn ngit cua ly thuyét do thi. Mot do thi ludng phan G =(X,Y,E) véicaclsp X vaY gom
X ={X, Xn} V&Y ={¥;,... ¥, } (X UY latap tat ca cac dinh cia d6 thi) vatap E gom cac phan tir co
dang (xi, yj) VGi 1<i<m,1< j<n ( E latap céc canh cia do thi). Mot ghép cap trong G 1a mot tap céc
canh M :{(Xil’ yil),...,(xik Y )} vai tinh chat cac X; phan biét va cac y; cling phan biét. Mot ghép cap
duoc goi 1a bdo hoa X néund gom m phan tir, didu nay c6 nghia 1a mdi x, déu xuat hién diing mot lan
trong c&c x; . Mot cau hoi ty nhién duogc dat ra la néu cho trudc mot do thi ludng phan thi khi nao ta co thé

xay dung duoc mot ghép cap bao hoa X ?
Nhu trong phan tich doi vai bai toan SDR, dieu kién can dé ton tai mot ghép cap nhu vay dé la

[{v;:(x.,) € E véi moti e 1 nao dof||1], véi moi I <[m].




Diéu kién vira néu thuong dugc goi 1a diéu kién dam cudi Hall. Tuong tu nhu ddi véi SDR, diéu kién nay
cling chinh 1a di€u Kién du.

Két qua 6.
Cho G =(X,Y,E) la mdt dd thi ludng phan hitu han véi cac dinh cua tap X duoc danh sé bsi [m].
Diéu kién can va du dé c6 thé xay dung dwoc mot ghép cap bdo hoa X 1 didu kién dam cudi Hall dugc
thoa man vai moi | < [m].

Trudéc khi chirng minh khing dinh vira néu ta s& chi ra rang két qua 5 that ra 1a mot hé qua cua két qua 6.

That vay, gia st F ={A,.., A,} 1amot h¢ tap trén tap nén [n]. Taxay dung mot do thi ludng phan
G=(X,Y,E) trhé¢ tap F nhusau: X ={A,..,A,},Y={L..,n} va (A, j)eE néu jeA.Khido, dicu
kién Hall d6i véi hé tap F véi mot | =[m] nao d6 ciing chuyén thanh diéu kién dam cuéi Hall d6i véi G
cho cing tap 1, nén néu ton tai mot SDR thi ciing s& ton tai mot ghép cap bio hoa va nguoc lai néu
(A ) (A, jm) la mot ghép cap bdo hoacua G thi (j,,..., j,) [a mot SDR cuahé F.

Tinh cho dén nay c6 nhiéu cach khac nhau g‘é chirng minh dinh ly dém cudi Hall. Nhung trong ni dung
bai viet nay ta s€ chi trinh bay ching minh ngan nhét trong so6 ching. ‘
Ching minh. Biéu kién can dé ton tai mot ghép cap bdo hao la hién nhién. Bay gio, gia sir diéu Kién dam
cudi Hall duoc théa mén véi moi | =[m]. Ta s& chung minh bing phuong phap quy nap theo m do thi G

cd mot ghep cap bao hoa X .
Vi m=1, khang dinh la hién nhién.
Véi m>1, dau tién ta gia st rang dicu kién manh hon cua dieu kién Hall duoc théa méan, cu thé la

{y;:(%.y;)€E véimotiel nao dé}‘2|l|+1, véi moi | <[m],1 =2,[m].

Bang cach cb dinh phan tir j sao cho (xm, Y, ) cE. Xétdd thi G'=(X",Y',E’) thu dugc tir G bang cach
X' =X\{x,}, Y'=Y \{yj} va E' thu dugc tir E bang cach loai bo tat ca cac canh c6 dau mat la x_ hoic
y;. Turdiéu kién trinh bay ¢ trén ta d& dang nhan thay rang diéu kién dam cuéi Hall dugc théa man cho do
thi G’ vai moi | ¢ [m—l]. Ap dung gia thiét quy nap ta suy ra G’ c6 mot ghép cap bdo hoa X', bang céch
bé sung thém (Xm, yj) ta s€ thu dugc mot ghép cap cua G bédo hoa X .

Ngugc lai, néu ton tai mot tap J =[m],J = &,[m] sao cho ‘{yj :(xi,yj)e E v6i mdtieJ nao dé}‘ =[J].

Xét hai d6 thi sau: d6 thi G, thu dugc tir G bang cach thu hep X trén J,

Y trén {yj {(x,y;)€E v6imotied nao dé} va ta chi gitr lai cac canh ndi giira chung; d6 thi G! thu dugc
tir G bang cach thu hep X trén [m]\J, Y trén'Y \{yj {(x.y;)€E véimotied nao dé} va ta ciing chi
giit lai cac canh néi gitra chung. Dé,dang nhan thy rang diéu kién dam cuéi Hall duoc thoa man cho do thi
G, voimoi | < J, ap dung gia thiet quy nap G, c6 mot ghep cap M béo hoa J, néi dung hon 1a thu hep
cia X I1én J.

Bay gio ta s& chitng minh rédng d6 thi G; ciing théa man diéu kién dam cudi Hall véi moi | <[m]\J .

That vay, gia sir ton tai mot tap 1’ <[m]\J sao cho ‘{yj {(x.y;)€E} véimotiel nao dé}‘=|l’|.

Khi do,

<|V[+]3]=1"wJ|, méau thuan.

{yj :(xi,yj)e E) v6imodtiel UJ nao dc’)}
Ap dung gia thiét quy nap, d6 thi G; c6 mot ghép cap M’ bao hoa [m]\J. Do d6 M UM’ [a mot ghép

cap cua G bdo hoa X .

Sau day ta trinh bay mot hé qua quan trong caa dinh 1y Hall dwgc st dung trong céc I4p luan & phan sau
cua bai viét.




Két qua 7. Cho n>1, k>0 sao cho k +1< (ﬂ Gia st G;\,, =(X,Y,E) la dd thi ludng phan xac dinh boi

X =[[E]] Y =[k[”]1j Vi (AB)cE néu AcB. Khido, b thi G!,., c6 mdt ghép cap bao hoa X |
+

Chieng minh. Ta chi can chi ra rang véi moi hé tap k -déu F, hé tap F' xéc dinh boi

n
F'=<Be [ ] B> AvS6imot Ae F nao dé
k+1
thoa man déanh gia | F'| >|F|, ap dung két qua 6 ta ¢ diéu phai ching minh.
Pé kiém tra tinh diing dan cua khiang dinh nay ta ding sir dung ¥ tuong dém bang hai cach. Pau tién, sb
cac canh cua do thi GJ,,, bang |F|(n—k), bsi vi véi mdi Ae F c6 chinh xac n—k tap thudc cap thir k +1

c6 chira A), nhung dong thoi ta cling nhan thiy rang n6 chi c6 the toi da 1a bang |F’
B e F' ¢6 chinh x4c 1a k +1 tap thuoc cap tha k dugc chira trong B nhung khong phai tap nao ciing thudc

F' , danh gia cudi cung suy ra tir diéu kién B] >k+1>1.

(k+1), bai vi v6i moi

hé¢ F . Do do,

> K 2|7
k+1

1.5. Poi xich va dinh Iy Sperner

Cau héi 4. Tinh xem ta c6 thé chon ra ti da bao niéu tap con tir tap [n] sao cho khdng co tap con nao chira
I6ng tap con dugc chon khéc trong né ?

Mot xich trong hinh Iap phuong Boolean B, 1a mot ddy (A,..., A.) cac tap con phan biét cua [n] sao cho
AcAc.cA,

Mot xich duoc goi I cuc dai néu nhu khong c6 mot tap A nao khac véi cac tap A sao cho tap
{A..... A, A} tao thanh mot xich.

Mot phan xich lamot ho {A,..., A} cactap concua [n] thbaman A « A, va A « A, 1<i< j<k.

Mot phan xich duoc goi la cuc dai néu nhu khong c6 mot tap A nao khac véi cac tap A sao cho
{A..... A, A} lap thanh mot phan xich.
~ Do mot xich bét ky chi c6 toi da mot tap & mdi cap, tir 0 dén n, va ta c6 thé dé dang kiém chimg duoc
rz?}ng vGi mot xich cho trude déu co thé mo ré)’ng thanh mot xich véi n+1 phan tir, moi phan tir thugc mot
cap, va khéng cé xich nao I6n hon nira nén doi véi cac xich thugc hinh lap phuong Boolean B, cach goi cuc
dai va 16n nhat 12 nhu nhau, ¢ day 16n nhat duoc tinh theo sé Iugng céc thanh vién.

. . , n
Doi vai phan xich thi tinh huong tré nén khac di; chang han ([k]J ,k=0,1,...,n, lap thanh mot phan xich

cuc dai nhung chiing khong ¢ cung sb thanh vién.
Mat khéc, tir vi du vé cac phan xich cuc dai vira néu ¢ trén ta cling nhan thay rang cac phan xich nay sé

(2]

c6 s6 lwong thanh vién dat cuc dai ¢ 16p giita cua hinh 1ap phuong Boolean B, , cu thé [

i oo dovmnét [ Voga meima | ) o [ 1)
chan thi chi c6 duy nhat (LH/ZJ]’ I¢ thi | (LH/ZJ] [fn/ﬂ}'

]}.Néunla

Két qua 8. Néu A 1a mot phan xich caa hinh Iap phuong Boolean B, thi |A| s[

)

Trong bai viét nay ta s& han ché chi trinh bay hai phép ching minh cho khang dinh vira néu: chirng minh
thtr nhat sir dung k§ thuat ghép cip va ly thuyét poset, chirng minh thir hai la mot ¥ tuong doc dao ve van
dung phép dém trong to hop.




Chitng minh thir nhat. Nhan xét ring khang dinh cua bai toan s& duoc théa man néu ta cd thé phan hoach

B, thanh ( ] ho tap vbi mdi ho tap c6 dang mét xich, bai vi mot phan xich bét ky ¢ chung tdi da voi

n

[n/2]
. A A an £ O T n 3 Loz ,( ,

mot xich la mot phan tie. Néu n 1a s6 chan va vai moi 0<k < 5—1, bang cach &p dung két qua 7 ta thu dugc

n n n . . .
mot ghép cap tu ([k]} Vao (k[ ]J lam bdo hoa ([k]} bong thoi, sir dung tinh doi xng ta ciing nhan thay
_l_

S n n n «
rang ton tai mot ghép cap tur [[k]} Vao (k[ ]J lam b&o hoa ([k]j VG moi g+1s k <n. Céc ghép cap nay
n .
phan hoach B, thanh (n/ZJ xich. Néu n ¢, ta ciing thuc hién twong tu nhu trén va sau cung thuc hién ghép

. . . n
cap gitra cap thir EJ va cap thir Bw deé thu dugc mot phan hoach cua B, thanh (n/ZJ xich.

Chirng minh thw hai. (Lubell) )
Hinh lap phuong Boolean n! xich cuc dai, cac xich cuc dai nay dugc danh s6 mot cach tu nhién boi n!
hoan vi cua [n], cu thé 1a hoan vi & (1),...,a(n) twong Gng véi xich

D {o(l)} c {a(l),a(Z)} c..C {0'(1),0'(2),...,0'(;1)} .
Co dinh mt phan xich 7, dat P la tap céc cap (A, M) sao cho M la mot xich cuc daiva Ae M.
Mbi AeF xuét hién trong chinh xac |All(n—|Al)! xich cuc dai, nén [P|=>"|All(n—|A|)L.

AeF
Mit khac, véi mdi xich cuc dai M c6 toi da mot Ae F sao cho Ae M, nén |P|<nl.

Do d6, Y’ L a1

")

bong thoi, (|:|jS(Lnr/]2j]’ nén ta co A;('ij > (LEJ

Tir hai danh gia trén ta suy ra diéu phai chirng minh.

2. Do thi

Mot d6 thi G 1a mot cap (V,E) trong d6 V' 1a mot tap gdm cac phan tir duoc goi la dinh va E 12 mot tap
gom cc cdp dinh khong tinh dén thir ty dugc goi 1a canh. Mot do thi ¢é thé dugc biéu dién truc quan bang
mot tap cac diém trén mat phang tuong trung cho cac dinh va dung mot cung noi hai diém dé biéu dien canh
tuong g trong do thi.

Tap cac canh ctia mot do thi co thé dugce coi nhu mot hé tap 2-déu trén tap nén V ; cadch nhin nhan nay sé
duoc stir dung nhiéu khi ta mé rong cac van dé 1én cho cac siéu do thi.

Thong thuong ta s& sir dung n dé chi sb dinh, vaky hiéu V ={1,...,n} hoic V ={v,,...,v,}, va ta ciing
ding m dé chi s6 canh. Thay vi viét cac canh dudi dang ky hiéu tap ta s& don gian hoa viéc ky hiéu, cu thé
ta s& viét ij e E thay cho cach viét {i, j} € E, véi cach quy udc vira néu thi ij va ji dugc coi la dung dé chi
ciing mot canh. Néu e=ij e E thitandi i va j lién hgp nhau hoic i va j duoc ndi boi mot canh (hoic cu
thé hon 1a dwoc ndi bai e) hodc i va j la cac lang giéng (hoac i la mot lang giéng cua j) hoaci va j 1a
cac dau mat e.

Tap céc lang giéng cua i, ky hiéu béi N (i), 1 tap cac dinh j sao cho j va i dugc ndi bdi mot canh, va

bac cita dinh i, ky hiéu bsi d (i), la bang [N (i).



Néu i eV thitaky hiéu G—i, do thi thu dugc tir G bang cach loai bo di canh i, 1a mot db thi trén tap
dinh V \{i} va tap canh gom tét ca cac canh cia G khong nhan i 1am mot dau mat. N6i cach khac, G —i
thu duoc tir G bang céch loai di dinh i va tat ca cac canh c6 lién quan voi i. Néu e=ij eV thitaky hiéu
G —e=G—ij, do thi thu duoc tir G bing cach loai di canh e =ij, la mot db thi trén tap dinh V vai tap canh
E\{e} =E\{ij}.

Do thi con caa dd thi G 1a mot @6 thi thu duoc tir G bang cach loai di mot s6 canh hoac mot sé dinh.Noi
cach khac, H =(V',E’) ladd thiconcuaddthi G=(V,E) néu H lamotdothivaV'cV, E'cE;taky
hiéu H <G vanéiring G chira H .

Haidd thi G=(V,E) va G'=(V',E’) duoc goi la dang cau néu ta c6 thé danh tht tw lai dé chling gidng
hét nhau, diéu nay c6 nghia 1a ton tai mot song anh f :V —V' thoa min xy e E(G) khi va chi khi

f(x) f(y)eE(G’). Thong thuong khi ta noi “dd thi” thi diéu ma ta dang mubn n6i dén do that chat do
chinh 1a “I6p cac d0 thi dang cau v6i nhau”. , ‘ ,

Chang han, néu ta n6i “mot tam giac 1a mot do thi trén ba dinh vai tat ca cac cap dinh déu duoc noi boi
mot canh” thi chiing ta dang dé cap dén Iép dang cau cac do thi trén ba dinh x,y, z véi tap canh {xy, xz, yz},
trong do {X, Y, Z} [a mot tap bat ky nao do; va khi ta néi “G chtra mot tam giac” thi diéu d6 co nghia G

chira mot d6 thi con H trong I6p dang cau cac do thi ma ta dang noi. Thong tin niy ta vira cung cap khong
phai la du thtra, boi vi nd phai ludn dugc minh bach trong tat ca cac khao sat ma ta thyc hi¢n.
Dudi day 1la mét so 16p dang cau cac do thi duoc sur dung thuong xuyen trong cac khao sat cua ta

. . . _ n
e D6 thiday du trén n dinh la d6 thi K tréntép dinh {1,...,n} véi tap canh [[Z]}

e Do thirdng trén n dinh la do thi E, trén tap dinh {1,...,n} v&i tap canh rong.

e Do thi ludng phan ddy du véi cac tham s6 a,b 1a do thi K, tréntap dinh {x,,...,X,} U{y,,..., ¥, } Véi
tap canh gom tat ca cac cap xy;, 1<i<al<j<b.Cactdp {X,.., X} Va {¥;,... ¥,} dugc xem nhu céc 16p
phan hoach cua K, .

e Duong ditrén n dinh 1a dd thj P, trén tap dinh n} véitap canh {12,23,...,(n-1)n}.

e Chu trinh trén n dinh 1a 6 thi C, trén tap dinh {1,...,n} véi tap canh {12,23,...,(n—1)n,n1}.

e Do thisao trén n dinh la do thi S, trén tap dinh {1,...,n} voitap canh {12,13,...,1n} .

Chu y rang trong mot sb truong hop céc 16p dang cau vira néu cd thé bi tring nhau, chang han db thi sao
S, dugc xem nhu d thi ludng phan day du K, , hoic K, duoc dong nhat véi C,

..
..

2.1. Pinh ly Mantel va dinh ly Turan

Cau héi 5. Cho truéc mot d6 thi F . Tinh xem néu mot do thi véi n dinh khéng chira db thi F thi c6 ti da
bao nhiéu canh?

Trudce khi tién hanh khao sat bai toan trén ta s& néu ra mot sé quy ude nhu sau:

ex(n, F) = max{m : tOn tai mot dd thi n dinh, m canh khong chira F } ,

Ex(n,F)={G: G la mot dd thi v6i n dinh va n canh khong chita F}.

Néu F ¢6 1 hoic 2 dinh hoic 3 dinh nhung ba dinh nay khong 1ap thanh mot tam giac thi cau tra loi rét
don gian. Nhung néu F = K, cau tra loi cho bai toan 1a khéng tam thuong.

2
4
2

— né&un 18.
4

n néu n chin,
Két qua 9. Véi moi n>3, EX(n’KS):{KLn/Zan/ﬂ} va ex(n,K;)=|n/2]|[n/2]=
‘ n




Chieng minh. Gia st G =(V,E) 1a mot do thi véi n va khong chira tam gidc. Véi mdi e=xy eE taco
N (x)\{y} va N(y)\{x} laroinhau, trong trudong hop nguoc lai G ¢6 mot tam giac, nén
(d(x)-1)+(d(y)-1)<n-2,
hay d(x)+d(y)<n.
LAy téng danh gia trén cho tit ca cac canh, ta thu dugc Zd ?(x)<mn, trong 46 m=|E|, do mdi x eV

xeV

s0 hang d (x) xuat hién d (x) lan.

2
Ap dung bat dang thic Cauchy-Schwart ta thu duoc (Zd (x)j <n» d?*(x),do > d(x)=2m, nénta
xeV xeV xeV

4m?

suyrarang » d*(x)>
xeV n
2 2

£ L4 A A n £ ¢
Két hop cac danh gia néu trén ta thu dugc m < T néu n chan; m<

. néu n lé.

C6 mot cach dé ta thu dugc mot do thi khong chira tam giac d6 1a phan tap dinh thanh hai lop va ta chi
dat canh ndi gitra hai 16p nay; dé l1am cho sé cac canh trong phép xay dung trén 1a 16n nhat ta s& phan chia
sa0 cho so dinh & méi 16p la gan nhau nhat ¢6 the. Két qua cua phép xay dung nay 1a do thi K, -\, day
chinh 1a vi du minh hoa cho danh gia ma ta vira chi ra & phan trén. Luu ¥ rang day ciing 1a dap an duy nhat
cho bai toan va chiing minh tinh duy nhét ¢ day 1a kha don gian.

Bay gio ta xét mot trudng hop riéng cia cau hoi 5 nhung 1a mot mo rong thl vi cua két qua 9.

Cau héi 5. Cho truéc s6 nguyén r>3. Tinh ex(n, K, ) va Ex(n,K,) ?

Mot cach rat tu nhién, ta dat V =[n], tatién hanh phan hoach V thanh r -1 khdi khac rong A,..., A, va
dat canh gitra i va j chikhi i va j nam trong cac khéi phan biét. Hién nhién rang do thi thu duoc khdng
n r-1
chira K, vaco | _|->. Al canh.
2) =\ 2

Bay gid ta lam cuc dai hoa biéu thirc trén, mudn vay ta can dén két qua don gian sau, ta chi gici thiéu
chirng khéng trinh bay chirng minh cho khang dinh nay

. ) . (a+e) (a+e a a+2¢
Khang dinh 3. Cho truéc a>0 vae>0,taco[ 5 }+( ) j<(2j+{ ) J

Tir khang dinh vira néu ta nhan ra rang néu phan hoach cua ta c6 hai khoi co kich thuoc sai khac nhau 2
don vi hoac r]hiéu hon thi bang céchqchuyén mot dinh tu Khéi I6n hon sang khoi nho hon ta lam tang so Cac
canh trong do thi thu dugc. Do d6 dé thu dugc do thi co s6 canh I6n nhat theo cach lam néu ¢ trén thi ta phai
phan hoach sao cho cac |A| c6 gid tri gan nhau nhét c6 thé. Néu ta sap thir tu kich thuéc cua cac khdi tir nho
dén lon sao cho|A|<|A,|<...<|A | <|A|+1 thi vector (|A]:i=1...,r—1) s& duoc xdc dinh mot cach duy
nhat. , ’

Tur cac thao luan vira trinh bay kién ta suy nghi dén dinh nghia sau.

Cho truéc n,r>1, d thi Turan T, (n) 1a do thi trén tap dinh [n] dwoc xay dung nhu sau:

Phan hoach [n] thanh cac khoi khac réng A ..U A, trong d6 |A|<|A|<...<|AL|<|A|+1. Sau do,
ndi dinh i voidinh j boi mot canh néu i va j nam trong hai khéi phan biét.

S6 cac canh clia @6 thi Turén duoc ky hiéu 1a t, (n).

Khang dinh sau duoc, dé xuat boi Turén, la dang tong quat hoa caa dinh ly Mantel.

Két qua 10. Vi mei n>1va r=2, ex(n K )=t_,(n) va Ex(n,K,)={T_ (n)}.

Chirng minh. Ta s& chiing minh khang dinh néu trén bang phuong phap quy nap theo n>1 rang:




Vé6imoi r =2, tap Ex(n, K, ) chi co thé chita cac d6 thi (r —1) - phan tréntap [n], mot d6 thi (r—1)-
phan trén [n]1a mot dd thi thu duoc bang cach phan hoach [n] thanh cac khéi A U...U A, va dit canh ndi
phan tir i véiphantt j néu i va j thudc céc khdi khac nhau.

Trudng hop n=1,2,3, khang dinh cua bai toan 1 hién nhién, nén ta c6 thé gia sir ring n>4.

Truong hop r =2, khing dinh Ia hién nhién, nén ta c6 thé gia s r > 3.

Bay gio gia st G 1a mot d6 thi gom n dinh khong chira K, va s6 canh téi da c6 thé co dugce. Pat v 1a
mot dinh cta ¢d bac 1én nhat nam trong G, luu ¥ rang dinh v nhu vay ludn ton tai vi r >3, ky hiéu
S=N(v)vaT=V\S.

Nhan xét rang S khong chtra K, _,, trong truong hop nguoc lai ta thu duge mot K. .

Ta xay dung mot do thi H trén cung tap dinh véi G nhu sau: trén tp S ta gilt nguyén cac canh con trén
tap T ta xoOa di tat ca cac canh va sau cung ta dat mot canh duy nhat ¢ gitta S va T. Do S khéng chua tap
K,_, va khong c6 canh nditrén T nén H khong chira K, . Bong thoi, chd y rang mdi dinh trong H
déu c6 bac 16n hon hogc bang bac cua chinh dinh d6 trong G (voi cac dinh trong T diéu nay duoc suy ra tir
cac chon dinh v la dinh ¢6 bac lon nhat; véi cac dinh trong S dieu nay dugc suy ra tur cach xay dung)

biéu nay chi ra rang H 6 so canh 16n hon hodc bang s6 canh cua G, bang cach st dung tinh cuc dai
caa G, nén H co6 cung so canh véi G .

Bay gio ta trd lai xem xét trén S, tacd 1<|S|<n-1va S khong chira K, . Bang cach ap dung gia thiét
quy nap ta suy ra tdn tai mot do thi G’ trén tap dinh S, ¢6 s6 canh it hon hogc bang sb canh trong S, thu
duoc bang cach phan hoach S thanh r—2 khoi va noi cac dinh thugc cac khoi khac nhau. Trén thuc te G’
c6 so canh dting bang so canh caa H ¢0 trong S, néu nguoc lai ta co thé thay cac canh cua H trong S bai
cac canh ciia G’ va nhan dugc mét do thi méi trén tap dinh [n] khong chira K, nhung c6 s6 canh nhiéu hon
H . Luu y rang d6 thi thu dwoc bang phuong phap thay thé duoc chi ra ¢ trén chi 1a mot db thi khéng chira
K, v&i sb canh toi da c6 thé o trén tap [n] nhung né ciing da du dé ta hoan tat phép quy nap.

Béng cach ap dung 16i 1ap luan nhu da giéi thiéu ¢ trén ta thay rang trong cac d6 thi nay thi T, (n) s& co
s6 canh 16n nhat ¢6 thé c6 duoc nén ex(n, K, )=t,_, (n); phép ching minh tinh duy nhét duoc thuc hién
twong tu nhu d6i voi dinh 1y Mantel nén ta khéng trinh bay.

Két qua sau l1a dang yéu ctia két qua 10, n6 cho phép ta danh gid chat trén cia ex (n, K, ).

2
Két qua 11. Cho truéc n>1va r>2, ex(n, Kr)s%(l—ilj.
r_

Chieng minh. Truong hop r = 2, khang dinh 1a hién nhién nén ta c6 thé gia st r > 3.
Bang cach ¢6 dinh mdi r ta chirng minh khang dinh cta bai toan bang phuong phap quy nap theo n.
n

. n 2
Véi n<r, khiang dinh dugc suy ra tir danh gia [2} s?(l—ilj , r>2,1<n<r-1.
r_

, r 2
V6i n=r, khiang dinh dugc suy ra tir danh gia [ZJ—ls %(1—%) , r>2,
r i
Bay gio ta cd dinh n>r vagia st G la do thi trén tap dinh [n] c6 sb canh I6n nhat trong s6 cac dd thi
n—dinh khdng c6 chira K, . Tir tinh cuc dai ciia G ta nhan thay rang G phai chira K, _,, trong trudng hop
nguoc lai bang cach bo sung thém canh ta nhan duoc diéu mau thuan.
bit A lamot tap gdm r—1 dinh trong G d6i mot lién hgp nhau, va B =[n]\ A.

S6 céac canh trong A 1a [ ) J Do khdng thé c6 dinh nao trong B cd thé lién hop vai moi dinh trong A,

trong truong hop nguoc lai G s& chira K|, nén sb cac canh ndi giira A va B tdi da la




|B|(JA|-1) =(n—(r—1))(r—2). Nhan thay rang d6 thi B khong chira K., bang cach ap dung gia thiét quy

(n—(;—l))z (1_ 1 j

r-1

co)<[" o2 13
n’ 1
<3 -5 )

Mic di két qua nay khdng mang lai nhiéu loi ich trong cac tinh toan nhung no chi ra mot két qua dang

nap, nén sé canh trong B tdi da 1a

Do do,

cha y khi n @ua lon. Cha y rang so toi da cac canh trong mot do thi trén n dinh la [2) ~n?/2 khi n—> o,

diéu nay c6 nghia véi n du 16n, néu mot do thi cd ti sé giira s cac canh cua do thi trén s cac canh tdi da co
thé c6 cua d6 thi nhiéu hon 1-1/(r —1) thi do thi nay phai chtra K, .

2.2. Sac s6 cia mat do thi

Trong muc trudc cua bai viét ta da dwa ra mot cau tra loi twong d6i chinh xac cho cau hoi 5 trong trudng
hop F la mot d6 thi day du. Trong trudng hop tong quat hon, ta khdng thé tinh mot cach chinh xac duoc gia
tri chinh xac cua ex(n, F) hogc néu tinh dugc thi biéu thirc tinh [a rat phuc tap. Do d6 mot cach ty nhién ta

nghi dén viéc xét cau hoi co yéu cau nhe hon nhu sau.

Cau héi 6. Can bao nhiéu canh trong mot d thi véi n dinh dé dam bao cho sy xuét hién caa F ?

Tir cac két qua da dat duoc trong truong hop d6 thi day du dan ta dén viéc khao sat ty s gitra s6 céc canh
cua do thi trén s6 cac canh toi da co thé ¢d cua do thi khi n du 16n, ty s6 nay cung cap cho ta mét tiéu chuan
don gian trong thuc hanh dé kiém tra liéu mot do thi cé kich thude Ion co thé chia F hay khdng mét cach
kha nhanh chong. 9 ‘ ’ ) i
Luu y rang, tinh dén thoi dieém hién tai khdng cé mot bang chirng nao cho thay ty so6 nay sé ton tai, ngoai
trir trong truong hop F =K, ma ta vira méi chi ra & muc truée 1a ton tai va bang 1-1/(r —1) véi moi r>2.
Nhung trén thuc té that dang ngac nhién 1a gisi han nay ludn ton tai doi véi moi F va hon thé nira ta co
the xac dinh nd thdng qua mot tham so t6 hop co ban cua do thi F . Tham so ma ta dang muon noi téi ¢ day
chinh la sac so.
Cho truéc sb nguyén q>1. Mot cach td q—mau thuc sy cho do thi G =(V,E) 1a mot ham
f:V —[q]={L...q} théa min tinh chat néu xy e E thi f(x)= f(y). Sic s6 cua do thi G, ky hi¢u
boi x(G), lasd q nhé nhat sao cho ton tai mot g—mau thuc su cho G . Mot cach tuong duong, x(G) la
s6 q nho nhat sao cho ta c6 thé phan hoach tap dinh V thanh V = A U...U A, sao cho cac canh cia G nbi
cac dinh thudc cac khdi khac nhau.

Cht y rang néu ta ky hiéu sé dinh cia G thi hién nhién rang ludn ton tai n—mau thuc sw nén x(G) ludn
tdn tai va hitu han.

Mot s6 vi du don gian, sac s6 cua K, bang r; sac s cua chu trinh C, bang 2 néu n chan va bang 3 néu
n 1¢; sic sb ctia do thi wheel W, d6 thi tao thanh tir mot chu trinh C bang céach ndi tat ca cac dinh cua chu
trinh v&i mot dinh méi, bang 3 néu n Ié vabang 4 néu n chin.

2.3. S6 canh can thiét dé dam bao sw xuét hién cia mét dé thi cho truéc

Cho trudc mot do thi F, Erdds, Stone va Simonovits da giai quyét cau hoi can bao nhiéu canh trong mot
do thi véi n dinh dé dam bao cho sy xuat hién cua F .



Két qua 12. (Erdds-Stone-Simonovits)

£ PP SR ... ex(nF , N LA o aX .
Néu F co6 it nhat mot canh thi lim ( )—1— L , trong do x (F) la sac so cua do thi F .

oo [2} ()1

Mot cach chinh xac hon, gigi han néu trén lubn ton tai va bang véi gia tri néu trong khang dinh.
NOi cach khac, néu mot do thi vai n dinh va co ty so gitra s6 cac canh cua do thi trén s6 cac canh toi da co

R 7 A s 1z 1 N 7= 5 r A . Y ~ a A A . r: -
thé c6 cua do thi I6n hon 1—W thivéi n da lon do thi nay sé chia F nhu mot do thi con; vai moi n
X —

du 16n, ta ludn tim dugc Mot d6 thi cd n dinh cé ty sb giira s6 cac canh caa db thi trén sé cac canh téi da c6

thé 6 ciia do thi nho hon 1-— 1w khong chira F .
x(F)-1

Pé chirng minh dinh ly Erdds-Stone-Simonovits ta can mot két qua phu mang tinh k§ thuat sau:

Két qua 13. Cho truéc r>2,5>1 va ¢>0. Khi do, ludn ton tai n, =n, (r,s,e) sao chonéu G la mot do thi
" . N 1 n’ N Ay A thae . 4 A
trén n voi n>n, va ‘E(G)‘Z(l——lhe)? thi G chira mot do thi con K (), trong d6 K, (s) dé chi do
r_
thitrén rs dinh A U...UA, |A|=s véi moi i, va co mot canh ndi u véi v néu vachinéu u va v thugc
cac khdi A khac nhau hay néi cach khac K, (s) chinh 1a T, (rs).

Két qua phu nay vai tro 1a ¥ tudng chinh trong chizng minh cua dinh ly Erdés-Stone va co thé hiéu né mot
cach ndm na nhu sau: néu G ¢6 sb canh I6n hon s6 canh cua T, , (n), d6 thi tot nhat khong chia K, , thi nd
khong chi chita K, ma hon thé nita n6 con chira mét s6 ban sao cua K, .

Trong bai viét nay ta s& khong trinh bay lai chiing minh cho khang dinh trén, xem thém trong bai viét
“Pinh ly Erdbs:Stone”, ma s€ chi van dung két qua phu nay @€ kiém lai tinh ding dan cua két qua 12.
Chirng minh ket qua 12.

Dau tién bang cach ddt r = y(F), ta co nhan xét rang T, , (n) khong chira F nhu mét d6 thi con; trong
trudng hop nguoc lai, bang cach t6 mau cac dinh cua do thi F trong khdi A bang mautha i (A,..., A la
cac khéi phan hoach cua tap dinh cua T,_;(n) va chi ¢ canh ndi gitra cac khoi khac nhau) nén ta thu dugc
mot (r—1)- mau thyc sy cua F, diéu ndy mau thuan véi su kién y(F)=r.

Tur phan tich trén ta suy ra rang ex(n,F)>t, ,(n).

n

2
A
—lD (rz j va két hop véi cong thic tinh gisi
r_

Béng cach tinh toan tryc tiép ta thu duoc t,, (n) > @
ex(n, F) 1

=
han lim r-1 =1, ta nhan duoc két qua liminf >1—

n—w n n—o n r_l )
r-1 2

Mat khéc, v6i moi & >0 cho trudc, gia st f :V (F)—[r] 1a mot r—mau thyc sw cua F vaky hiéu s la
kich thudc caia 16p mau 1én nhat trong phép td mau nay, hay noi cach khéc 1a sé Iwong cac dinh ¢6 mau duoc
str dung nhiéu nhét. Hién nhién F 1a mot @6 thi con cua K, (s). Bang cach ap dung két qua 13 ta suy ra

2
Vi moi n du I6n, néu d6 thi G c6 n dinh c6 nhiéu hon (1_%“?}% canh thi G chira K, (s) nhu mét
r_

A . A . A - eX n’ F 1
do thi con va do d6 cling s€ chita F nhu mdt d6 thi con, nén IlmsupM <l-—+e¢.

n—>oo n r-1
2

Do khing dinh trén dung véi moi ¢ >0 nén bang cach chuyén qua gigi han ta thu duoc




Iimsupex(n’F)<1

exink) 1
n—o n B r—ll
2

Két qua céc két qua trén ta nhan dugc didu phai ching minh.

Két qua 12 da giai quyét co ban duoc cau hoi 6 cho tat ca cac @6 thi F v6i y(F)=r =3 nhu sau:

Néu mat do canh cua G (6 cac canh cuia d6 thi chia cho sé tat ca cac canh ndi cac dinh ciia d6 thi) nho
hon 1—(1/(r —1)) thi G c6 thé khdng chira F nhu mot d6 thi con. Nhung néu mat o canh I6n hon
1-(1/(r—1)) thi chdc chin rang G s& phai chira do thi F .

Truong hop x(F)=2, céu hoi 6 dén nay van con 1a mot bai toan mé. Mot trong s6 cac truong hop riéng
cua né chinh 1a gia thuyét Erdés-S6s c6 ndi dung nhu sau.

Gia thuyét Erdds-Sos. Cho trudce k =1 va mot cdy T véi k canh. Néu do thi G ¢ n dinh va m canh véi
m>(k-1)n/2 thi G chea T nhu mét dé thi con.
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