binh ly Hall va wng dung
Truong Phudc Nhan, 14/12/2018
Bai todn hon nhan.
Cho truéc n chang trai va mot s6 ¢6 gai. Biét rang mot nhom k chang trai bat ky trong d6 thi quen véi it
nhét k cd gai (1<k < n),
Khi d6, diéu kién can va du dé t chirc dam cui tap thé sao cho mdi chang trai cudi mot cd gai ma minh
quen.

Dinh Iy 1 (Pinh ly Hall dang tap hep)
Gia sir cO n chang trai. Goi A,,i=1,...,n, latap cac co gai ma chang trai thtr i quen, A, = ¢, Vi=1,2,...,n.

Khi d6, diéu kién can va da dé ton tai (a,.a,,....a,) € A x A, x...x A, sa0 cho a, #a, v6i moi i = j lavai

moi chi 86 i,,i,,...,i, thudc {1,2,...,n} ta déu co ‘Al.l UA, u...uA[k‘z k (diéu kign Hall)

Mot bo (al,aZ,...,aH) nhu vay dugc goi 1a mot hé dai diégn phén biét (system of distinct representatives
hodc transversal ) cho hé tap hop (A,,A,....,A,), viét tit 1a SDR, phan tir a, € A, duoc goi 1a dai dién cua
A,,i=1,.,n.Nhu vy mot hé tap(A,, A,....,A, ) ton tai mot SDR khi va chi khi n6 théa man diéu kién Hall.

Chitng minh bang ngdn ngir tip hop.
Ta s& chia phép chirng minh thanh hai phan.
Chiéu thuan.
RG rang néu hé (A,,A,,...,A,) c6 mot SDR thi hé (A,,A,,...,A, ) thoa man dicu kién Hall.

That vay, voi moi k {1,2,...,11}, do a, eAil,..., a, € Aik nén a, #a, Voi s#t.

Do do, a,,a, ,....a, <A VA U..UA :>‘AI.1 VA, u...uAik‘z k.
Chiéu dio.

Gia sirhé (A, A,.....A,) théa man diéu kién Hall.

Bang cach bo di mot s6 phan tir thugc mdi tap A, sao cho diéu kien Hall van dugc théa man.

Khi d6, ta thu duoc hé toi gian (B,,B,...., B, ) van théa man diéu kién Hall, véi B, = A, . (Hé toi gian duoc
hiéu theo nghia néu nhu bo di mot phan tir tir mot tap B, nao d6 trong hé thi diéu kién Hall khéng con dugc
thoa mén).

Do h¢ (C,.C,.....C,), C,={a,},C, ={a,},...C, ={a,} V6i a, #a; Vi= j,théa man dicu kién Hall nén moi
thanh vién trong hé tdi gian (B,,B,....,B, ) s& c6 toi thieu mot phan tir.

e Ta chung minh |B|=1,Vi=12,...,n.

That vay, khdng mét tinh tong quat, gia sir con tap hop B, chia hai phan tir phan biét 12 x,y.

Khi d6, theo dinh nghia h¢ tdi gian thi hai hé (B, \{x}.B,.....B,) va (B, \{y}.B,.....B,) s& khdng con thoa

man diéu kién Hall.
Dan dén ton tai hai tap chi s6 P va Q sao cho néu dat

x=(8\ ()0 Jva v =(s \{y})u[g&j

thi ta c6 |X| <|P|+1,

Y|<[o]+1=|P[z|x].|o[> Y|

e Mit khac XuY:Blu{ U Bl.j, U B cxuy.

iePUQ iePUQ

Din dén | X UY|>|PUQ|+1, [XNY|=|PNQ|.




® Do d6 |P|+|0| = |X|+|Y|=|X nY|+|X UY|=|P Q| +|PUQ|+1=|P|+|0|+1, v Ii.
Vay [B|=1Vi=1,..,n.
e Nhan thiy rang céac tap B. d6i mot khdng giao nhau.
That vay, gia st B, ={x}, B, ={x} thi theo diéu ki¢n Hall ta phai c6 1=|B, UB,[22,Vvo ly.
Do d6, mdi tip B, ={a;} V6i a, #a; khi i = j.
Khid6 a, € B, c A voi a, #a, khii=j.
DPinh 1y dugc chang minh. O

Tu dinh ly Hall vira chirng minh ¢ trén ta thu duogc hai hé qua tha vi sau:

Hé qua 1.
Chohé (4,),i=1,2,...n, la céc tap con cua X thoa man

1) |A|=m, véimoi i=12,..n;
2) M&i phan tr cua X c6 mit dang m lantrong (4,),i=12,...,n.
Khi d6, hé (A,),i=1,2,...,n, c6 mot SDR.

Chitrng minh.
Xéttp A UA U..UA ,1<i <i,<..<i,<n.Domditap A c6 k phantirnéntip A UA U..UA

c6 tong cong k.m phan tir (& diy dém theo nghia: mdi phan tar duoc dém lap vai s6 1an xuat hién caa nd trong
k tap hop trén). Do mdi phan tir cia X ¢6 mét dang m lan trong (4,),i=1,2,...,n, nén mdi phén tir cua S c6

km _

mit khong qua m lan. Do d6 ‘Al.l UA U.LUA |2 =k.

m
Ap dung dinh Iy Hall, hé (A,),i=1,2,...,n, c6 hé dai dién phan biét.

Binh Iy Hall nhan manh dén diéu kién ton tai hé dai dién phan biét. Néu ta bo qua cach phat bicu bang ngon
ngtr chang trai va c6 gai thi noi dung chinh yéu caa dinh ly néi 1én rang:

“Cho trudc mot tap hop X va ho cac tap con X, X,,....X, cua X.

Khi dé, diéu kién can va du dé ho cac tap con (X,,X,,....X, ) c6 mot SDR la hop cua bat ky & tap con
(k=1,2,...,n) cua ho déu chira it nhat & phan ti.”

Mat khac, néu biéu dién cac chang trai, hay mdi tap con, la céc diém trong X con cac co gai, hay moi phan
tu, 1a cac diemtrong tap Y .

Mot diem x trong tap X duoc noi voi mot diem y trong tap Y néu cb gai y quen chang trai x,
hay phan tir y nam trong tap x.

Khi d6, ta nhan dugc mé hinh d6 thj ludng phan G(X,Y,E).




Mot ghép cap tir X dén Y 13 mot tap hop céc canh sao cho khéng cé hai canh nao chung nhau dau mat.

Mot ghép cap duoc goi 1a hoan hao khi nd c6 thé néi tat ca cac dinh tir X dén Y (luu y rang khéng can
phai tat ca cac dinh cua Y), tc 12 ton tai mot don anh tir X dén Y .

Mot do thi ludng phan c6 thé c6 nhiéu cach ghép cap hoan hao.

Pinh ly 2. (Pinh Iy Hall dang d6 thi)

Cho do thi ludng phan G(X,Y,E). Véi mdi tap con A< X, ky hiéu N(A) la tap céc dinh thudc ¥ ké véi
Mot dinh nao do thuoc A.

Khi d6, diéu kién can va du dé ton tai mot don anh f: X —Y sao Chof(x) la mot phan tir nao do6 trong ¥
ké v6i x 1a [N(A)|2]|A VD= AcX.

Chitng minh bang ngdn ngir anh xa.

Ta tien hanh phép chirng minh theo cac budc

e Gia siranh xa f la don anh.

Khi do6, véi mdi tap A ={x,,x,,....x, }, tdp N(A) s& chira cac phan tir phan biét f(x,),...,f(x,) trong ¥ ma
mdi phan tir nay s& ké vai mot dinh thuoc A

Do do, [N(A)[=r=|A]

Dieu kién can ching minh. ‘

e Ta chiing minh diéu kién da bang quy nap.

Khi [X|=1, hién nhién.

Gia sir dinh Iy ding v6i moi tap dinh X ma | X|<n.

Xét tap dinh X ma |X|=n, xay ra hai truong hop:
> Voimoitap Ac X (A=X), [N(A)>]A]
Chon phan tir x, bat ky thuoc X .
Tur gia thiét ta co ‘N({xo})‘ >1néntontai y, e¥
Dat f(xo) =Y,
Xéthaitap X' =X \{x,}.Y' =Y \{x,}.
Khi d6 1dy A X' tuy y, ki hiéu N'(A) la tap cac dinh thuoc Y’ ma cac dinh ndy ké véi mot dinh
nao do cua A.
Néu y, & N(A) thi [N'(A)|=|N(A),

ny e VX

L
X e . { ‘1 )

; \ ® ,
Pid \ ®
N
N

~ /| L4 Y.'

~ I \
Y e ) | L . °

\ AT °
‘ W88 T N(A)

con néu y, € N(A) thi |[N'(A)|=|N(A)|-1.
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Do d6 ta co [N'(A)| 2|N(A)|-1>|A|-1=|N"(A) 24|

Do X' = X nén theo gia thiét quy nap, ton tai don 4nh f: X' — Y’ saocho f(x) ké x, véi moi xeX'.
Bang cach bo sung thém f(x,) =, ta thu dugc don dnh f: X —Y thoa man yéu cau dinh Iy Hall.

> Tontai AcX(A=X)ma|N(A)=|A|.

Khi d6, do |A| <|X|, 4p dung gia thiét quy nap ton tai don 4nh f: A — N(A).

bat X'=X\AY' =Y\N(A).

Bay gio ta lay tip B X' va N(B) latap cac dinh thuoc ¥’ ma méi dinh ké véi mot dinh nao do
thuoc B.

Néu
Do d6 ta phai ¢6 |N(B)| 2 |B|, véi moi tap B< X'

Theo gid thiét quy nap, ton tai don énh g: X' —Y' saocho g(x)eY’ kévéi xe X'

Nhu vay, ta cé thé xay dung don énh 4: X —Y sao cho i(x)=f(x),Vxe A

va h(x):g(x),VxeX\A. O

N(B)|<|B| thi [N(AUB)|=|N(A)|+|N(B)|<|A|+|B|=|Aw B|, mau thuin véi gia thiét bai toan.

Tir dang db thi cua dinh Iy Hall ta suy ra:

Hé qua 2.
Cho G =(X.Y,E) lamot do thi ludng phan.

Néu ton tai s6 nguyén duong k sao cho véi moi dinh x € X va moi dinh yeY thi d(x)>k, d(y)<k
(d(t) labac cua dinh ¢). Khi d6 ton tai mot cach ghép cap hoan héo tir X dén Y .




Chirng minh. ‘
Xét A la mét tap con gom céc dinh thuoc tap X .
Khi d6 6 it nhat k|A| canh ni cac dinh trong A.(hién nhién cdc dinh con lgi nam trong R(A)cY)

Do méi dinh trong R(A) duoc néi véi nhiéu nhat 1a & canh.
Do d6 trong R(A) c6 it nhét |A] dinh, hay |R(A)[=]4].
Ap dung dinh ly Hall ton tai mot cach ghép cap hoan hao tir X dén Y .

Mot s6 ng dung cua dinh ly Hall vao cac bai toan t6 hop.

Dinh ly Sperner.
Gia sir S 1 ho tap Sperner c4c tap con cia {1,2,...,n}, nghia lanéu A,BeS va A= B thi AZB va B£A.

n

5| < EJ

Khi 4o,

Chitng minh. o
bé chang minh dinh i Sperncer ta can bo dé sau:
Bo dé 1.

Gid s A,A,,...,A, la cac tap con chira k& phan tir phan biét cua tap {1,2,...,n}, véi k > EJH.

Pit B={Bc A :|B|=k-1},1<i<m.
Khi d6, {B.B,.....B,} c6 mdt SDR.

Chitng minh bé dé 1.
B¢ chung minh khang dinh cta b dé, theo dinh Iy Hall, ta chi can ching minh [B U B, U...UB,|>m.

C6 tong cong k.m phan tir trong B, LB, U...uUB,, do mdi tap B, cd k phan tir va mdi phan tir dugc tinh véi
s6 lan xuat hién trong mdi tap hop.

bit e={i:BeB}={i:BcA}.

Do cac tp A, chra k& phan tir phan biétva [B|=k—1nén n>k—1+|e].

Pé don gian ta s& sir dung hinh v& minh hoa dé giai thich lai két qua vira chi ra ¢ trén nhu sau:
Ay

<

(Do tap B c6 k—1 phantirva B < A, nén A, con chinh xac mot phan tir x, ¢ B, tuong tu tap A, con chinh
X4c mot phan tir x, ¢ B vatap A, con chinh xac mot phan tir x, ¢ B vv...Hon nita, x, # x, (néu khong

Ay

A =A), X, #X,,X, # X,,..., tt ca c4c phan tir cua B Va x,,x,,x;,...deu thudc vao tap {1,2,...,n}.)




Do szJ 1 néntasuyra le|<k.

km

Do do |BuB,U...UB,|>=—=m.

B dé duoc ching minh. 0
Ching minh dinh Iy Sperncer.

Pt k =max{|A]: AeS}, néu k> EJH, dat {A.A,....A,} ={AeS:|A|=k}.

Theo b6 dé 1 vira ching minh & trén, ton tai cac tap phan biét ¢(A, ) (1<i<m) sao cho ¢(4 )< 4,
va |o(A ) =k-1.
Khi do, trong S, néu ta thuc hién thay thé cac tap hop A, bai cac tap hop ¢(4,)(1<i<m) twong tng, chiing

ta s& nhan dugc mot ho tap Sperncer S'méi sao cho |S'|=|S|, VA e S":|A|<k-1.
Al< FJ
2

Ctr tiép tuc qué trinh ndy, chdng ta s& nhan dugc mot ho tap Sperncer S* sao cho ‘S‘ =|S|,vAeS":
Bay giodat 7 ={{1,2,...n}\ A: AeS"}.

Khi d6, T ciing 1a mét ho tap Sperner va |T|=|S

, hon nira VAeT:>|A|zEJ.

Do d6 1ip lai quéa trinh trén cho T va cudi cing ta nhan duoc ho tap Sperncer T sao cho ‘T‘ =|T| =S| va hon

nira VAeT" :>|A|:EJ.
n
Vay ho tap T" s& chaa nhitng tap hop ¢6 s6 lugng phan tir bang LSJ, do d6 ‘T‘ < FJ .
2
n
Tir day ta nhan duoc |S|< V J :
2

Dinh Iy dugc chung minh. m



Tiép theo ta sé& trinh bay mot tng dung cua dinh Iy Hall vao khao sat Iy thuyét cac ma tran song ngau nhién,
mét d6i twong toan hoc mang tam quan trong to 16n trong céc ang dung.

M6t ma tran vudng duoc goi 1a ngdu nhién kép néu cac phan tir trong ma tran déu khéng &m va téng céc sd
trén mdi hang va trén mdi cot bat ky déu bang 1.

M6t ma tran hoan vi 1a mot ma tran vudng thoa man céc sé trong ma tran hoac 12 0 hoac 12 1 va mdi dong
hoac mdi cot chi ¢6 duy nhat mot sé 1.

Mot t6 hop 16i caa cac vecto v,,...,v, 1a mot to hop tuyén tinh o, +...+ o v sao cho cac hé sé o, la cac sb

khong amva o, +...+a, =1.

Pinh Iy Birkhoff. Mot ma tran ngau nhién kép 1a té hop 15i cua cac ma tran hoan vi.

Chirng minh.

Dé chuan bi cho ching minh cua dinh ly Sau day ta s& minh hoa lai thuat toan duogc st dung
Birkhoff bang dinh 1y Hall dau tién ta s& lién két  trong chang minh cua dinh ly Birkhoff cho ma tran
ma tran ngau nhién véi mot d6 thi ludng phan ngau nhién kép

nhu sau: dong tha i trong ma tran 1a mot diém i 7 5
« t thr A A L 0 =

trong tap X, cot thar j trong ma tran la mot 12 12
diém j trong tap Y ; diém i cuatap X duoc ndi 11 1
véi diém j cuatap ¥ néu phan ti x, ndm ¢ M, = 6 2 3
dong ther i va cot thr j 1a sé duong. 1 1 1
Tiép theo ta c6 mot két qua phu quan trong sau: 4 2 1

Bo dé 2. , i
Do thi ludng phan lién két véi ma tran ngau
nhién kép c6 mot cap ghép hoan hao.

Chirng minh bo dé 2. ‘ X
Ta sé chitng minh khang dinh bang phuong

phap phan ching, gia st khdng ton tai mot cap

ghép hoan hao.
Khi d6 theo dinh ly Hall, ton tai mot tap con A

cac dinh ctia X vatap R(A) céc dinh trong

Y (mdi dinh trong R(A) néi véi it nhat mot dinh Y

trong A) ma |R(A)[<|4].

D6 thi ludng phan lién két véi ma tran M, la

Bay gio taxéttong > x, , nghiala tong Khi o, { } lamat cap ghép hoan hao
ieA.jeR(4) clia d6 th1 nay nén ta gach chan CAC SO X,5,X,,,%;, Nhu
cua tat ca cac s6 nam ¢ giao cua mot dong trong  sau:
A vamot cot trong R(A). 7 5
e Néu ta tinh theo cac dong trong A thi do tat ca 12 0 12
cac so khac 0 déu nam trong cac cot thudc vao 111
R(A), dira theo dinh nghia ctia ma tran lién két. 5 2 3
Dodo, > x,=|A], domatran langu I L1
icA,jeR(A) e
= A z A A A 5 z A 5 4 2 4
nhién kép nén tong tat ca cac phan tu trong |A| J o
dong bang |A|. s 1
TR . t .z .z Matranhoanviliénkéetla =1 0 O|vao,=—.
e Mit khéc, néu tinh theo cac cot ta thay tong tat 01 0 6

ca c4c phan tir trong c4c cot thudc vao R(A)




nho nhat bang x, , do cac s6 khdng thugc
icA,jeR(A)
cac dong thuoc A~Ia khéng am. 7 ,

Do ma tran la ngau nhién kép nén tong cac so
trong c4c cot thugc vao R(A) bang véi ‘R(A)‘

Tir d6 ta nhan
dugc Y x,<|R(A)<]A]= Y x,, vOly.

ieA,jeR(A) ieA,jeR(A)
Chirng minh dinh Iy Birkhoff.

Ta chirng minh dinh 1y Birkhoff theo cac budc
sau:

e Ta chirng minh bang quy nap theo so lugng
cac s6 khac 0 trong ma tran. Goi M, 1a mot ma
tran kép ngau nhién. Theo bo d¢ 2, do thi ludng
phan lién két véi n6 c6 mot cap ghép hoan hao.
Gach dudi tat ca cac so lién két vai cac canh
trong ghép cap do. ‘

e Bay gio ta gach chan chinh xac mot phan tu
trong mdi dong va mdi cot. Goi o, 1a s bé nhat
trong cac sb duoc gach chan va P, 1a ma tran
hoan vi ma cac sé 1 nam & vij tri cac sé duoc
gach chan.

e Néu o, =1 thi tit ca cac s6 dugc gach chan
déu bang 1, theo dinh nghia ma tran kép chta
cac s6 <1 va a, 1as6 nhé nhét lai bang 1.

Khi d6, M, = P, la m¢t ma tran hoan vi.

e Néu o, <1 thi khi d6 ma tran M, —a,,P, 12
mot ma tran c6 cac phan tir khdng am, tong cac
phan tur trén dong va trén céc cot déu bang
1-a,. Bang cach chia mdi s6 trong ma tran nay
cho 1-a, trong M, —a,F, ta nhan dugc mot ma
tran ngau nhién kép M,.

Khi d6 ta c6 thé viét M, =a, P, +(1—o,)M,,
trong d6 M, la mot ma tran ngau nhién va hon
nita N6 c6 sb cac phan tir khac 0 it hon hian M, .

Bang cach &p dung gia thiét quy nap ta thay
rang ta co thé biéu dién lai M, duéi dang
M =o,P,+..+0a, P voéi P,P,...,P lacac ma
tran hoan vi va o, P, +...+a P, 1a mot to hop 16i.

Khi do
M, =0, P +(1—a,)o, P +...+(1-0,)a,P,
voi P,P,P,

0> 12729

., P la cac ma tran hoan vi

Do vay ta cé

)

NN | W

5|w TS ’5‘|w

D6 thi ludng phan lién két véi ma tran M, 1a

Khi do, {(1,1),(2,2),(3,3)} la mot cap ghép hoan hao

cta do thi nay.

Bing cach Iap luan twong ty nhu trén ta thay rang ma

1 0

1

tran hoan vi lienkétla P =0 1 0|va 0‘1:%-

0 0
Do vay ta cé

1 3
M, :—3(M1 __Pl):

Khi do, {(1,3),(2,2),(3,1)} la mot cap ghép hoan hao

cua dd thi nay.
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Nhan thay rang ching tao thanh mot to hop 16i
cua matran M, do o, >0,(1-0,)o, >0 va
ddng thoi

+(1—0c0)0c1 +..+(1-ay)a,

=oc0+(1—a0)(oc1+...+ocn)

Lap luan twong ty nhu trén ta thay rang ma tran hoan vi
0 0 1

lienkétla B=|0 1 0|vaa,=2
1 00

Do d6 ta nhan duoc

-1 M, =—
3
7

Do vay M, = P, la mot ma tran hoan vi.
bao nguoc lai cac tinh toan ¢ trén ta nhan dugc

=a,+1-a, (

. 100
Mz—;sz:O 0 1
10

ocP+( )
:%g+j@
M, =, +(1-a,)M,
577237
S S piltp

=—P+—
100" 10° 10°
M0=0c0P0+(1—0L0)M1

:lP()—i_é 3P1+1P2+ip3
6 6\10 10 10
— R+ R+ RsP

6
M, =< B4R P4 R
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