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1. Định nghĩa và các tính chất cơ bản 

    Cho trước ma trận  , 1,..., ; 1,...,i j i n j m
A a

 
  n m  với các phần tử nằm trên một vành . Permanent của ma 

trận A  là một hàm nhận giá trị trên vành  được xác định bởi hệ thức 
1

1

1

,...,

...per
n

n

j nj

j j

A a a  , trong đó tổng 

được lấy trên tất cả các chỉnh hợp chập n  của m  chỉ số phân biệt cho trước. Nếu m n  thì tổng trên được 

lấy trên tất cả các hoán vị của các phần tử 1,2,...,n  và khi đó permanent của ma trận có dạng tương tự như 

định thức của một ma trận vuông về mặt hình thức.  

    Sau đây là một số tính chất cơ bản của permanent có dạng tương tự về mặt hình thức với định thức: 

    (1) Nếu ma trận A  cấp n m   với n m  có chứa một hàng gồm toàn số 0 thì perA . 

    (2) Thực hiện phép toán nhân một hàng nào đó trong số n hàng của một ma trận A  cấp n m  n m  với 

một phần tử c  biến perA  thành perc A . 

    (3) Việc đổi chỗ các hàng và các cột của một ma trận A  không làm thay đổi permanent của nó; nói cách 

khác, nếu 
1π  và 

2π  lần lượt là các ma trận hoán vị bậc n  và m  thì  1 2per perπ Aπ A . 

    (4) Ký hiệu ijA  là ma trận thu được từ ma trận A  bằng cách xóa đi hàng thứ i  và cột thứ j , còn ijA  là ma 

trận thu được từ ma trận A  bằng cách thay thế phần tử ija  bởi 0. Khi đó per per perij ij ijA A a A  .  

     Thật vậy, hệ thức trên thu được bằng cách phân các số hạng trong công thức tính perA  thành hai lớp  sao 

cho một lớp gồm tất cả  các số hạng có chứa phần tử ija  và lớp kia chứa tất cả các số hạng còn lại. Tổng tất 

cả các số hạng chứa ija  bằng perij ija A  còn tổng còn lại thì bằng per ijA .  

     Hệ thức vừa nêu thường được gọi là khai triển của permanent theo phần tử ija . 

     (5) Nếu 
1
,...,

kij ija a  là các phần tử khác không của hàng thứ i  thì 
1

per per
v v

k

ij ij

v

A a A


 . 

     Hệ thức trên được gọi là phân tích của permanent theo hàng thứ i . Nó thu được bằng cách áp dụng liên 

tiếp khai triển của permanent theo các phần tử.   

     (6) Đặt  1 1,..., | ,...,r sA i i j j  là ma trận con của A  được xác định bởi giao giữa các hàng được đánh số 

1,..., ri i  và các cột được đánh số 1,..., sj j ;  1 1,..., | ,...,r sA i i j j  là ma trận thu được từ A  bằng cách xóa đi các 

hàng 1,..., ri i  và các cột 1,..., sj j .  

     Khi đó, với ,r s n r m s    , ta có 

                                              
1

1 1 1 1

,...,

,..., | ,..., ,..., | ,...,per per per

s

r s r s

j j

A A i i j j A i i j j  , trong đó tổng được lấy 

theo tất cả các tổ hợp chập s  của m  phần tử 1,...,m . 

     Hệ thức này thường được gọi là công thức khai triển Laplace của permanent.      

      

     Cho A  là một ma trận vuông khối với các khối vuông 1,..., kA A  nằm dọc trên đường chéo chính còn tất 

cả các phần tử khác của ma trận A  đều bằng không, ký hiệu  1,...,diag kA A A . 

     Từ công thức khai triển Laplace cho permanent ta suy ra 1...per per per kA A A . 

     Như vừa trình bày ở phần trên, permanent có một số tính chất tương tự với định thức nhưng ta cần lưu ý  

là trong trường hợp tổng quát hệ thức det det detAB A B  không đúng cho permanent. Điều này có nghĩa 

rằng khác với khái niệm định thức, permanent của một ma trận với các hàng hoặc các cột phụ thuộc tuyến 

tính có thể không cần bằng không.  

 

2. Phương pháp tính permanent 

     Trong mục này ta nêu ra một số ví dụ cho phương pháp tính permanent của các ma trận vuông sở hữu 

một số tính chất đối xứng đặc biệt. Tính đối xứng này cho phép ta chuyển bài toán tính permanent về dạng 

đơn giản hơn hoặc thiết lập hệ thức truy hồi để xác định giá trị của permanent.  

 

 



2.1. Permanent của tổ hợp tuyến tính của hai ma trận hoán vị 

     Cho 
1φ  và 

2φ  là các hoán vị bậc n  và 
1π  và 

2π  là các ma trận hoán vị tương ứng với 
1φ  và 

2φ .  

     Khi đó ma trận 
1 2απ βπ , trong đó ,α β  là các số thực, là một tổ hợp tuyến tính của các ma trận 

1π  và 

2π . 

     Ta sẽ chứng minh rằng  

                       1 2

1

per
i i

k
l l

i

απ βπ α β


   , trong đó 
1,..., kl l  là độ dài các chu trình của hoán vị 1

1 2φ φ . 

    Giả sử hoán vị 1

1 2φ φ  có dạng     
1 2

1

1 2 1 1 1,..., ,..., ... ,...,
kl l lφ φ a a b b c c   và xét hoán vị               

1 21 1 1

1 1 1 2

... ... ... ...

1 ... 1 ... ... 1 ...

kl l l

k

a a b b c c
ψ

l l l l n l n

 
  

    

    Dễ dàng kiểm tra được rằng     1 1

1 2 1 1 1 21,..., 1,..., ... 1,...,kψ φ φ ψ l l l l n l n       . 

    Ký hiệu π  là ma trận hoán vị tương ứng với hoán vị ψ  và đặt 
1 1

1 2π π π π π
  .    

    Khi đó:    1 2per perαπ βπ αE βπ   , trong đó  1,...,diag kπ π π  với 
iπ  là ma trận hoán vị cấp il  

tương ứng với chu trình  1,..., il , 1,...,i k  còn E  là ma trận đơn vị.   

     Do đó:    1 2 1,...,per perdiag kαπ βπ A A  , trong đó iA , 1,...,i k , là ma trận vuông cấp il  có dạng  

                                                                       

0

...

0

i

α β

α β

α β
A

α β

β α

 
 
 
 

  
 
 
  
 

. 

     Khai triển per iA  theo phần tử nằm ở góc dưới bên tay trái ta nhận được per
i il l

iA α β  , 1,...,i k . 

     Tóm lại,    1 2

1

per
i i

k
l l

i

απ βπ α β


   . 

2.2. Permanent của tổ hợp tuyến tính của ba ma trận hoán vị 

     Cho C  là ma trận hoán vị tương ứng với chu trình c  bậc n  với  1,...,c n . 

     Xét tổ hợp tuyến tính 2

nQ αE βC γC   , trong đó , ,α β γ  là các số thực và E  là một ma trận đơn vị. 

     Ta sẽ chứng minh rằng, với 3n  ,  2

1 2per
n n n nαE βC γC r r α γ      , trong đó 1 2,r r  là các phân biệt 

nghiệm của phương trình 2 0x βx αγ   . 

     Đặt 

0

...

0

pern

β γ

α β γ

α β γ
D

α β γ

α β

 
 
 
 

  
 
 
  
 

.  

      Khai triển nD  theo hàng đầu tiên, ta nhận được hệ thức truy hồi sau 1 2n n nD βD αγD   .  

     Đây là một phương trình sai phân tuyến tính hệ số hằng với phương trình đặc trưng 2 0x βx αγ   . 

     Do đó, 1 1 2 2

n n

nD C r C r  , trong đó 1 2,r r  là các nghiệm của phương trình 2 0x βx αγ   . 

     Các hệ số 1C  và 2C  được xác định từ điều kiện ban đầu 0 11,D D β   và do đó ta tính được  

                                                                        1
1

r
C

μ
 , 2

2

r
C

μ
 , với 

2 4 0μ β αγ   . 



     Do đó,  1 1

1 2

1 n n

nD r r
μ

   , trong đó 
1

2

β μ
r


  và 

1
2

β μ
r


 .  

     Khai triển  2
per αE βC γC   theo ba phần tử khác không bắt đầu từ phần tử nằm ở góc dưới cùng bên 

tay trái, ta nhận được hệ thức truy hồi sau 

                                                        2

1 22per
n n

n nαE βC γC βD αγD α γ       . 

     Thay 
nD  bởi biểu thức tính được vào khai triển của  2

per αE βC γC   ta nhận được khẳng định ban 

đầu.  

Lưu ý: Trong trường hợp 0μ  , ta tính được   1 2
n

nD n β   và bằng phương pháp tương tự ta cũng có 

thể xác định được biểu thức tính của  2
per αE βC γC  .  

 

3. Đánh giá permanent 

3.1. Đánh giá cho permanent của các ma trận không âm 

     Từ công thức Ryser và bất đẳng thức Bonferroni suy ra rằng với mọi ma trận không âm  ij n n
A a


 ,  

ta luôn có                                                        
11

per

n n

ij

ji

A a


  . 

     Đánh giá vừa nêu là rất thô và trong một số trường hợp nhất định ta có thể cải thiện đánh giá trên.  

     Nhắc lại rằng một ma trận không âm  ij n n
A a


  được gọi là irreducible nếu như không tồn tại một ma 

trận hoán vị π  sao cho 
1 21

30

A A
π Aπ

A

  
  
 

, trong đó 1 3,A A  là các ma trận vuông nào đó. 

     Từ Định lý Perron – Frobenius, ma trận không âm A  có một giá trị riêng dương r  là một nghiệm đơn 

nào đó của phương trình đặc trưng và vector riêng  1,..., nx x x  tương ứng với r  có tất cả các thành phần 

là các số thực dương. 

     Điều này có nghĩa rằng T TAx rx . 

     Khai triển hệ thức trên ta suy ra rằng 
1

n

ij j i

j

a x rx


 , 1,...,i n . 

     Bằng cách lấy tích các phương trình trên, ta nhận được 
11 1

n nn
n

ij j i

ji i

a x r x
 

  . 

     Từ định nghĩa của permanent 
1

1

1

,...,

...per
n

n

i ni

i i

A a a  , ta suy ra được đánh giá sau 

                                                                
11 1

per

n nn

ij j i

ji i

a x A x
 

  , với mọi số thực dương 1,..., nx x .  

     Kết hợp hai kết quả vừa thu nhận được ở trên ta suy ra rằng per
nA r . 

     Nếu ma trận irreducible A  là song ngẫu nhiên thì 10<perA , vì một ma trận song ngẫu nhiên thì luôn 

có giá trị riêng dương bằng 1, và chặn trên của đánh giá đặt được cho các ma trận hoán vị.  

 

3.2. Đánh giá cho permanent của các (0,1)ma trận 

     Trong phần này của bài viết ta nêu ra các đánh giá cho chặn trên và chặn dưới của các (0,1)ma trận dựa 

vào tổng các phần tử trên các hàng của nó. 

     Đầu tiên ta đưa ra một chặn dưới được đề xuất bởi Minc. 

     Xét một (0,1)ma trận A  sao cho 
1

0
n

ij i

j

a r


  , 1,...,i n . 

     Khi đó,  
1

max ,0per

n

i

i

A r n i


   . 

     Thật vậy, ta chứng minh đánh giá trên bằng phương pháp quy nạp theo n . 

     Với 0nr  , đánh giá là hiển nhiên. Nếu 0nr  , không mất tính tổng quát ta có thể giả sử rằng 1nja   với 

1,..., nj r .  



 

     Khai triển perA  theo hàng cuối cùng và sử dụng giả thiết quy nạp theo n  ta nhận được 

                                            
1

1 1 1

| max 1,0per per

n nr r n

i ij

j j i

A A n j r a i n


  

        

                                                                              
1

1 1

max ,0
nr n

i

j i

r i n


 

    

                                                                              
1

max ,0
n

i

i

r n i


   . 

      

     Tiếp theo ta sẽ chỉ ra một chặn dưới cho các (0,1)ma trận cũng được đề xuất bởi tác giả Minc nhưng chỉ 

được chứng minh chặt chẽ bởi nhà toán học Bregman: 

                                                                       
1

1

!per i

n

r
i

i

A r


 .   

     Để thực hiện được điều vừa trình bày ở trên ta cần đến hai kết quả phụ sau: 

Bổ đề 1. Với mọi số thực không âm 1,..., qv v  ta luôn có   1 11
... ...

1 1... ...
q q q

v v v v vv

q qv v v v q
   

   , trong đó ta đã 

quy ước rằng 00 1 . 

Chứng minh. Thật vậy, bất đẳng thức   1 11
... ...

1 1... ...
q q q

v v v v vv

q qv v v v q
   

    cần chứng minh tương đương với 

đánh giá 
1 1 1 1... ... ln ... ln

ln
q q q qv v v v v v v v

q q q

      
 

 
. Tính đúng đắn của kết quả này là một hệ quả đơn 

giản từ tính lồi của hàm lny x x . 

 

Bổ đề 2. Cho  ij n n
A a


  là một (0,1)ma trận và S  là tập tất cả các hoán vị s  bậc n  sao cho  ,

1

1
n

i s i

i

a


 . 

     Khi đó, 
perA

i i

s S

r r


 , 1,...,i n , 

                       
 |

: 1

| |
per

 

per per

ij

A i j

s S j a

A i s i A i j
 

  , 1,...,i n .  

Chứng minh. Hệ thức thứ nhất suy trực tiếp từ định nghĩa của permanent. 

     Với hai chỉ số ,i j  bất kỳ, ta có     : , 1, |perijs s i j a s S A i j    , nên do đó  

    
 

  
 |

: 1 : : 1

| | |
per

   

per per per

ij ij

A i j

s S j a s s i j j a

A i s i A i j A i j
   

     . 

     Trở lại với vấn đề ban đầu, ta sẽ chứng minh khẳng định bằng quy nạp theo n . 

     Với 1n  , đánh giá là hiển nhiên.  

     Đặt  |perk ikv a A i k  với mọi chỉ số k  sao cho 1ika  . 

     Áp dụng Bổ đề 1 cho iq r  vào vế phải của hệ thức sau  

   

 
: 1

|

: 1

|
 

per

per

 

per per

j aij

ij

A i j

A

j a

A A i j





 

  
 
 
 , 

     ta nhận được đánh giá                   
 |

: 1

|
perper per

 

per per

ij

A i jA A

i

j a

A r A i j


  . 

    Áp dụng Bổ đề 2 ta nhận được       |
per

per per
A

i

s S

A r A i s i


 . 

    Để thực hiện đánh giá   |perA i s i  ta sẽ cần đến giả thiết quy nạp. Ký hiệu kr  là tổng các phần tử của 

hàng thứ k  của ma trận   |A i s i , khi đó 
 

 

,

,

1 , 1,

, 0.

 

      

k k s i

k

k k s i

r a
r

r a

 
  



 

     



    Áp dụng giả thiết quy nạp ta nhận được      
 

 
 , ,

1 1

1

: 1 : 0

| 1 ! !
  

per k k

k s i k s i

r r
k k

k i a k i a

A i s i r r

   

   . 

    Bằng cách lấy tích theo vế với vế đánh giá trên khi 1,...,i n  và đổi thứ tự tính tích giữa k  và i , ta được 

     
 

 
 , ,

1 1

1

1 1 : 1 : 0

| 1 ! !
  

per k k

k s i k s i

n n

r r
k k

i k i k a i k a

A i s i r r

     

     . 

     Với k  bất kỳ và s S , 
  ,

: 0 kk s i
i a n r   , 

                                            
  ,

: 1 1kk s i
i a r   , i k . 

           

     Từ phân tích vừa nêu ta thu nhận được 

                                               
1 1

| ! 1 !per

k

k

n n n r

r
k k

i k

A i s i r r


 

   .  

     Mặt khác, bằng cách lấy tích theo vế với vế của hệ thức     |
per

per per
A

i

s S

A r A i s i


  khi cho 1,...,i n  

và sử dụng đánh giá       
1 1

| ! 1 !per

k

k

n n n r

r
k k

i k

A i s i r r


 

    ta thu được  

                                                     
1

!
per

per k

n n
n A

r
k

s S k

A r
 

 . 

     Do perS A  nên từ đánh giá trên ta cũng nhận ra rằng    
1

!

per

per

per k

A
n n

n A
r

k

k

A r


 
  
 
  

                                                                                                     
1

1

!per i

n

r
i

i

A r


  . 

Nhận xét:  

     Bằng cách áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta dễ dàng chứng minh được  
1 1

!
2

i
ir

i

r
r


 .  

     Thật vậy,  
 1

1

11 1
!

2

i

i

r
i i

r
i

ki i

r r
r k

r r


  .   

     Do đó, 
1

1

2
per

n
i

i

r
A




 .                                                                                                                                                                                       
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