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1. Hoan vi véi cac vi tri cam va da thic xe

Xeét cac tap khac réng X,, X,,..., X, ={12,..,n} vaky hiéu S, 1 tap cac hoan vi véi do dai bang n.

Pat P(X,, X,,... X,)={o €S, |o(i) ¢ X,,i=1,2,..,n}, tdp X, duoc goi la vi tri cim cia o (i), céc
hoan vi thuoc P (X, X,,..., X,,) goi la hoan vi véi cac vi tri cm tuwong Gng véi hé (X, X,,..., X,).

Dé dé hinh dung, ta nhan xét rang mot hoan vi o € S, thi twong dwong véi mot cach sap dit n con xe
trén ban c& vua kich thuéc nxn ¢ céc toa do (i,0(i)) (danh sb cac cot va céc dong bang cac s6 1,2,...,n tir
tréi sang phai va tir trén xudng dudi, (x,y) biéu dién toa do ciia 6 nam & cot thr x va hang ther y) , hién
nhién o (i)# () néu i j nén s& khong c6 2 con xe ndo an nhau.

Khi do, ta hinh dung mdi o € P(X,, X,,..., X, ) tuong Gng v&i mot cach dat n con xe Ién ban co nxn
sao cho khong c6 hai con ndo n nhau va con xe nam & cot thir i thi khéng dugc phép dit vao céc 6 vudng
c6 toa do thuoc tap M, ={(i,x)|x X, }, cac vi tri M, duoc goi 12 vi tri cAm (hién hién M; "M =@ V6i
1#j).

Goi A latap cac cach sap xép ma con xe & cot thir i duogc dat vao vi tri cam.

Ap dung nguyén Iy bao ham — loai trir ta c6 duoc két qua sau:

P(Xp Xgee X,)| =[S - [A WA L..UA]
==Y JAl 3 [ANA| - () [ANA NN A]

Bay gio ta sé tién hanh thu gon biéu thic tinh cia [P (X, X,,.... X, )|, la s6 cach dat k con xe Ién

ban c& nxn sao cho mdi con xe d&u nam & vj tri cdm, quy woc r, =1.

Khi d6 > A NA nLAA =R (n-K)L

I<ip<ip <..<ig <n

=3 (-1) , (n—k)!.

Do do,

(X1, Xy X, )

Nhu vy, diéu quan trong 14 tinh dugc cac so r, .
Véi muc dich tinh r, , ta dua vao khai niém da thirc xe nhu sau:

Cho ban c& C kich thuéc nxn va miéncon B C. Gia sir 1, (B) lasé cach ddt k quan xe 1én B sao
cho khong c6 2 quan nao an nhau. Khi do, ham sinh R Z I B x“ duoc goi 1a da thuc xe cia bang

con B, quyuéc r,(B)=1.
Sau day 1a mot s tinh chat quan trong cua da thire xe thuong duoc sir dung:

Két qua 1. Ry (X) =Ry, (X)+XRs_, (X), trong @6 A [a mdt 6 vudng tity ¥ ciia mién con B, B\A la mién
thu dugc tir B khibo di 6 A va B—A [a mién nhan dugc tir B bang cach x6a di hang va cot chira 6 A .

Chang minh. i )

That vay, khi sap xép k quén xe Ién mién B, trong d6 ta da ¢6 dinh 6 A, thi c6 hai truong hop xay ra:

Trwong hgp 1: O A dugc sap mot quan xe. Khi do, doi vai k —1 quén xe con lai ta khdng thé sap cung
hang hodc cling cot voi A . S6 cach sap xép trong truong hop nay 13 r,_, (B-A).

Truong hep 2: O A khong duoc sip quan xe ndo. Khi d6, dbi voi k quan xe c6 thé sip trén mién B\A.
S6 cach sdp xép trong truang hop nay 1a 1, (B\A).

Tong hop cac phan tich trénta suy: r, (B)=r, (B\A)+r,_,(B—A).

Tur day ta dé dang suy ra két qua véi ham sinh.




Két qua 2. Ry 5 (X) =Ry (X)Ry (), trong @6 B va B' la hai mién khdng c6 hang nao cung va cot nao
chung, con BUB’ 13 mién bao gdm tét ca céc 6 vubng cia B va B'.

Chirng minh.
That vay, vi B va B’ la hai mién khong co hang nao chung va co6t nao dung nen mdi cach sip dat i quan
xe lén B va j quan xe Ién B’ s& (g v&i mdi cach sap dat i+ j quan xe [én mién BUB', véi i, j > 0.

Vivay, 1, (BUB')= > r,(B)r,(B’). Tir diy, nhan dugc két qua dudi dang ham sinh.

1
i+j=k

2. Ung dung ciia da thic xe

Bai toan 1. (Derangement problem) Tim s6 céc hoan vi o € S, sao cho o (i) =i véi moi i=12,.., n

Loi giai. Bai toan tuong dwong voi viéc tim so cac cach sap xép cac quan xe 1én ban cd nxn véi mién cam
chinh 1a dwong chéo ciia ban co: B={(1,1),(2,2),...(n,n)}.

R6 rang mién nay c6 thé dugc xem nhu 1a phan hoach thanh n 6 vudng d6i mot khdng cliing hang va cling
cot. Da thirc xe cua mdi 6 nhu vy 13 Ry (X)=1+x.

Ap dung Két qua 2,tacé Ry =(x)=[R,(x)] =(1+x)". Suyra rk(B):(:j.

Ap dung bai toan hoén vi véi c4c vi tri cAm, ta thu duoc céng thic tinh s6 cac hoan vi o € S, thoa mén

n n _ k
diéu kién bai toan: D, =" (~1)" (nJ(n—k)!z n!zu
k0 k =

Bai toan 2. (Melnage problem) Tim sb cach sip xép n cip ¢ dau, chd ré vao mét ban tron 2n chd
(n>2) sao cho cac cd dau, chd ré ngoi luan phién nhau nhung khong xay ra trueong hop chu ré ngoi bén
canh cd dau caa minh.

Loi giai. Dau tién, ta sdp n c6 dau ngoi vao ban sao cho gitta hai ¢o dau de trong mot ghe danh cho mot chd
ré nao do. So cach Sap Xep nhu vay bang 2n!.
Trong mdi cach sip xép cac co dau, danh sé ho theo chiéu kim dong hd 1an lwot 1a 1,2,...,n. Ghé tréng

bén phai c6 dau,thu i ta danh s61ai. o .

Bay gio, ta xep cac chd ré vao n ghé trong nay sao cho théa mén yéu cau bai toan.

Gia str chd ré cia 6 dau thtr i duoc sap vao ghé s6 o (i) e{L,2,...,n}.

Khid6 o(i)=#i,i+1(modn).

Ta cho twong &ng mot hodn vi o € S, (n>2) nhu vay véi mot cach sip dat cac quan xe 1én ban co nxn
voi mién cam la: B, ={(11),(2.2),...,(n,n),(12),(2.3),....(n—1,n),(n,1)}.




Ap dung Két qua 1, doi véi mien 6 vudng B, khi bo di 6 (n,1) ta dugc mien S, néu xoda di dong va cot

chira 6 ny ta dugc mién S, . Khi do: R, =R (X)+XRg ().
V6i mién S, ta loai di 6 (1,1) dwgc mién T, loai di hang va cot chira 6 nay thu duoc mién S . Tuong
twta nhan dugc: R, =R; (X)+xRs (X).
V6i mién T, ta loai di 6 (1,2) thu dwgc mién S, loai di hang va cot chira 6 nay thu dwgc mien T, ;.
Khido: Ry =R, (X)+xR; (x).
T c&c quan hé truy hoi trén, ta rit ra duoc: Ry (X)=(2x+1)Ry (X)+x*Ry_ (X) véimei n=23....
Vi cac truong hop dau tién, ta tinh dugc R, (X)=1+4x+2x%, Ry (X) =1+6x+9x* +2x°.
Két qua cudi cung, ta tinh dugc (ding ham sinh hoic da thirc dic trung):

n 2n (2n-k
RB"(X)ZZZn—k( K jxk'

k=0

Ap dung bai toan hoan vi véi vi tri cim, ta c6 s6 cac hodn vi ¢ € S, théa man diéu kién la
2n—k

0, =32 o Jo-i

k=0
Day 1a sb cach sap xép n chl ré vao n vi tri tréng nhu da danh sb.
Codng thuce tinh so6 cach sap xép cac ¢b dau va chu ré thoa man dieu kién bai toan la:
. « 2n (2n—k
2n!>» (-1 n—k)!
P [ LY
Tai liéu tham khao:
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