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Truong Phuéc Nhén, 30/07/2018

Két qua. (de Bruijn-Erdds) Cho F 1a mot ho cac tap con caa mot n—tap X . Gia sir rang hai tap bt ky
thugc F déu co chung chinh xac mot diem. Khi d6 |F|<n.

Dau “=" xay ra cho mot trong cac trudng hop sau:

a) bang cach danh sd lai cac diém va cac tap néu can, F = {A....,A}, trongdo A ={i,n}, i=1..n-1,
va A ={n}.

b) bang cach danh s lai cac diém va cac tap néu can, F = {A....,A}, trongdo A ={i,n}, i=1..n-1,
va A ={1,2,...,n-1}.

¢) ton tai mot s6 nguyén duong q sao cho n=q?+q+1, mi tap thuoc F déu cd g+1 phan tir va moi
diém nam trén chinh xac q+1 thanh vién caa F .

Ching minh. 7 ‘ . ’ 7

bau tién, ta cd thé gia sir sur rang mét tap thuoc F déu chira it nhat hai diém.

That vay, néu co mot tap thuoc F la rong thi ho F chi gom mét thanh vién duy nhat. Néu F chira mot
tap don, ta tam gia str 1a {n}, thi tat ca cac tap con lai thuoc F déu chira n, va hai thanh vién bat ky cua ho
F s& chi giao nhau tai n; nén cé thém téi da la n—1 tap khéc thuoc ho F , truong hop ho F ¢6 chinh xéac
n thanh vién chinh 1a truong hop a) cua khang dinh.

bong thoi, ta cling c6 thé gia su rang X ¢ F ; trong truong hop nguoc lai thi chi cé toi da 1a mot tap khac
thuoc F, d6 chinh la mét tap don.

Bay gio ta di vao y chinh cia chirng minh, nhung ta can dén mot thu thuat nhoé nhu sau:

Néu |F|>n thi c6 mét ho con ciia F c6 chinh xac n thanh vién.

Ta s& khao sét ho méi ndy va chi ra rang khdng thé b6 sung thém thanh vién méi vao né ma van thoa man
cac yéu cau cua gia thiet.

Do dé, khong lam mat tinh tong quat, ta c6 thé gia su rang |F|=n.

bat F={A,...,A,}, hon nitra, v6i mdi i=12,.., n, ta dat

B =X\A;

k =|Al;

. 1a sé cac tap thuoc F chaa i. (r, duoc goi la sb replication cia diém i)

Khing dinh 1. Néu i ¢ A, thi k; >;.

That vay, do mdi thanh vién ciia 7 ¢6 chira i giao voi A, tai duy nhat mot diém, va cac diém giao nay
déu khéac nhau.

Khang dinh 2. Cac tap B,..., B, thoa man diéu kién Hall.

That vay, néu J la mot tap con cia {1,...,n} thi B(J):=|JB, 1a mot tap gom cac diém khong dugc chira

ied

trong cac tap A, véimoi jeJ . Néu J ={j} thi B(J)=B; =X \A, =@, theo gia thiét bo sung; nén dicu
kién Hall dugc thoa mén trong truong hop nay. Néu 2<|J|<n-1 thi ‘B(J )‘ >n-1 (baivi, néu i, jed thi
moi diém déu thuoc B(J), ngoai trir diem nam trong A N A;). Néu |J|=n thi két luan 1a hién nhién.

Do do, ta tim dwoc mdt SDR cho ho (B, : | =1,...,n).

Bang cach danh s lai cac tap néu can thiét, ta c6 thé gia sir i [a mot phan tir dai dién cua B,, nén ta co
bao ham thuc i¢ A voimoi i=1..,n.

Tir khang dinh 1, tasuy ra k, > r. véimoi i=1,...,n.

Bay gio ta tién hanh dém sb céc cap (i, Aj) voi ie A,

Do moi diém i namtrong r, tap A; vamoitap A; chia k; di€ém i, néntaco Zri :ij :
i=1 j=1




Tur hai két qua trén ta suy ra dugc k, =r. véi moi i=1.., n.

Nhan thay rang dé dau “=" xay ra trong d4nh gi k; >r, thi moi diém nam trén A phai thuoc mot thanh
vién nao d6 ciia ho F c6 chira diém i

Bay gio ta xem lai chitng minh & khing dinh 2, ta nhan thay rang mot tap J la critial chi khi || =1 hodc
n—1. Néu mot tap J ={j} lacritical thi ‘Bj‘ =1, hay ‘Aj‘: n—1. Néu mét tap co kich thudéc n—1 Ia critical
thicd n—11tap A cung di qua mot diém cd dinh. Ca hai truong hop nay déu chinh 1a truong hop b) & trong
két luan cua bai toan. 7 ” ‘

Do d6, khong lam giam tinh tong quét, ta c6 thé gia sir rang khéng c6 tap J nao la critial ngoai tre J =
hoac J ={1...,n}.

Nhu vy, tir phép chieng minh cua dinh Iy Hall ta suy ra rang véi moi cach chon céc tap B; ta déu co the
chon ra tir mi tap nay mot diem lam phan tir dai dién cua n6.

Bay gio, gia st X,y 1a hai diém bét ky thusc X .

Ta s& chizng minh rang c6 mot thanh vién cua F chaaca x va y .

That vay, trong truong hop nguoc lai, bang cach danh sé lai cac thanh vién cua F néu thay can thiét, tap
A chira y nhung khong chira x. Do d6 B, chia x , va ta c6 thé gia sir rang x Ia phan tir dai dai cua tap B,
nay. Nhur da chi ra o trén thi moi diém nam trén A, trong d6 c6 ca diém y , phai thugc mot thanh vién nao
do cua ho F c6 chira diem x. ‘ S ,

NOi mot cach khac, tir gia thiét ban dau cua bai toan, hai diém bat ky nam trén duy nhat mét thanh vién
cuaho F. ‘ 9 ‘

biéu khang dinh trén chi ra rang khdng thé c6 mot ho F véi nhicu hon n thanh vién.

That vay, trong trudng hop nguoc lai, ta cling sé chon ra mot ho con cua F gom n thanh vién thi ho nay
sé phai thoa mén khang dinh vira dugc chirng minh ¢ trén. Néu A la mét thanh vién khac, khéng phai la mot
tap don, va X,y € A, thi c6 mot tap A nio d6 trong sé n thanh vién ban dau chiraca x va y, nén A va A
c6 it nhat hai diém giao chung, diéu ndy mau thuan gia thiét dau bai.

Gia st ton tai hai diém X,y sao cho r, =, .

Khi d6, mot thanh vién bat ky cia F s& cha it nhat mot trong hai diém x va vy .

Gia st z la mot diém khéc, khdng mét tinh tong qua, ta co thé gia st r, # r, (ta cd thé thay x boi y néu
thay can thiét), va ta cling thay rang mot thanh vién bat ky cua F s& chira it nhat mot trong hai diem x va
Z . Nhung Iuu y rang chi c6 duy nhat mét thanh vién, tatamgoi la A, chiraca y vaz. Do d6, moi thanh
vién khac A déu chira x, ddy chinh 1a truong hop b) néu trong khing dinh cua bai toan ban dau.

Do d6, ta c6 thé gia sir rang r, 1a hang s6, tatam ky hiéu r, = q+1.

Bay gio, tir khang dinh 1, tasuy ra |A|=q+1 v6i moi AeF.

Chon mét diém x cb dinh thi ta s& tim duoc chinh xac q+1 thanh vién cua ho F cung chira x , mi
thanh vién nay chira thém q diém khac cua X va khong cé diém nao trong s cac diém nay bi tring lap lai.

Do d6, n=1+(q+1)q=q°+q+1.
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