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1. Pai s6 tuyén tinh trén cac truong hiru han

Dau tién ta s& nhc lai mot két qua quen thuoc vé diéu kién ton tai clia cac trueong hitu han:

“Ton tai mot tru:ong hitu han vai q phan tir khi va chi khi g phai 1a lity thira cia mot s6 nguyén té

Dong thoi, néu mot truong nhu vay ton tai thi nd 1a duy nhét, theo nghia sai khac nhau mot phép dang
cau. Ta thuong goi trudng nay la trudng Galois bac g va ky hiéu la GF(q).

Trong céc tinh ton truyén thong, ta thudng xét trén cac truong nhu truong sé thuc hoic trudng sb hiru ty
hoac truong s6 phic. Tuy nhién, trong khudn kho caa bai viét nay ta s& lam viéc trén céc truong hitu han.

Dinh nghia vé hé doc 1ap tuyén tinh, hé sinh, co s&, khong gian con, cdng thic tinh sé chiéu

dim(U nW)+dim(U +W)=dimU +dimW ,
phép biéu dién cac anh xa tuyén tinh bang cac ma tran, hang, ... déu duoc hiéu theo nghia thong thuong.

Cac phép bién doi trén hang va ma tran bac thang thu gon ciing dugc dinh nghia twong tu nhu theo truyén
thong. Nhung do ching ta sé& stir dung dén chiing kha nhiéu trong bai viét nay nén & day ta s& phac thao lai
nhitng nét chinh vé chung.

C6 ba loai phép bién d6i so cap trén cac hang cia mot ma tran:

e nhan mot hang vai mot vo hudng khac khong;

e cong boi cua mot hang véi mot hang khac;

e d6i chd hai hang.

Cac phép bién doi nay khong lam thay d6i tinh doc 1ap hoac tinh phu thudc cua cac hang cua ma tran.

No6i cach khac khong 1am thay d6i khéng gian hang, khéng gian con sinh bai cac vector hang cia ma tran.

Mot ma tran A=(a ) duoc goi la ma tran bac thang thu gon néu ba diéu kién sau thoa man:
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e v6i moi hang cho trudc ciia ma tran A hozc hang nay bang 0 hoic phan tir dau tién khac khong cia nd
bang 1 (phan tir 1 nay dwoc goi la phan tir dan dau);

e V6i moi i >1, néu hang thir i khac khdng thi hang thir (i—1) ciing nhu vy, va phan tir dan dau cua
hang thtr (i—1) nam phia bén trai phan tir din dau cua hang thir i ;

e néu mot cot chira phan tir dan dau caa mot hang nao do thi tat ca cac phan ta khac cua né phai bang 0.

Bay gio tir dinh nghia trén ta suy ra rang:

Vé6i moi ma tran cho trudce ta déu c6 thé dua vé dang ma tran bac thang thu gon bang cach &p dung lién
tiép cac phép bién dbi so cap trén hang; va hon nita dang ma tran bac thang thu gon nay 1 duy nhét.
2. Céc hé sé Gaussian

Bay gio ta s& xem xét mot sé két qua co ban thuong gap khi khao sat cac khéng gian vector trén trudong
hiru han.

Ky hiéu V (n,q) 1a mot khng gian vector n chiéu trén truong GF(q).

Két qua 1. Sb cac vector trong khong gian V (n,q) bang q".

Chitng minh. Béng cach chon mét co s¢ ndo d6 trong khong gian V (n,q), ta ludn c6 thé thé dién cac vector

bang cac bd n phan tir dugc tao thanh tir cac phan tir cua GF(q); do d6 c6 g" vector.

. n . .
H¢ so Gaussian LJ dugc dinh nghia 1a s6 cac khéng gian con k chiéu cua khéng gian V (n, q).
q
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Két qui 2. Mq (¢ -1)(d 1).-(a-1)

Chirng minh. Dau tién, ta nhan thay ring s6 cac hé doc lap gom k vector trong V (n,q) bing

(a"-12)(a"~q)(a" —a"").

That vay, mot hé doc lap gom k vector khi va chi khi khong c6 vector ndo niam trong khong gian con sinh
béi mot trong sé cac vector con lai. Do dé, vector thir nhat ta ¢6 thé chon bat ky, ngoai trir vector khong, c6

q" —1 cach chon; vector thtr hai khong dwoc nam trong khéng gian con 1 chiéu sinh bai vector thir nhét, ¢6




q" —q cach chon;....; vector thir i khong duoc ndm trong khdng gian con (i—1) chiéu sinh bai cac vector
truéc nd, ¢6 q" —q'* cach chon. Két hop céc tinh todn nay ta nhan duoc khang dinh trén.

Tiép theo, ta nhan thiy ring mot khéng gian con k - chidu s& duoc sinh ra bai mot hé doc lap gom k
vector nao do trong V (n, q) va hé vector nay dong vai trd 1a mot co s ciia nd, Iuu ¥ rang khi ta cho trudc
mot khdng gian con U thi khéng gian con nay c6 thé ¢ rat nhiéu co sé. Nhung that may man, tir cach tinh
s0 hé doc lap ¢ trén thi ta nhan thay rang @é tinh s6 cac co s& trong mot khéng gian con k - chiéu ta chi can
thay n baoigiatri k.

Do d6, s6 cac khéng gian con k - chiéu bang

(0" -2)(a"-a)-(a"=a"") _(a"-1)(a"*~1)-(a"*-1)
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Nhan xét.

e Nhan thay rang so cac khdng gian con k - chiéu cia V (n,q) bang véi s cac ma tran bac thang thu

gon cap kxn trén truong GF(q)sao cho khdng c6 hang nao gom toan 0. Diéu nay cung cap cho ta mot

n
céach giai thich khéc cho cdng thuc tinh LJ :
q
e Néu ta xem hé s6 Gaussian nhu 1a mot ham theo bién thuc ¢, trong d6 ta giit ¢4 dinh cac s6 nguyén n
va k, thi:
(a"-1)(a"* =1)..(a"**~1) n(n-1)..(n—k+1)

Lii‘lmq:m (a-1)(a"*~1)--(q-1) (-4 :@

trong tinh toan trén ta da ap dung két qua co ban lim 9 - lim =—.
g1 q —1v Hopltal q-1 bq b

Chinh vi nguy@n nhan ndy ma cac hé sé Gaussian ciing thudng duoc goi 1a cac “g- analog” cua cac hé sd
nhi thac.
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Cach giai thich théng qua ngdn ngir ma tran cung cap cho ta nhiéu tinh chat quan trong cho cac hé sb
Gaussian.
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Chitng minh. Xét cac ma tran bac thang cap k ><(n +1) sao cho khong c6 hang nao gom toan 0.
Ta phan cac ma tran thanh thanh hai 16p: 16p thir nhat gdm cac ma tran c6 phan tir dan dau cua hang tha
k nam trén cot thir (n+1); 16p thir hai gdm cac ma tran con lai. L6p thir nhét twong tmg véi cac ma tran bac

. . . n X
thang cap (k —1)>< n sao cho khéng c6 hang nao gom toan 0, nén 16p thir nhat chaa { J ma tran . Moi
~ g

phan tir thudc I6p thir hai twong dwong véi mot ma tran bac thang thu gon cdp kxn sao cho khdng c6 hang
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nao gom toan 0 va mot cot do dai k co cac phan tir bat ky; do co LJ cach chon ma tran va g* céach chon
q
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cot nén Iép thir hai cha g LJ ma tran. Tir day ta suy ra dicu phai chieng minh.
q

Nhén xét. Tur hé thirc vira chitng minh & trén ta thu lai dugc hé thuc truy hdi cho cac hé sé nhi thie khi

g=1. Tuy nhién, khdng giong vaéi hé thirc truy hoi cho cac hé so nhj thire, nd khong doi xing.

. n n
Keét qua 4. = .
|:k:|q |:n_k:|q

Chitng minh. Khang dinh trén duoc suy ra tir tinh dang cau gitta khong gian con k chiéu V =V (n,q) va
khong gian d6i ngdu (n—k) chiéu V" cua V .




Két qua 5. (Pinh ly g -nhi thiic)
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Véi n>1, ﬁ(l+q‘t):zn:q 2
i=0 k=0

Chirng minh. Ta chiing minh bang phuong phap quy nap theo n.
Véi n=1, khang dinh I& hién nhién.
Gia stir khang dinh da dugc kiem ching véi moi so6 nguyén nho hon n.

Khi do, 1:[(1+qit):{n(l+qt)}(l+q”t) [Zq kzl{ ltk](1+q”t).
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Tir déy ta suy ra didu phai ching minh.
Nhan xét. Cho q =1, ta nhan lai dugc dinh ly hé s6 nhj thirc.

Két qua 6. S6 cac ma tran vudng cap n khong suy bién trén GF(q) bang (q"-1)(q"-q)..(a"-q"*).

Chirng minh. M6t ma tran vudng la khong suy bién khi va chi khi cac hang ciia ma tran nay 1a doc lap tuyén
tinh. Str dung cach lap luan nhu trong két qua 2 ta thu duoc diéu phai chirng minh.

Cha y rang tap cac ma tran vudng cap n khdng suy bién lap thanh mot nhom, nhoém nay duoc goi 1a nhém
tuyén tinh tong quat GL(n,q). Két qua vira chirng minh & trén cung cap cong thuc tinh cap cua nhém nay.
3. Hinh hoc xa anh
3.1. Pinh nghia va céc tinh chit co ban

Dinh nghia cua hinh hoc xa anh hién dai c6 vé kha ky la cho nhitng ai méi bat dau hoc vé nd. Trong bai
viét nay ta s& thuc hién mot s6 khao sat don gian dé xem n6 dén tir dau.

Mot trong nhitng muc tiéu ma mot hoa si mong mudn dat duoc 1a tao ra mot buc tranh trén mit phang
gidy 2-chicu c6 anh huong dén ngudi xem xap xi nhur canh vat 3-chiéu ma né mo ta. Trong thoi ky phuc
hung ¢ chau Au, cé4c hoa si da bat dau tlep can van dé toan hoc nay. Bé tién can van dé nay, ta ly tuéng hoa
cac yéu td xuat hién bang cach xem mat cua hoa si 1a mot diém va xem diém nay nhu 1a goc cua mot hé toa
do trong khong gian 3 chiéu. Nguoi hoa si nhin thay vat thé khi c6 mot tia sang tir vat thé téi mét anh ta. Néu
mot vat thé khac duoc nhin thay boi mot tia sang cung phuong sé Xuit hién & cung vi tri.(trén thyuc té, cac vat
& gan hon s& che di cac vat thé con lai). Do do, cac diém cua khong gian duoc cam nhan boi hoa si co thé
duoc dong nhit véi cac tia di qua goc toa do.

Ngudi hoa si mudn thé hlen khong gian theo cam nhan cuaa anh ay trén mot mat phang. Anh ay dung Ién
mot “mdat phang anh” 7z, hién nhién khong thé di qua mét caa anh dy. Mot tia sang tir vat thé di dén mit cua
ngudi hoa si s& gap mat phang « tai mot diém; diém nay sé duoc dung dé biéu din tia ndy, cu thé hon né
biéu di&n c4c vat thé ma tia sang do6 1a dwdng ngam. Mé rong mat phang anh z ra v han theo moi huéng ta
nhan dugc mot mat phing toan hoc. Nhan xét thém rang ngudi hoa si chi ¢ thé cam nhan duoc cac vat nim




& mot bén cua mat phing z', mat phang 7 nay di qua gbc toa do biéu dién cho d6i mat cua hoa si va song
song véi mat phang 7.

Vé mit toén hoc, ta c6 thé thay céc tia bai cac dudng thing di qua gdc toa do, mé rong tia theo ca hai
hudng (luu y y réng viéc nay chi la khao sat Vé mit todn hoc chir nguoi hoa si khong c6 doi mét ¢ sau dau cua
anh dy dé c6 thé cam nhan duoc cac vat nam & phla sau anh ta). Vi cach qui uéc nay ta nhan thiy moi
duong thing di qua gbc toa do déu duoc biéu dign boi duy nhat mot diém trén mat phang anh z, ngoai trir
cac dudng thang nam trong 7’ (cac dudng thing ndy song song véi 7). Mot ¥ tudng toan hoc quan trong
duogc goi ra ¢ day do chinh 13 str dung mot diém & ngoai mat phang z dé biéu dién cho cac dudng thang
trong khdng gian, diéu ndy goi ra y tuong vé mot mat phang xa anh thyc.

Do d6, mot mat phang xa anh c6 thé dugc cho theo hai cach: mat phang anh z va mot diém nam ¢ bén
ngoai nd, hoac tat ca cac duong thang di qua gbc toa do (tap cac khong gian con 1 chiéu) trong khong gian 3
chiéu R®. Cach biéu dién thir hai c6 mot bat loi d6 1a cac “diém” ciia mat phang xa anh 1a cac duong thang
chir khéng phai 1a cac diém ma ta thuong quan niém, nhung lgi thé ¢ day 1a tat ca cac “diém” déu gidng
nhau.

Cho truéc mot duong thang L trong R® khong di qua gbc toa do, tap cac duong thang ndi cac diém cua
duong thang L vai goc toa do quét ra ra mot mat phang; mat phang nay giao véi z theo mot dudng thang,
ngoai trir cac duong thang nam trén z'. P6 chinh 1a dugce nguoi hoa si dung dé biéu dién duong thang L.
NGi cach khac, theo cach mé ta thir hai, mot duong thang trong mat phang xa anh la mot khéng gian con 2
chiéu cua IR®, duong thang xa anh tuong tng voi 7' thuong duoc goi 1a duong thang vo cuc. Mot diém tha
vi & day @6 1a hai duong thang trong khdng gian xa anh lubn c6 giao véi nhau; chang han, néu L, L’ 1 hai
duong thang trong khdng gian 3 chiéu song song véi nhau va khdng song song véi mat phang z thi khi biéu
dién ching trén z chung giao nhau tai mot diém, diém nay nhan duoc bang cach vé qua goc toa d6 mot
duong thang song song vai L va lay giao voi mat phang 7.

Cac phan tich vira trinh bay & trén cung cap cho ta nhitng goi ¥ quan trong tién hanh cac khao sat tong
quét hon.

Khong gian xa anh n chiéu trén mot truong F , ky hiéu bsi PG(n, F), duge dinh nghia 1a mot khong
gian vector (n+1) chiéu V =V (n+1 F). Cac diém ctia khdng gian xa anh la cdc khong gian con 1 chiéu
cua V ; cac duong thang la cac khdng gian con 2 chiéu; ... Bé tranh sy, ta s& st dung thuat ngir k - phang
trong hinh hoc Xa dnh dé biéu dién mot khdng gian con (k +1) chiéu.

Tuy vay, mot sb tinh chat quen thudc caa hinh hoc thong thudng van duoc théa mén trong hinh hoc xa
anh, vi du nhu:

a) Hai diém phan biét bat ky nam trén duy nhat mot duong thang.

b) Hai duong thang phan biét nam trong chinh xac mot mat phang.

CAc tinh chét néu trén duoc suy ra tir cac két qua co ban vé dai s6 tuyén tinh.

Véi a), hai diém la cac khdng gian vector con 1 chiéu va ching sinh ra mot khdng gian vector 2 chiéu.

Vi b), hai duong thang la cac khong gian vector con 2 chiéu U, va U, ; chdng giao nhau tai mot diém c6
nghia 1a dim(U, "U, )=1 nén dim(U, +U, ) =3, diéu d6 c6 nghia 1 hai dudng thang nay sinh ra mot mat
phang.

Sau cling la mot tinh chét th(i vi ma ta da dé cap dén & trong phan phan tich:

©) Hai duong thang bat ky cling nam trong mot mat phang thi ludn cat nhau
(Bing chu:ng cho khing dinh nay duoc suy ra bang cach dao cac lap luan trong chirng minh cua tinh chat b),

chti y rang dim(U, +U,)=3 nén dim(U, U, ) =1)
N6i cach khac, khong c¢6 hai duong thiang song song!
Néu truong F 1a mot truong hitu han GF(q) thi ta ky hiéu lai khng gian xa anh 12 PG(n,q).
Bay gio tir cac két qua co ban da dat duoc vé céc hé s6 Gaussian ta co két qua sau:

qn+l —l

K,\t ua Khon ian xa anh PG(n ) cé n+l =
etqua’. aa .q
99 ’ k q k+1

n+1 . o x. .
diém { }k-phéngvamélk-phéng
q

k+1 _ ,
T 1 siém.
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Truong hop dac biét, mat phiang xa anh PG(n,q) ¢6 q°+q+1 diém, g*+q-+1 dudng thang, mdi duong
thang chira q+1 diém, mdi diém nam trong chinh xac q+1 duong thang, hai diém bat ky nam trén duy nhat
mot dudng thang va hai duong thing bat ky giao nhau tai duy nhat mot diém.

3.2. Mit phing xa anh
Mot mat phing xa anh bac g bao gdom mottap X gom g +q+1 phan tir duoc goi 1 cac diém va mot
tap B gom cac tap con (g+1) phantircuatap X duoc goi la cdc duong thang théa mén tinh chat hai diém
phan biét nam trén duy nhat mot duong thang. 7
Mac du cach dinh nghia ta vira trinh bay hoi khac so v6i dinh nghia ta thuong diung nhung that ra ta c6 thé
chirng minh duoc rang chiing hoan toan twong duong véi nhau. ‘ ’
Do chi c6 duy nhat mot mat phang xa anh bac 1, d6 chinh la m¢t tam giac, nén trong phan sau cua bai viét
ta s€ chi gia su rang bac luén I6n hon 1. 7
Sau day la mot so tinh chat co ban cua mot mat phang xa anh

Két qua 8. Trong mot mat phang xa anh bac q, cac khang dinh sau dugc thoa man:
e mot diém bt ky nam trén chinh x4c q+1 duong thang;
e hai dudng thang bat ky cit nhau tai duy nhat mot diém:;
e c6 chinh xac g° +q+1.

Chirng minh.

Chon ¢6 dinh mot diém p . Theo dinh nghia ta suy ra mat phang xa anh nay chira chinh xac q(q-+1) diém
khéc voi diém p thoa man diéu kién mdi diém nay déu nam trén mot duong thiang di qua p ma mdi dudng
thang di qua p chira q diém khac va khong c6 hai duong thang chira diém bi tring Iip lai khac diém p nén
ta suy ra c6 chinh x4c q+1 cung di qua diém p.

Bay gio ta xét hai duong thang phan biét L, va L,, va p la mot diém thuoc L, . Khido, q+1 diém cua
L, va diém p xac dinh cho ta q+1 duong thang phan biét di qua p, nhung tir phan tich & y dau ta cling
nhan thay rang chicé q+1 duong thang phan biét di qua p nén duong thang L, phai nam trong sé cac
duong thang nay. N6i cach khac L, va L, phai cat nhau tai duy nhat mot diém.

Sau ciing, ta thuc hi¢n dém sé cac cap (p,L) véi peL, tanhan duoc |Bl.(q+1)=(g*+q+1).(q+1)
nén |B|=0q*+q+1.

Tir cac két qua tinh todn & trén ta nhan ra “nguyén Iy d6i ngau” cho mit phang xa anh nhu nhau:

Cho (X, B) la mot mat phang xa anh bac q , dat X' =8B va B'={p, :xe X} trong do
p.={LeB:xelL}.

Khi d6, (X',B') ciing 1a mot mat phang xa anh bac g .

Mot diéu kha 1y thi & day d6 1a cac diém va duong cia (X', B’) lan luot tuong (g véi cdc dudng va cac
diém cua (X,B).

Mot cau hoi tu nhién duoc dit ra do 1a: voi gia tri g nao thi tdn tai mot mat phang xa anh bac q?

T c4c phan tich & myc truéc ta nhan ra rang ludn ton tai cac mat phang xa anh bac 1a ity thira cia mot s6
nguyén to.

Két qua sau trinh bay mot tiéu chuan téng quat hon dé kiém tra khi nao thi ton tai mot mat phang xa anh
hitu han, ta chi gigi thiéu chir khdng chirng minh lai n6 ¢ day.

Két qua 9. (Bruck-Ryser) Néu ton tai mot mét phang xa anh bac n thi n=1 hoac 2 (mod 4) thi n la tong
binh cua hai s6 nguyén.

Mot véan dé khac thd vi khong kém d6 1a: 1am sao ta c6 thé nhan ra dugc cac mat phiang xa anh PG(2,q)
Vi g 14 lity thira cia mot sé nguyén t6?
That ngac nhién Ia ta cd su goi ¥ dén tir cac dinh ly c6 dién cua Desargues va Pappus.




binh ly Desargues.
Cho abc, va a)b,c, la cac tam giac trong mat phang xa anh = sao cho cac duong thang aa,,bb, va cc,

dong quy. Pt p=hc nbc,, g=ca Nc,a, va r=ahb na,b,. Khi dé, p,q,r thing hang.

binh ly Pappus 7 7 ‘ o
Cho a,b,c,d,e, f la cac diém cua mat phang xa anh z sao cho a,c,e va b,d, f lan lugt déu thang hang.

it p=abnde,q=bcnef,r=cdnfa.Khidé p,q,r thing hang.

c

f

Két qua 9. Cho truéc mot mat phang xa anh 7. Khi d6 ta ¢ cac khang dinh sau:
e 7 dang ciu véi PG(2,q) véi q 1a liiy thira ciia mot s6 nguyén té;
e dinh 1y Desargues dung trong mat phang 7 ;
e dinh ly Pappus dung trong mat phang = .

Bay gio ta nghién ciru méi lién hé giita cac mat phang xa anh hitu han vai ly thuyét vé cac hinh vuéng
Latin. Pau tién, ta dinh nghia mot cau trdc hinh hoc quan trong lién quan mat thiét tai cac khao sat cua ta.

Mot khong gian affine bac q bao gdm mot tap X gdm g? phan tir duoc goi 1a cac diém va mot tap B
gom céc tap con g phan tr ciatap X duoc goi 1a cac duong thoéa man tinh chat hai diém bat ky ciing nam
trén duy nhat mot duong thang.

Hai duong thang phan biét cua mot khong gian affine co téi da mot diém chung, khong glong véi khong
gian xa anh cac duong thang c6 thé hoan toan roi nhau. Ta goi hai dudng thang la song song néu hai duong
thang triing nhau hoic roi nhau.

Két qua 10. Trong mot khdng gian affine bac g, ta c6 cac khang dinh sau:
i) mot diém bét ky nam trén chinh x4c q+1 duong thang;
i) c6 chinh xac q(q+1) duong thang;




iii) (Tién d& song song cua Euclid) Cho mot diém p va mot duong thang L thi cd duy nhat mot duong
thing L' diqua p vasongsong véi L;

iv) Quan hé song song la mat quan hé twong duong; mdi 16p song song chira q duong thang va cac 16p
nay tao thanh mot phan hoach cua tap cac diém.

Chitng minh. Chon ¢b dinh mot diém p . Theo dinh nghia ta suy ra mét phang affiine nay chta chinh xac

g —1 diém khéc thoa man diéu kién mdi diém nay déu nam trén mot duong thang di qua diém p ma mai

duong thang di qua p chira q—1 diém khac véi q va khong c6 hai dudng thang chia diém bi tring lap lai
2

q _11 =(+1 duong thang cung di qua diém p.

khac diém p nén ta suy ra co chinh xac

Béng phuong phap dém bang hai cach tuong tu nhu ta da thyc hién doi véi mat phang xa anh ta ciing tinh

wzq(qﬂ).

Xem xét mot diém p va mot duong thang L. Néu p e L thi hién nhién L 1a duong thang duy nhat di
qua p vasong song voi chinh nd. Knéng mat tinh tong quét gia st p ¢ L, khi d6 hién nhién 1a bang céach
ndi diém p voi cac diém cua duong thang L ta nhan duoc q duong thang phan biét cing di qua p.

Mt khéc, do chi cd chinh xac q+1 duong thang phan biét cung di qua q nén ta suy ra ton tai mot duong
thang di qua p nhung song song vai dudng thang L, dpem.

~ T dinh nghia cua khai niém song song cua hai duong théng ta suy ra ngay dugc cac tinh chét phan xa va
dc}i xuang nén phan vch con lai cua ta la kieém chirng tinh chat bécacéu cua khai niém nay. Noi cach khac,
néu ta c6 hai duwong thang L,L" cung song song vai mot duong thang L thi chiing phai song song véi nhau.
Nhan xét rang khang dinh vira néu 1am hién nhién néu nhu c6 hai trong ba dwong thang nay tring voi nhau
nén khdng mat tinh tong quét ta gia st rang chung d6i mét roi nhau. Néu L va L' ¢6 mot diém p chung ta
suy ra chung cung di qua p va song song voi L”, diéu ndy mau thudn véi tién dé vé tinh song song caa

Euclid. Do d6, L va L" roinhau, dpem.
2

MJi 16p twong duong sé& chira 4. q duong thang , do mdi dudng thang chira chinh xac q diém va
q

duoc s tat ca cac duong thang bang

ching phu trén tat ca cac diém.
Nhan xét. Do c6 tong cong 1a q(q-+1) duong thing ma méi I6p song song chi can chira g duong nén ta

- I . a(g+1) _
cling tinh ra dugc s6 cac lop song song la ——~==q+1.
q

Két qua 11. Ton tai mot mat phang xa anh bac g khi va chi khi ton tai mot mat phang affine bac q.

Ching minh. Gia st (X, 5) 1a mot mét phang xa anh.

Goi L la mot duong than bat ky, dat X, =X \L va B, ={L'\L:L'eB,L =L}, n6i mot cach nom na Ia
ta x6a di mot dudng thang bat ky va bat ca cac diém nam trén duong thang doé.

Bang céach tinh toan truc tiép ta nhan ra rang c6 chinh xac (q2 +q +1)—(q +1)=0g° diémtrong X,; mdi
dudng thang méi chira (g+1)—1=q diem, do moi duong thang khac voi L giao véi L tai duy nhat mot
diém; hai diém bat ky cling nam trén chinh xac mot dudng thang. Do d6, (X, ;) 1a mot mét phang affine.

Ngugc lai, gia st (X,,5,) 1a mot mét phing affine.

Pit Y 1a tap gom tat ca cac lop song song gom trong mat phang nay.

Tatién hanh xay dung khong gian (X, B) nhu sau:

Dau tién, chon tap diém moi X latap X, UY ; khido [X|=0* +q+1.

V6i moi duong thang L e By, dat L' =L U{C} trong d6 C la I6p song song chira L ; ddng thoi xem Y
nhu mét duong thang mai.

Do do, ta xay dung dugc mot khdng gian (X, B), trong d6 B = {L* ‘Le BO} U{Y}.




Mot duong thang méi bat ky ¢6 q+1 diém, do duong thing nay dugc tao thanh tir duong L cii bd sung
thém mot diém mai va c6 chinh xac q+1 16p song song. Ta s& chi ra rang hai diém bat ky thuoc X cuing
nam trén duy nhat mt duong thang.

Ta xem xét mot so trueong hop sau:

e haidiém x,y thuoc X, ctng nam trén duy nhat mot duong thang cii nén chiing cting nam trén duy
nhat mot duong thang méi thudc loai 1;

e cho trudc mot diém x € X, va mot I6p song song C €Y , ton tai duy nhat mt dudng thang cii chira x
trong 16p song song C nén c6 duy nhat mot duong thang mai thugc loai 1 chiraca x va C.

e hai l16p song song bat ky cung nam trén duy nhat mét duong thang thuoc loai 2, duwong thang Y .

Do do, (X,B) la mot mat phang xa anh.

Qua trinh m¢ rong tir mot mat phang affine thanh mot mt phang xa anh vura trinh bay ¢ trén dugc goi la
“b0 sung thém dwong thang tai vO cyc”. Duong thang Y la duong thang tai vo cuc va cac diem cua n6 dugc
goi la cdc diem tai v0 cyc, cac diém ma tai do cac duong thang song song trong mat phang affine gap nhau.
bay ciing chinh la qua trinh bién mot “mat phang anh” thanh mot mat phang xa anh thyc.

Nhac lai mot s6 dinh nghia vé c&c hinh vuéng Latin bac n:

Mot hinh vudng Latin bac n la mot ma tran vudng cap n véi cc phan tir thuoc tap {1,2,...,n} théa mén
tinh chat mdi phan tir ndy chi xuat hién chinh xac mot lan trong méi hang va mdi cot.

Hai hinh vuéng Latin A=(a )nxn va B=(b, )nxn duoc goi 1a tryuc giao néu véi moi cap phan t (k, 1)

duoc tao ratur {1,2,...,n} c6 duy nhat mot cap gia tri i va j sao cho a; =k,b; =1.

Mot tap {A, A,...., A} cac hinh vudng Latin bac duoc goi la cac hinh vudng Latin tryc giao lan nhau
(MOLS) néu hai hinh vudng bat ky trong tap nay truc giao vai nhau.

Dé dang nhan thay rang mét tap cac hinh vudng Latin bac n tryuc giao lan nhau khéng thé c6 nhiéu hon
n—1 thanh vién,

Két qua 12. Ton tai (n—1) MOLS béac n khi va chi khi ton tai mot mét phang affine bac n.

Chirng minh. Cho trudc mot tap {Al, A, .. A} gdm cac hinh vudng Latin MOLS bac n, ta s& xay dung
mot cAu trdic hinh hoc gom céc diém va cac dudng c6 dang gan véi mot mat phang affine ta s& goi Ia
“mat phang affine b phan”.

Ta chon cac diém la cac 6 cia mot mang X kich thudc nxn xac dinh boi:

X ={(i, )i, j=1...,n}.

C6 ba lai duong thang:

a) duong thang loai 1 c6 dang {(X, j):x=1..,n} véi j lamot phan tir c6 dinh, j=1,...n;

b) dudng thing loai 2 ¢6 dang {(i,y):y =1.....n} véi i la mot phan tir cé dinh, i=1,...,n;

¢) duodng thang loai 3 c6 dang {(l i) (A, =k} voi A va k ¢odinh, m=1,...,r k=1..,n.

Hicn nhién, c6 n® diém va mdi duong thang chira n diém. 9

Ta s€ chizng minh rang hai diém bat ky nam trén toi da mét duong thang.

bieu nay la hién nhién doi véi cac duong thang loai 1 hodc duong thang loai 2; tir dinh nghia cua mot
hinh vuong Latin ta suy hai diém ctia mot duong thang loai 3 nam trén cac hang va cac cot khac nhau. Hon
thé nira, cac duong thang loai 3 duogc tao ra tir cing mot hinh vudng A 1 roi nhau. Bay gio ta xét hai
duong thang loai 3 lan luot dugce dinh nghia bsi hinh vudng A, phan tir k; va hinh vuéng A, , phan ti k, .
Nhan xét rang chiing khong thé giao nhau tai hai diém (i, j,) va (i,, j,), trong truong hop nguoc lai thi ¢
hai vi tri nay hinh vudng A va A sg lan luot c6 cac phan tir k,va k,, diéu ndy mau thuin véi tinh tryc
giao. . : : :

Bay gio ta ciing tinh dwoc rang mdi diem p nam trén chinh xac r+2 duong thang: mot duong loai 1,
mot duong loai 2, va r duong loai 3 véi mdi dudng dugc xay dung tir mot hinh vudng nao do cua
tap{A, A,.... A }. Cac dudng thang ndy chira tong cong la (r +2)(n—1) diém khac véi p.

Do d6, 1+(r+2)(n-1)<n®, hay r<n-1.




Déu “=" xay ra khi va chi khi hai diém bat ky nam trén duy nhat mot duong thang, hay noi cach khac cau
trac hinh hoc nay la mot mat phang affine. ’ .,

Nguoc lai, gia sir ton tai mot mat phang affine bac n. Tur cac két qua da nhan dugc, mat phang nay chaa
n? diém va n+1 lép song song cua cac dudng thang. Ta chon ra hai l6p song song {Hl,..., Hn} va
V...V, } gdm céc duong thang, cac duong thang nay lan luot dong vai tro 1a cac duong thang loai 1 va
duong thang loai 2. Bay gid, mot diém bat ky s& nam trén duy nhat mot duong thang H, va duy nhat mot
dudng thang V;, nén ta s& cho tuong tmg diém ndy voi b (i, j) va ciing goi (i, j) la toa do cua diém dang
Xét.

Bay gio ta xét tap {L,,..., L, ,} 1a mot 16p song song bat ky, va dinh nghia mot ma tran A theo quy tac
A, =k néuvachinéu (i, j) e L, . D& dang kiém tra dwoc rang ddy la mot hinh vudng Latin. Hon nita, c4c
ma tran thu duoc tir cac I6p song song khac nhau sé& truc giao véi nhau. Do d6 ta nhan dugc mot tap gom
(n—1) hinh vudng Latin bac n MOLS tir mat phang affine da cho.

Nhan xét. Cho trudc mot tap gdm r hinh vuéng Latin bac n MOLS, mét ciu trtc hinh hoc c6 thé duoc xay
dung nhu ta trinh bay trong phan ching minh trén. Cau tric nay chia n® diém, n(r+2) dudng thang, mdi

duong thang chira n diém, hai diém nam trén t6i da mot duong thang va ¢ r+2 16p song song. Ta ciing s&
goi day la mot “mat phang affine bo phan”.

4. Mt sb loai hinh hoc khac ‘ ‘ ’ ‘

Hinh hoc hitu han Ié} mot linh vuc rong Ién bao gom nhiéu loai hinh hoc con va tat ca déu dugc xay dung
trén cac tap hiru han bang cach s dung cac tién dé trong hinh hoc: khong gian xa anh, khdng gian affine,
khong gian bo phan,... Do do, trong bai viét nay ta chi cd thé ndi so qua thém vé hai loai hinh hoc khac co
lién quan kha chat ché voi cac khong gian xa anh. ) »

Nhu ta c6 the thay trong qua trinh khao sat c6 mot moi lién hé gitra cac mat phang xa anh va cac mat
phang affine. Mot cach tuong tu, ta cling ¢6 nhitng moi lién hé twong tu nhu trén cho cac so chiéu I6n hon.
Sau ddy ta s& n6i cu thé hon vé van dé nay, mot khong gian affine n chiéu, ky hiéu boi AG(n,q), trén
truong GF(q) la mot cau triic hinh hoc thu duoc tir khdng gian xa anh PG(n,q) bang cach loai bé di mot
siéu phang H , khong gian con c6 codim bing 1, va tat ca cac khdng gian con ndm trong d6, siéu phang bi
x0a di thuong duoc goi la siéu phang tai v cuc. o

Tuong tu nhu trong truong hop mat phang ta s€ dung mot hé toa do dé dién dat cac tinh toan. Gia st
khéng gian vector nén V (n-+1,q)bao gém cac vector véi toa do (X,,..., X,,,) ta co thé chon siéu phang tai vo
cuc c6 phuong trinh x_, =0; khi d6 tat ca cac diém hitu han déu c6 duy nhat mét biéu dién véi x_, =1, ta
gid sir biéu dién d6 1 (..., X,,1) nén ta c6 thé bicu dién diém nay béi bo n phan tir (..., X, ).

Luu y rang mot khdng gian affine AG(n, q) c6 thé dugc dinh nghia thong qua khdng gian vector
V=V (n,q)nhu sau:

Mot k — phang caa khong gian AG(n, q) chinh la mét lop ghép ctia mot khéng gian vector con W cua
V' (khai niém 16p ghép duoc hiéu theo nghia trong ly thuyét nhém cho phép toan cong cac phan tir cua
V =V (n,q) va luu y ring phép toan cong nay co tinh giao hoan).

Chang han nhu ddi véi cac diém: chi ¢ duy nhat mot khong gian con 0 chiéu 1a {0} va cac l6p ghép cua

n6 déu c6 dang {v} nén thong thuong ta thuong ddng nhét chiing véi cac vector veV ).
. 2 C - , . o.n ,|n .
Bang tinh toan tryc tiép ta nhan thay rang s6 cac k —phang 1a q"™* {k} (do cé LJ cach dé chon mét
q q

khéng gian vector con W ; q" cach dé tao ra mot 16p ghép nhung cac 16p ghép duoc tao ra tir cac phan ti sai
khéc nhau mot phan tir thuoc W thi s& bi tring lai véi nhau nén chi cé q"* céch tao ra cac 16p ghép phan
biét) va mot k —phang chira g* diém.



, \ n , o R ,
Keét qua 13. Khong gian xa anh AG(n,q) ¢6 q" diém, g"* {k} k - phang va mdi k - phang chira g* diém.
q

Tiép theo ta s& gici thiéu noi so qua vé& mot 16p hinh hoc kha thd vi duoc phat sinh trong qua trinh nghién
ctu giira cAc cau trdc hinh vudng Latin truc giao va cac mat phang affine.

Cho trudc cac s6 nguyén duong s,t, . Mot cau tric hinh hoc b phan vai cac tham sb s, t,a la mot hé
thong gom cac diém va cac dudng thoa man cac tinh chat sau:

e moi dudng thang chira chinh xac s+1 diém va mot diém bat ky nam trén chinh xac t+1 duong thang;

e hai diém bat ky nam trén téi da 1a mot duong thang (ta ciing c6 thé chirng minh duoc dé dang rang diéu
nay tuong duong véi hai dudng thang bat ky giao nhau téi da tai mot diém);

e néu diém p khong nam trén duong thang L thi c6 chinh xac o diém cua a diém cua L thang hang
v6i p (hodc néu noi theo mot cach tuwong dwong thi cé chinh xac o duong thing qua p va dong thoi co
giao vai L)

Mot nhan xét khé bo ich cho ta 1a d6i ngau cua mot cau tric hinh hoc bo phan véi cac tham s s,t,a la
mot cau tric hinh hoc bd phan véi cac tham s6 t,s,a (d6i ngau duoc dinh nghia tuong tu nhu khi ta thyc
hién cho cac mit phang xa anh). Cha y rang 1< o <min(s,¢)+1.

Mot trong nhitng nguyén nhan thiic day nghién ciu céc cau trac hinh hoc by phan 1a né bao gom nhiéu
cau trdc con hop thanh.

Sau day ta s€ xét hai truong hop dac biét:

Mot cau trac hinh hoc bo phan thoa man hé thic « =s+1 s& ¢d tinh chat hai diém bat ky nam trén duy
nhat mot duong thang .

That vay, véi p va q 1a cac diém bat ky va L 1a mot duong thang di qua q, néu L ciing dong thoi di
qua p thitir tién dé 3 va hé thuc o =|L| ta suy ra duoc rdng moi diém cua L déu thang hang véi p .

Nguoc lai, mot cdu trac hinh hoc sao cho hai diém bat ky nam trén duy nhat mot duong thang va moi
duong thang déu chira cing mot sé luong diém thi né 1a mot cau trdc hinh hoc bo phan thoa man a =s+1.
Nhitng ciu trac nhu vay bao gom: mat phang xa anh, mit phang affine, bo ba Steiner va cac do thi day du, ..

Mot mat phang affine bo phan, thu duoc tir mot ho gdm r hinh vuéng Latin bac n MOLS, la mét ciu tri
hinh hoc b phan véi s=n—1t =r -1, a=r-1 (Cacthamsd s va t la hién nhién. Bay gio, néu p la mot
diém khong nam trén duong thang L thi moi duong thang di qua p déu co giao véi L ngoai trir duy nhat
mot duong thang song song véi L).

Nguoc lai, gia st G 1a mot cau tric hinh hoc bo phan voi a=¢, dit n=s+1 va r =t +1. Ta ciing no6i
rang hai duong thang la song song néu chiing bang nhau hoic roi nhau; nhan thiy rang véi mét diém p va
mot dudng thang L cho truéc ¢ duy nhat mot duong thang L’ diqua p song song véi L. D& dang kiém
tra dwgc rang quan hé song song nay la mot quan hé twong dwong. Do moi duong thing déu chira n diém
va tir ddy ta ciing suy ra duoc rang mdi lop song song chra n duong thang (do mét duong thang khéng

thugc I6p song song niay déu c6 mot lan giao mdi dudng cua lop song song) nén co tat ca n? diém .
Do d6, G la mot mat phing affine bo phan.
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