Ly thuyét Pdlya
Truong Phude Nhan, 04/07/2018

Ly thuyet Pélya cung cap cho ta mot cong cu manh dé dém s cac vat ma co sy dbi xing nao do.
1. B6 @& Burnside ) o ‘ ) o

Trong muc ng}ly cua bai viéet ta chieng minh bo dé co sd 1am nén tang cho ly thuyét Polya. Do 1a bo dé
Burnside. B6 dé nay cho ta cdng thic tinh s6 cac qui dao ma mot nhom G tao ra khi nd tac dong 1én tap Q.
Ta ludn gia thiét rang nhdm G vatap Q ma G tac dong 1én déu la hiru han.

Téc dong cua mot nhém G Ién mot tap Q ladnh xa ¢:GxQ—Q:(g,a) > g(a) théa min cac dieu
Kién sau day:

i) (gh)(a)=g(%()) cho moi g,heG va aeQ;

ii) e(a)=a chomoi a e, ¢ ddy e la don vi cia nhém G .

Khi d6 ta cling néirang G téc dong Ién Q bang ¢ va g G chuyén a e Q thanh g(a)eQ

Tanhan xét rang néu ¢:GxQ —Q:(g,a) > g(a) 1a mot tac dong cua G 1én Q thi véi mdi g G anh
xa 0, :a+> g(a) la mot song anh, tic la 0, la mot hoan vi trén Q.

That vay, ta oo 0, (@) =0, (o) & 9()=g(a) & 97(9(a)) =g (2(2,)) & @ =0,.
Diéu d6 chung to rang 6, 1a don anh.

Vi Q la hitu han nén tr 6 1a don 4nh ta suy ra 6, cling la toan anh.

Vay 6, la mot song anh.

‘Dé cu thé hoa van dé ta s& khao sat tac dong ctia nhom cac phép ddi xang cuaa hinh vudng 1én tap cac so

d6 mau cho cac dinh hinh vudng. i )

Gia sur cac dinh cua hinh vudng co tén la 1, 2, 3, 4. Ta gan cho moi dinh nay hoac mau trang
(ky hiéu la T) hodc mau den (ky hi¢u la D). MBbi cach gan mau cho cac dinh cua hinh vuong duoc goi la mot
so d6 mau cua hinh vuong Ky hiéu tap tat ca cac so dd mau caa hinh vuong bang Q.

Giasu G latap tat ca céc ty dang cau caa hinh vudng, ¢ day ta c6 thé hiéu mot cach ndm na rang mot ty
dang cau cua hinh vuéng la mét song anh cua tap cac dinh Ién chinh n6 sao cho canh cta hinh vuéng dugc
chuyén,thanh mot canh cua chinh hinh vuong d6. Khi do G la mot nhom doi vai phép nhép anh xa. Moi tu
dang cau cua hinh vudng ciing duoc goi la mot phép doi xarng ctuia hinh vudng d6. Ta cé thé chirng minh
duoc dé dang rang nhém G tat ca cac phép di xting caa hinh vudng 1a nhém nhi dién D, . N6 c6 cap
bang 8 va bao gom 4 phép quay va 4 phép phan xa.

Bon phép quay tuong wrng véi 4 hoan vi sau cua tap cac dinh hinh vudng:
o =(1,2,3,4), phép quay hinh vudng 90°;
?=(1,3)(2,4), phép quay hinh vudng 180°;
o =(1, 4,3,2), phép quay hinh vudng 270°;
o* =e=(1)(2)(3)(4), phép ddng nhét hay phép quay hinh vudng 0°.
Bén phép phan xa twong L’rng Vai 4 hoan vj sau cua tap cac dinh hinh vudng:

Ta nhan xét rang néu a 1a mot so @6 mau cua hinh vudng thi theo ¥ nghia hinh hoc o (o) 1a mot so dd
mau ctia hinh vudng nhan duoc tir o biang cach quay né di mot goc 90°, con z(a) 1a so @6 mau cua hinh
vudng nhan duoc tir o bang cach liy ddi xang o theo truc dbi xirng thang dung cua hinh vudng.



= 3 4 == 3
Hinh v& minh hoa Hinh v& minh hoa
Mdi so d6 mau co thé dugc thé hién truc quan nhu mot hinh vudng mau hozc nhu 1a mot nh xa cua tap
cac dinh cua hinh vuong la {1,2,3,4} vao tap cac mau la {P,T}.
Bay gio ta dinh nghia anh xa ¢ cia GxQ vao Q nhu sau:
9:GxQ—>Q:(g,a) g(a) trong d6 g(a)(i) =a(g_1(i)) véimoi i=1,2,34.
Ta chiing minh rang ¢ 1a mot tac dong cia G 1én Q.
That vy, tacé e(a)(i)=a(e (1)) =a(e(i)) = a(i) chomoi i=1234.
Suyra, e(a)=a chomoi a Q.
Tiép tuc, néu g,heG thi

tiec 1a (gh)(a) =g (h(a)) cho moi aeQ.

Vay ¢ thoa man cac diéu kién i) va ii) ctua dinh nghia tac dong cua nhom Ién tap hop, tic ¢ 1a mot tac
dong cua G Ién Q.

Gia st nhom G tac dong Iéntap Q.

Ta dinh nghia

Orbg (a):{g(a)eQ|geG},
G,={g9eG|g(a)=a} chomdi acQ,
FixQ(g):{aeQ|g(a):a} cho méi g eG.
Tap Orbg () duoc goi la qui dao cia o dudi tic dong cua G . D& kiem tra thay ring G, la mot nhém
concia G. Vithé, G, duoc goi la nhdm con 6n dinh cua o dudi téc dong cua G con tap Fix,, (g) duoc
goi la tap cac diém bat dong dbivéi g €G.

Két qua 1. Vi moi a € Q ta ludn co

G,|[Orb, ()| =|G|.

Chieng minh. Ta dinh nghia 16p ké trai cia nhém G theo nhém con G, la tap con cia G ¢6 dang
XG, ={xy|yeG,}, &ddy x la mot phan tir cua G . D& thdy rang tuong tng y Vvéi Xy la twong ting
mot-mot gitra cac phan tir cia G, véi cac phan tir ciia XG, . Vivay, |G, |=|xG,| cho moi xeG.

Gia sir X, %, €G la hai phan tir bat ky. Néu xG, "x,G, #D va ze xG, Nx,G, thi z=XY, =X,Y, VOi
¥, Y, €G, ndo d6. Vivay, X =X,Y,Y;" € X,G,. Diéu d6 chung to rang cac I6p ké trai cia G theo G, hoic
roi nhau hoac tring nhau. Vi vay, nhém G phan hoach thanh céc khdi la cac 1p ké tréi ciia G theo G,,
chang han G =xG, UX,G, U..UXG,.

Theo qui tic cong, |G| =|xG,

+[%,G,|+...+[x,G,|.




Mat khéc, anh xa 0:{xG,,x,G

PERLEE!

x,G,} = Orb, (a): x,G, - x, (a) xac dinh twong (tng mot-mot giira
céc phan tir ciia tap {xG,,%,G,,....xG,} va Orbg (a).

That vay, néu 0(xG,)= H(ija) thi x (o) =x,; ().

Suyra x;'x (a)=a, tuc lax;'x, € G, nén x;'xG, =G, hay xG, =x,G,.

Vay 6 1a don anh.

Lai co, mdi g G phdi thugc mot xG, véi i €{12,.., k} nio do, vi G duoc phan hoach thanh cac khoi
xG,.Dodd g=xy véi yeG,. Vithé g (a)=(xy)(a)=x (y(oc)) =x(a).

Vay 6 ciing la toan anh, tuc 6 1a tuong tng mot-mot.

Theo qui tac twong tng mot-mot, |Orbg, ()| =|{x,G, . x,G, ..

Vivay, |G|=k|G,|=|G,||Orb, ().

Gia sir Orbg () va Orby (a,) 1a hai qui dao dudi tac dong cia G 1én Q.

Néu Orbg (o, ) NOrbg (o, ) # D va B eOrbg (o) NOrby (o, ) thi f=g(ay)=h(a,) véi g,heG .

Suy ra, h™g(a,)=a, nén Orbg (a,) = Orbg (o).

Tuong ty, ta cling ¢6 Orbg (o, ) = Orbg (@, ) va do d6 Orbg (e, ) =Orbg (a, ).

Diéu d6 chung to rang hai qui dao dudi tac dong cua G 1én Q hoic roi nhau hozc triing nhau.

Mit khéc, mdi o € Q thudc Orbg (a), Vi a=e(a).

Vay tap Q duoc phan hoach thanh cac khbi gom céac qui dao dudi tac dong cua G .
SO luong cac khoi cua phan hoach nay duoc tinh boi két qua sau day.

xG, | =k.

Két qua 2. (B6 @é Burnside) Gia sir nhom hitu han G tac dong Ién mat tap hiru han Q.

Khi d6 sb cac qui dao dudi tac dong cua G 1én Q bang %ZG“\HXQ ().
ge

Ching minh. Gia st Q,,Q,,....Q. la tat ca cac qui dao dudi tac dong cua G 1én Q. Khi d6, nhu ta da
chang minh ¢ trén, Q=Q U Q, U...uQ_ la mdt phan hoach cua Q.
Taco Y |Fix,(g)| chinh la s cac phan tir ciatap X ={(a, g) € @x G |a e Fix, (g)}.

geG

Nhung
X

{(a,g) e QxGlaeFix,(g)}
:{(a,g)eQxGm:g(a)}
:{(a,g)eQxG|geGa},

Do do,




Gia st o laphép quay (1,2,3,4) cua hinh vudng, G =(o) la nhém sinh béi o, Q 1a tap cac so do mau
caa hinh vubng véi hai mau 1a b, T.

Khi d6, vai tac dong caa G 1én Q, taco
Fix, (e) =Q,

Fix,, (o) =Fix, (0'3) = ;

L

=

(o=
]
—
1o

Fix,, (02) =

Vi vy, theo B6 dé Burnside, s6 cac so dd mau cua hinh vudng khac nhau véi su chinh xac téi cac phép
quay la
Z\leg )= 1 ;(16+2+4+2)=6.

geG

Day ciing chinh 14 sé cac cach xép 4 hat mau tring hoac mau den 1én mot vong tron, ¢ ddy hai cach xép
duoc coi la nhu nhau néu ching giong nhau sau khi ta thuc hién mét phép quay nao do.
2. Pa thirc chi so chu trinh

Gia st G lanhém hoan vitréntap X vai |X|=

Vé6i méi g eG, gia st b (g) 126 cac chu trinh d dai k cua g. Khi d6, da thic chi s6 chu trinh cia G

14 da thirc ciia n bién X, X,,..., X, sau day:
(9)

>R -
|G geG

Néutap X duoc hiéu ngam thi taky hiu Py, (X, %,,.... X, ) don gian [a Py (X, X,,..., X, ).

Ta sé& str dung da thirc chi s6 chu trinh vao viéc giai quyét I6p cac bai toan dém dudi day.

Gia sir C la mét tap hitu han ma cac phan tir cia n6 dugc xem nhur 1a cac mau, con Q 1a tap tat ca cac
anh xa a: X — C. Ta xem moi phan tir cua Q nhu la mot so d6 mau cho cac diem cua X . Tavan gia su G
la nhém hodn vi trén tap X voi |X|=

I:)G,X (Xi’ XZ" "

Ta dinh nghia anh xa ¢:GxQ —>Q: (g,a) — g(a)vé’i g (a) € Q dugc xac dinh bang cdng thic
g (a)(x) :a(g_l(x)) cho moi xe X .
Dé kiém tra rang ¢ 1a mot tac dong cua G lén Q.
Céc phan tr cia Q van duoc goi la cac so dd mau. Nhung mdi qui dao dudi tac dong ¢ dtréncia G 1én
Q duoc goi 1a mot mau cua G .

Két qua 3. (Polya) Sé cac mau dudi tac dong ciia G 1én Q béng Py, (/C|.[C].....|C]),
& day Py (X, %, X, ) 1a da thirc chi s chu trinh cua G .




Chitng minh. Theo B d& Burnside, sé cac mau dudi tac dong cia G 1én Q béng |éZ\FixQ ()|, o day
Fix, (9)={aeQ|g(a)=a}. Taching minhring g(a)=a khiva chikhi a gan cho cac diem cua mdi
chu trinh caa g bang cling mot mau.

That vay, néu g(a)=a thi g(a)(x)=a(x). Nhung theo dinh nghia ciia g () ta co

geG

g(a)(x)= a(g’l(x)). Vivay, a(g_l(x)) =a(x) cho moi x e X . Néi riéng, dang thirc nay ding cho

x=Y,9(y),0%(y),..o0day ye X.
Taco

a(y)=a(gg(y))=a(2(»)).
Do do, a(y)=a(g(y))=a(g’(v))=a(g*(»))=--

Diéu nay c6 nghia rang néu g(a)=a thi a gan cho cac diém ciia mdi chu trinh cua g bang cling mot
mau. 7 ) ‘

Nguoc lai, gia sir o gan cho cac diém cua moi chu trinh caa g bang cung mot mau.

Khidé g™*(x) va x c6 cting mau cho moi x e X , tuc la a(g_l(x))za(x) < g(a)(x)=a(x) voi moi
xeX.Suyra, g(a)=a.

Tur diéu vira chimg minh duoc & trén suy ra [Fix, (g)| =|C[*® |c[*"*..|c[*"® .

Tur BO dé Burnside va dinh nghia cua Py, (X, %,,..., X, ) ta suy ra diéu phai chirng minh.
Vi du 1. Mau ciia mbi hat ding dé xau thanh mot vong hat c6 thé 1a mot trong 3 mau trang, vang, den.
Bai toan dat ra la tinh xem cé thé tao ra bao nhiéu loai V(‘)pg hat khac nhau ma moi vong nhu vy cO 6 hat,
¢ day hai vong hat dugc coi la cung mét loai néu ta cé thé chong hai vong hat do 1én nhau d¢ sao cho cac hat
tuwong tng c6 cung mau ?
Loi gidi. ‘ , ‘ ,

Moi vong hat gom 6 hat mau trang hoac mau vang hoac mau den nhan dugc bang cach xép cac loai hat
trén vao cac dinh cua mét luc giac deu.

Nhu vay, mdi vong hat trén c6 thé dong nhat véi mot anh xa «:{1,2,3,4,5,6} — {T,V.b} tir tap dinh
X ={1,2,3,4,5,6} cua luc giac déu vao tap cac mau gom trang (T), vang (V) va den (D), tirc 1a mot so do
mau cho cac phan tir ctia X o ‘ o ‘

Gia st G la nhom tat ca cac tu dang cau cua luc giac déu va G tac dong Ién tap Q gom tat ca cac so do
mau, tic 13 véi moi a e Q va geG, g(a) lasodd mau g(a): X —{T.V.D} :xl—)a(g‘l(x)).

Dé thay rang a va g(a) la cac vong hat cling loai. Nguoc lai, ta ciing d& thiy ring néu o va g Ia hai
vong hat cung loai thi ta tim duwgc g € G sao cho ¢ (a) = . Nhu vay, hai vong hat s€ cung loai khi va chi
khi chiing thudc ciing mot qui dao dudi tac dong cua G 1én Q, tirc 1a mdi loai vong hat tuong tng véi mot
mau cia G .

Do [Q bang s6 cac hamtir X vao {T,V.,b}, ttc la |Q]=3°. Mit khac, ngudi ta da chimg minh dwoc ring
G chinh la nhom nhi dién D;.

N6 bao gébm 6 phép quay la

0=(12,3,4,56), o° =(1,3,5)(2,4,6), 6° =(14)(2,5)(3,6),

o' =(1,53)(2,6,4), °=(1,6,54,3,2), 6° =e=(1)(2)(3)(4)(5)(6),
va 6 phép phan xa la

r=(1)(2.6)(3.5)(4), 0 =(12)(3,6)(45) 0% =(13)(2)(4:6)(5).

o’t=(14)(2,3)(5,6), o't =(15)(2,4)(3)(6), c°r=(16)(2,5)(3,4).



Do d6, da thac chi sb chu trinh cia G 1a

1 2 3 2 6 2,2 3 2,2 3 22 3
PG'X(><1,x2,x3,x4,x.5,x6)=E(x6+x3+x2+x3+x6+x1 XX XS+ XEXE + X5+ XX 4G )

1
| | =E(xf‘+3xfx§+4x§ +,2x§+2x6). |
Theo Két qua 3, so cac loai vong hat gom 6 hat mau trang, vang hoac den cé thé tao ra duoc
bing %(36 +3.3.3°+4.3°+2.3°+23)=92.

3. Pinh ly dém Polya

Trong muc nay cua bai viét ta phat trlen phuong phap dém néu & trén dé giai quyét cac bai toan tinh phic
tap hon. Dé lam duoc diéu d6 ta gan mdi so ¢6 mau mot trong luong.

Giasir G 1a nhdm hoan vitréntap X, C latap cac mau va Q 1 tap cac so dd mau a: X — C. Ta ciing
gia st A la mot vanh giao hoan ¢6 don vilva w:C — A la mot anh xa cia C vao A.

Khi d6 véi mdi ceC, w(c) duoc goi la trong Iwong cia mau c.

Ta dinh nghia trong lugng cua so dé mau oa: X — C d6ivéi w, ky hiéu la w(a), la phan tur
)=]]w(a(x)) cuavanh A.

xeX
Ta nhan xét rang cac so d6 mau trong cing mot qui dao dudi tac dong cia G 18n Q s& c6 cing trong
luong.
That vay, giast geG va aeQ.

Khi do,
W(g(OC))=11W(g(0€)(x))=1_X[W(a(g‘1(x)))-
Do g~ 1a mot hoan vitrén X nén khi x duyét qua tat ca cac phan tir cua X thi g‘l(x) cling duyét qua

tat ca cac phan tir caa X . Vi vay, Hw(a(g )) va HW( x)) la cac tich ciia cling cac phan tir cia A
xeX

v6i c4c thir ty khac nhau. Nhung do A 12 vanh giao hoan nén w(g(a))=w(a).

Giasr A la mot quidao cia G trén Q. Ta dinh nghia trong Iwvong cua A, ky hiéu la w(A), chinh la
trong lugng cia mot so dd d6 mau nao d6 trong A, tac 1a w(A)=w(a) véi a e A bat ky. Dinh nghia nay
hoan toan ¢ nghia do ta c6 nhan xét & trén rang cac so ¢& mau trong ciing mot qui dao cia G ¢6 cling trong
lugng.

Ta dinh nghia s6 cac mau, ky hiéu 1a 1 , dbi voi ham trong lwong w dudi tac dong cua G 18n Q la tong
ctia C4c trong luong cua cac qui dao, tac la 1 = >, w(A).

A la qui dao cia G trén Q
Muc tiéu cua ta la tim ra cng tharc bieu dién | qua da thirc chi s6 chu trinh.
Trudc hét ta tong quat hda Bo dé Burnside.

Két qua 4. (Bo @é trong lhrong Burnside)

= X T 3 ),

A la qui dao clia G trén Q 9eG aeQ: g(a)=a

Ching minh. Véi moi quidao A ciia G trén Q va moi a € A, theo Két qua 1ta co [A|G,|=|G|.
Do d6

ZW

aeA




Suy ra,

D R\ R

A 1a qui dao ciaG trémQ A 1a quidaotiaG trénQ

= 3[6,w(a)

=|EZ

aeQ)

3

G aeA

G

a

w(a)

G

a

GEE
A

geG aeQ

|G

Lay w:C —A:c 1. Khidé w(a)=1 cho moi a Q. Vivay, vé phai cua dang thuc trong Két qua tré
thanh
& Sla(o))
geG

Mait khac, véi moi qui dao A cia G trén Q taco w(A)=w(a)=1 trong d6 oA . Suy ra, vé trai cua
dang thirc trong Két qua 4 tro thanh s6 cac qui dao cia G trén Q.

Diédu d6 ching to rang B6 dé Burnside chinh 1a truong hop riéng cia B6 dé trong lwgng Burnside khi
ham trong luong w la w:C — A:c—>1.

Két qua 5. (Pinh Iy dém Pdlya)
S6 cac mau déi véi ham trong luong w dudi tac dong ciia G 18n Q bang Py, (P, P,y P,),

trong d6 n=|X| va p, =Zw(c)k Vi moi k=12,.., n

ceC

Chirng minh. Gia sir g € G la mot phan tir bat ky cua G va gia stir thém g ¢6 t chu trinh doc lap trén X
ké ca chu trinh d9 dai 1. Ky hiéu X, Ia tap tat ca cAc phan tir cia X c6 mat trong chu trinh tha i coa g .
Khidé X =X, uX,u..uX, laphan hoach cua X .
Néu a e Fix, (g) thido a(x)=g(a)(x) =a(g‘1(x)) nén moi phan tir cia mdi X, ¢6 cling mau.

t
Do d6 w(a Hw( )=Hw(a(xi))‘x" , & day x. 1a mot phan tir bat ky cia X, .
i=1
Trong ching mlnh cua Két qua 3 ta di chimg minh duoc rang néu a € Q 1a diém bat dong cua g khiva
chi khi a gan cho cac diém cua mdi chu trinh ciia g bang ciing mot mau.
Do vay,

> wa)- 3 [[wa)")

aeFixg(g) (Cl 1Co ey ct)ECxCx...xC i=1
t lan

(B e ) {2

Nhung g cé bl(g) chu trinh d¢ dai 1,..., b, (g) chu trinh d¢ dai n.
Do do,

5 W(a){Zw(C)le(ZW(C)XZj"'(zw(c)x‘j

aeFixq(g) ceC ceC ceC

Theo B dé trong Iwgng Burnside:




9eG aeQ: g(a)=a

2 2w

geG \ ae: g(a):a

glfe

geG \ i=1

=Pex (Pu Py ).
Vi du 2. Mau caa mdi hat dung dé xau thanh vong hat c6 thé 1a mot trong 3 mau tring (T), vang (V),
den (D). Hoi cd thé tao ra bao nhiéu loai vong hat khac nhau, m&i vong gom 6 hat, trong d6 c6
a) it nhat mot hat mau den?
b) ding 3 hat mau den, 2 hat mau vang va 1 hat mau trang?
Lo giai. Tuong tu nhu trong Vi du 1, mdi vong hat gdm 6 hat mau trang, vang hoic den nhan duoc bang
cach xép céc loai hat trén vao cac dinh cua luc giac déu la 1, 2, 3, 4, 5, 6. Gia sir
X ={1,2,34,5,6},C={T,V.p}, Q={a: X - C} va G lanhom tét ca cac tu dang cau cua luc giac deu.
Khi d6, nhu ta d biét trong Vi du 1, da thic chi s6 chu trinh cua G 13

1
PG.X (Xi’XZ’X3IX4!X5|X6)=E(X16 +3X12X22 +4X§ +2X§ +2X6) .
a) Giastr A lavanh Q[x] gom tét cd cac da thic mot bién trén truong s6 hitu ty Q. Ta dinh nghia ham

trong luong w nhu sau:
w:C—>Q[x]:TH1 Vi1, P x.
Khido p, =1 +1“ +x* =2+ x* véi moi k=1,2,3,4,5,6 .
Theo Pinh 1y ¢ém P6lya, sé cac mau ddi voi ham trong lwong w dudi tic dong ciia G 1én Q bang

P.x (Pus Py Py Py Pss Ps) :%[(XJFZ)G +3(x+2)° (x? +2)2 +4(x? +2)3 +2(x° +2)2 +2(x° +2)}
= i[(xe +12x° +60x* +160X3 +240% +192x+64)+3 (¥ +4x+4)(x" +4 % +4)
12
+4(x6 +6x* +12x° +8)+ 2(x6 +4x° +4)+(2x6 +4)}
= i[(xﬁ +12x° +60x* +160x° + 240> +192x + 64)
12
+(3x6 F12x* +12X%2 +12X° +48X° + 48X +12x* + 48x? +48)
+(4x° +24x" +48x* +32) +(2x° +8X° +8) +(2x° +4)}
= é[leG +24x° +108%* +216%° +348%2 + 240X +156]

= X° +2x° +9x* +18x° +29x° + 20x +13.
Vi véi mdi so dd mau a, trong lugng W(a) cua so d6 mau nay bing Hw(a(x)), trong lugng nay ciing

XeX

2 trong lwong ciia mau chira a nén sb loai vong hat ¢6 i hat den bang hé s6 cua x' trong da thic trén.

Viqvay, $O loai vong hat c6 it nhat mot hat den bang 1+2+9+18+29+20=79 .
b) Bé tinh s6 loai vong hat c6 dung 3 hat mau den, 2 hat mau vang va 1 hat mau trang, ta dat A la vanh
Q[x,y,z] va w:C > A: T X, Vi y, Bz,

Khi d6, sé cac mau ddi voi w dudi tac dong cia G 1én Q bang

1 6 2
Po.x (Pu P2y Py Pas Ps, p6)=ﬁ[(><+ y+2) +3(x+y+2) (X +y*+2°)

2

3 2
(X +y +2°) +2(X+y +2°) +2(x° +y6+26)]
Vi trong lugng w(a) cla so dd mau o gém dung 3 hat den, 2 hat vang va 1 hat tring 1a x*y?z nén s loai
vong hat gom 6 hat trong d6 c6 dung 3 hat mau den, 2 hat mau vang va 1 hat mau tring chinh 1a sé cac qui



dao cua G c¢6 trong luong bang x°y?z, tic 1a bang hé s6 cua x°y?z trong da thirc trén. D& thdy ring trong
N ) . . N 2 2as s & ,
da thirc ndy, x°y?z chi duogc sinh ra tir (x+y+2)° va (x+y+z)° (x*+y®+2*)", cu thé Ia cac sé hang chira

1 6 1
x3y?z chinh 1a — x3y?z va —3(2xz)(2x%y?).
d 12(3,2,1} V2 va 153(2)(2X°Y’)

. . 1| 6! 1] 6!
Do d6, hé so6 cua x*y*z trong P » P,y Pss Pay Psy P ) DANG —| ——+3.2.2 |=—| —+12 |=6.
. y 9 Psx (Pu P2y Psi Py, Ps, ) bang 12{3!2!1! } 12{12 }

Vay c6 6 loai vong hat gdm 6 hat trong d6 c¢6 dung 3 hat mau den, 2 hat mau vang va 1 hat mau trang.
4. Pa thic chi sb chu trinh ciia cac nhém C_, D, va S,

Ta da thay & muc trude cua bai viét rang da thic chi s6 chu trinh ¢6 tam quan trong déc biét trong Iy
thuyet Polya. Vi vay, viéc xac dinh da thac chi so chu trinh cho cac I6p nhom hoan vi thuong gap c6 mot y
nghia dac biét. Trong muc nay cua bai viét, ta sé xac dinh da thirc chi s6 chu trinh cho nhém hoan vi cyclic
C,, nhém hoan vi nhi di¢n D, va nhém ddi xang S, .

4.1. Nhom cyclic C,

Gia s C, la nhom cac phép quay cua mot n -gidc déu. Néu cac dinh cua n-giac déu dugc danh thir ty

2 3 ..n

3 3 3 1
theo chiéu kim dong ho 1a 1, 2, 3,..., n thi hodn vi ¢ =
2 3 4 .1

Jz(l 2 3 .. n)biéudién
A 7 ” A .y A N =X . A A . A 7 360 A N A ’ N
mot phép quay cua mot n -giac deu nay theo chiéu kim dong ho di mot goc — do. Vi vay, C, chinh la
n

nhom cyclic sinh boi hoan vi . Néu xem C_ nhu 1a mét tap hop thi C, = {0,0'2,...,0'n_1

" =e}, o day e la
phan tir don vi caa C, .

Ta xéc dinh cau trac chu trinh cho mdi o' voi i =12,.., n. Trudc hét ta nhan xét rang chu trinh cua o
chua dinh k c6 dang (k,k+i,k+2i,...) va do dai cua chu trinh ndy bang s6 nguyén duong m nho nhat sao

cho k+mi=k (modn) < mi=0(modn).

Suyra, m= —, trong d6 ged (i,n) 1a wéc chung lén nhat cia i va n.
ged(i,n)
Nhu vay 1a 6 dai caa mdi chu trinh caa o' khéng phu thudc vao dinh ma né chira va déu bang
n
ged(i,n)

Tom lai, ' ¢6 ged(i,n) chu trinh d6 dai W

NO6i riéng, vai moiudcsdé d cia n, ¢ ¢6 d chu trinh do dai q
Bay gio, gia sir d 1a mot woc s ciia n. Ta tinh xem ¢ bao nhiéu phan tar ¢' ciia C, ¢6 d chu trinh d9
s N £ 3 £ oz PO £ 13 L oa Ao . £
dai e Thay ngay rang so cac phan tir nhu thé bang so cac s6 i €{1,2,...,n} sao cho ged(i,n)=d . Nhung so

i n

cac s6 ie{L2,..,n} sao cho ged(i,n)=d lai bang s cac s6 i<{L2,...,n} sao cho gcd(d Ejzl, tuc la

bang (0(%) .

Vi viy, da thirc chi s6 chu trinh cia nhém hoén vi cyclic C, la

P x (Xl,xz,---,xn)=%2¢(§]xﬂ =%Z(o(d)x§ , 0 day ¢(d) 1a p-ham Euler.
din d d|n

4.2. Nhom nhi dién D,



Giasir G la nhom tat ca céac ty dang cdu cia mot n -giac déu. Nguoi ta dd chimg minh duoc ring G
chinh 1a nhém nhi dién D, bao gém n phép quay va n phép phan xa. Ta ¢4 mé ta cau tric chu trinh cta cac
phép quay khi ta xét nhom cyclic C, . Bay gio ta md ta cau trc chu trinh cho cac phép phan xa.

C6 hai trudng hop cd thé xay ra:

i) nlasole )

Khi @6, moi phép phan xa la mot phép doi xiang vai truc di qua mot dinh va trung diém cua canh doi dién

. X: s A gn: . h-1 \ A qn: . A
véi dinh d6. Vi vay, moi phép phan xa ¢6 1 chu trinh d6 dai 1 va — chu trinh d6 dai 2. Do d9, s6 hang

n-1
tuwong tng VGi nd trong da thic chi sé chu trinh 1a @ XX, 2 .

Suy ra,

n-1
Psx (X, %500ens [Z(/) xd +nx,x,? j

din
i) n 1asé chan ’ ,
Trong truong hop nay, cac phép phan xa dugc phan thanh hai loai: loai thir nhat la cac phép doi xirng vai

. L+ 1ia ) Rt . N p \ T , A,
truc di qua cac cap dinh doi dién nhau ciaa n-giac déu, co 5 phép phan xa; loai thir hai la cac phép doi xirng

T . .2 L IS , S U . N . . A
Vai truc di qua trung diém cua cac canh doi dién nhau caa n -giac déu do, cling co 5 phép phan xa nhu vay.

MJi phép phan xa loai thir nhat c6 2 chu trinh d6 dai 1 va n-2 chu trinh d6 dai 2; con mdi phép phan xa

loai thir hai c6 % chu trinh d6 dai 2.

Vi vay, da thirc chi s6 chu trinh ciia D, trong truong hop nay la

n-2 n
n n
Pe,x (X1 ) S [Z(/) xd +— xlx22 +2x2j

din
4.3. Nhém ddi xirng S,
Giasir S, latap tat ca cac hoan vi cua tap [n]={1,2,...,n}.
Khi d6 S, lap thanh mot déi vai phép nhan cac anh xa. Nhdm nay dugc goi 1a nhom ddi xtng cia tap
[n].
Hoan vi ¢ cua [n] dugc goi la c6 kieu 12%..n" néund c6 4 chu trinh ¢ dai 1, 4, chu trinh d¢ dai 2,
., 4, chu trinh d¢ dai n. Gia sir cac sb Ay Ay Ayl CEC sb nguyén khong am cho trudc théa man
X +20, +...+nk =n. Tatinh xem c6 bao nhiéu phan tir cia S, c6 kiéu 1:2%..n" . Bé lam dugc diéu do, ta
xét so d6 sau ddy cho mot hoan vi kiéu 1%2%..n" :
(%) (%) (). () (%) . (+%%) ..., & day mi * trong mdi cap dAu ngoac
— g

Jy lAn 4, lin Iy An

tron tugng cho mot vi tri dé xép cac phan tir cua [n] vao.

Vicd n! hoan vi khac nhau ciia tap [n], nénta co n! cach sip xép cac phan tir cua [n] vao cac vi tri *.

Tuy nhién, cc cach sip xép khac nhau cd thé cho ta cing mot phan tir kiéu 122%..n" cia S, .Cu thé I3,
J, chu trinh d¢ dai i c6 4! cach sap xép khac nhau ma van cho ta ciing mot phan tir caa S, .Lai cd, mdi chu
trinh d6 dai i c6 thé bat dau bang mot trong i phan tir cia chu trinh do.

Nhur vay la mdi phan tir caa S, Kiéu 122%..n* xuat hién 1% /,12" 1, 1. .1 1an khi ta xép cac phan tir
ciia [n] vao so do da cho.

n!

1) 122 ), o v

Suy ra, sé cac phantircua S kiéu 142%...n™ ban
n

Do d6, da thirc chi s chu trinh cia S, 1a



n! .
Fs x (Xl’XZ""’Xn): Z XX

2 2 I 2 n
(i ) lpe2igtinig=n L 4 122 2 Vem™ A, 1
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