M@t so nguyén tac co ban ciaa phép dem
o Truong Ph}r(')’c Nhén, 02/Q6/2Q18 , ‘
~ Trong mot s6 van de ta dugc cho trudc mot do thi G vata can dém so cac Iqai qa thi con khac r‘lhau,hay
s6 cac loai do thi lgé phan thoa mén nhtrr;g diéu kién xac dinh nao do thi mot dieu tat yeu ya ta sé can d§:n
mot cdng cu dai s6. Muyc dich cua bai viet nay la ta s€ dua ra nhitng nguyén tac co ban nhat cia phép dem
dudi dang rat tong quat.
1. Cac phép thé cia mét tap hep , 7

Giasir X la mot tap hop hitu han, ta goi phép thé cua tap hop X la mot &nh xa 1-1tir X Ién X . Chang
han, dnh xa e ma e(X)=x véi moi xe X 1a mot phép thé, ta goi do 1a phép thé don vi. Néu g la mot phép
thé cia X thi anh xa nguoc g~ ciing 13 mot phép thé cia X . Néu g va h 1a hai phép thé cua X thi anh xa
tich (con goi la anh xa hop) gh duogc xac dinh bsi h¢ thirc gh(x)=g[h(x)], ciing la mot phép thé cua X .
Néu g 1a mot phép thé caa X con n 1a mot sb nguyén duong thi anh xa g" dugc dinh nghia bgi
9" (x)=ggg...g(x), ciing la mot phép thé ciia X va duoc goi la liy thira bac n cua phép thé g . Tuong tu

H_/
n lan
nhu vay anh xa g™ dugc dinh nghia béi g ™" (x)=g"g g™ ...g™ (X), ciing la mot phép thé ciia X va duoc
%/—J
n lan
goi Ia iy thira bac trir n ctua phép thé g . Thong thuong ta quy uéc g° =e.

Néu véi hai phan tir X,y € X ton tai mot s6 nguyén n sao cho y=g"(x) thitaviét y z, x. Quanhé z,
la mot quan hé twong duong; béi vi x=g°(x) (tinh phan xa), y=g"(x) < x=g"(y) (tinh d6i xtng) va
néu y=g"(x), z=g"(y) thi z=g™"(x) (tinh bic cau). Quan h¢ ¢, duoc goi la twong duong béc cau ddi
v6i phép thé g . Nhu ta da biét, mdi quan hé turong duong trén tap hop X xac dinh mot phan hoach tap X
thanh céc 16p twong duong ting d6i mot khdng giao nhau. Cac 16p twong dwong ddi véi 7, duoc goi la cac
I6p twong duong bac cau cua phép thé g .

Chu trinh cua phép thé g 1a mot phép thé thu duoc bang cach thu hep g trén mot trong cac 16p bac cau
ctia n6. Khi d6 phép thé g I tich caa cac chu trinh Iy theo thir tu bét ky.

Néu p 1a mot quan hé twong duong trén X thi tap hop cac 16p tuong duong duoc goi 1a tap hop thuong
cua X dbivoi p vakyhiéula X /p. Néumdi l6p tuong duong C e X / p ¢6 cling s6 phan tir thi ngudi ta
n6i rang quan hé tuong duong p 1a diéu hoa. Phép thé g cuatap hop X duoc goi la diéu hoa néu 7, 1a
quan h¢ twong duong diéu hoa. ]

2. Su twong duong bac cau cia nhom cac phep the ’

Ta noi rang tap hop G cac phép the cua tap hop X 1ap thanh mot nhom néu

i. eeG,
ii. g,heG=gheG,
iii. geG=9"'eG.

Chang han, tap hop S, gom tat ca cac phép thé cia X 1a mot nhom va duoc goi 1a nhom ddi xang cua
X ; tap hop {e, 9,9%,9%....97", g_z,...} gom tat ca cac lity thira dwong, 4m ctia mot phép thé g tao thanh
mot nhom va duoc goi 1a nhém cyclic sinh bai phép thé g .

Giasir G la mot nhom céc phép thé cua tap hop X , néu véi hai phan tir X,y € X ¢6 ton tai mot phép thé
geG saocho y=g(x) thitaviét Ia y 7, x. Quan h¢ 7, la tuong duong; béi vi x=e(x),eeG (tinh phan
xa), Y=0(X),0eG=x=9g"(y),g" G (tinh d6i ximg) va néu y=g(x),z=h(y) véi g,heG thi
z=gh(y),hg G (tinh bic cu).

Quan hé 7, goi la twong duong bac cau cia nhém G con cac I6p twong duong twong ang goi 1 cac 1op
tuong duong bac cau cua nhom G .

Neu chi cd6 mét Iop bac cau thi 16p d6 trung véi ca tap hop X , trong treong hgp do6 ta ndirang G la
nhom bac cau.



Néu g 1a mot phép thé cua X con G 1a nhém cyclic sinh bai g thi hién nhién quan hé tuong duong bic
cau cia G la ddng nhat véi quan hé tuong duong bac cau cia G ; phép thé g c6 mot chu trinh khi va chi
khi nhém cyclic sinh bai g 1a béc cau.

3. S I6p bic cau

Gid st g 1a mot phép thé nao do ciia X , taddt X, ={x|xe X,g(x)=x}. Néu G la nhém cac phép thé
cia X va x lamot phan tirtlly y cua X thita dat.G, ={g|g€G,g(x)=x]}.

Ta co thé dé dang kiém tra tryc tiép duoc rang G, 1a mot nhom con caa nhém G . Ta hily dém s6 phan tir
cia tap hop thuong X /74 theo cac |X .| khac nhau véi g € G.

Bo dé 1. Gia s G 1a mot nhdm cac phép thé cua tap hop X vanéu G, 1a mot nhom con caa G gom cac

phép thé cua nhém G sao cho phan tir x e X la bét bién thita co |z, (x)|= ||G£| , trong d6 7, (x) 1a 16p bac

X

cau ciia nhom G chira phan tir x.

Ching minh. Dau tién, ta xdc dinh anh Xa don tri ¢, cia nhém G vao tap X nhu sau: ¢, (g)=g(x) V6i
geG.

Taco ¢, (G) =15 (x) va ngoai ra ¢, (g) =@, (h) <:>g(x) :h(y) < hegG,.

Noi cach khac di ¢, 1a tuong ing 1-1 giira G/ ¢,'p, va G /G, . Nhung ta biét rang ban than G/ ¢, 'p,
twong tng 1-1 véi ¢, (G) =14 (x). Vay bd dé duoc chitng minh.

B6 d& 2. Néu x va y la hai phan tir thuoc cung mot Iép bac cau cia nhom G thi [G,|=|G,|.

Ching minh. That vay, véi y=g(x),g eG taco thé viét lai:

G, =G, ={h|heG,hg(x)=g(x)}={h|heG,ghg(x)=x}.
Hon nira, ta co:
97'G,g={h|heG: ton tai motk €G, sao choh=gkg}={h|heG:ghg™(x)=x},
nghia la taco G, =9G,g™".
Nhung ta da biét rang néu A 1a mot tap hop con bat ky ciia nhém G vanéu g,heG thi [gAh|=|Al,
boi vi gah=gah=ah=ah=a =a,. Nhu vay bo dé duoc ching minh.

Pinh 1y co ban. Gid sit G [a mot nhom cac phép thé cua tap hop X . Khi dé ta co |X /75| = 1 Z‘X ‘ .
|G geG ’

Ching minh. That vay ta thuc hién ¢ém bang hai cach s6 cac cap (g,x) sao cho g(x)=x ta thu dugc dang

thirc sau
Z|Gx| = Z‘Xg‘ (1)
xeX geG
Nhung
2[G[= 2 2G| @
xeX CeXltg ceC

Ta xét mot Iop béc cau C e X /7, va mot phan tir x e C, theo B6 dé 2 thi D|G, | =|z¢ (x)||G,]-

ceC

Theo B6 dé 1 thi |z, (x)|= %
Vay: >’|G|=|G], dang thic (2) ¢6 thé viét lai dusi dang D_|G,|=|X/7]|G]. (27)
ceC xeX

Tur (1) va (2°) ta nhan dugc cong thac can ching minh.




4. Phan hoach sb tw nhién & quan hé twong dwong

Ta goi mot anh xa don tri a tir tap hop {1,,4,,..., 4 } gom cac sb tu nhién vao tap hop tat ca cac sb tu
nhién 1a mot phan hoach (theo nghia cua ly thuyét s6); mot phan hoach cho tuong ang cac s6 4,,4,,..., A, Voi
CAC SO ay,a1y,..., r, VA thudmg duoc Ky higu la a=(7, 47 ,..., 22 ).

Ta goi trong luong cta phan hoach a 1a sé nguyén w(a)=a,4 +a,4, +...+ o, .

Ta goi do dai cua phan hoach a 1a sé nguyén d(a)=o, +a, +...+0 .

Gia su p la quan hé tuong duong trén tap hop X con ¢ laédnh xa 1-1tr X 1én Y ; khi d6 anh xa da tri
gpp " trtdp hop Y vao chinh né xéc dinh mot quan hé twong dwong trén Y ma céc 16p gpp () cuané la
céac anh cua cac lop tuong duong cua p .

Hai quan hé tuwong duong p va ¢ xac dinh twong ng trén cac tap hop X va Y goi la lién hop véi nhau
néu ton tai mot anh xa 1-1 ¢ sao cho o = gpep .

Phan hoach tuong g véi quan hé tuong duong p 1a phan hoach p[p]= (/1;’1,/1?,...), trong d6 c6 a, 16p
chua 4 phantw, a, 16p chia 4, phan tir, v.v... Trong luong ciia p[p] bang |X| con do dai cua né bang
|X / p|. D& dang chitng minh duoc két qua sau:

Két qua 1. Cac quan hé twong duong p Va o xac dinh tuong @ng trén cac tap hop X va Y 1a lién hop véi
nhau khi va chi khi cac phan hoach tuwong tng cua chiing 1a dong nhit nhu nhau.

5. Chi s6 chu trinh q

Khai niém phan hoach tuong tng véi quan hé tuong duong cho pheép ta phat bicu dinh ly co ban dudi
mot dang méi. Pau tién ta dua ra khai niém vé chi s6 do G.Polya dé xudng.

Gia sir G 1a nhdm cac phép thé cua tap hop X con a 1a mot phan hoach cé trong lwong W(a) :|X| ; ta
ky hiéu h, (a) 1as6 cac phép thé g G sao cho p[rg]= a . Tagoi chi s6 chu trinh ctia nhdém G 1a ham g

hs (a)
<

cho twong tmg mdi phan hoach a véi mot so: g (a) =

B6 dé 3. Néu g G thi ‘Xg‘= p[rg]( , trong do p[r ] )1a s6 cac I6p cua quan hé tuong duong t, da
rdt gon vé mot phan tu, tic 1a s6 cac 16p, ma mdi 16p gdm mot phan tir cia X bt bién ddi véi g .

Céch phat biéu méi cia dinh 1y co ban.
Néu G 1a nhom cac phép thé cia tap hop X thi |X /75| = Z qc (a)a(L).

w(a)={X|

X,|= |G|ZP[ @ |G| 2, e(a)a(l)= 2, go(a)a(l).

That vay, |X/TG|=|é

5. Anh xa don tri lién hop

Giast f la mot anh xa don tri cuia tap hop X vaotap hop Y, anhxa ff xac dinh mot quan hé tuong
duong trén X, dong thoi 16p f 7 f (x)1a tap hop céc phan tir cia X ¢6 cling mot anh véi x , ta néi rang f
la mot &nh xa loai a néu p[f‘lf]:

Gia su f, la anh xa don tri cia mot tap hop X, 1én mot tap hop Y,, con f, 1a anh xa don tri cia mot tap
hop X, 1én mot tap hop Y, ; tandirang f, va f, lién hop véi nhau néu ton tai mot anh xa 1-1 ¢ cua tap
hop X, Ién X, vaanhxa 1-1 w cuatap hop Y, Ién Y, sao cho f,p=yf,.

Két qua 3. Hai anh xa don tri f, va f, 1a lién hop véi nhau khi va chi khi p[ f o f ] p[ fz‘lfz].

Két qua 4. Dé cho hai anh xa don trj f, va f, cta cac tap hop X, va X, vao Y la lién hop véi nhau chi
can ton tai anh xa 1-1 caa tap hop X, I&n X, sao cho fp=f,.

6. Bac caa mgt &nh xa don tri




Giasir f la mot anh xa don tri cta tap hop htru han X [éntap hop Y ; ta goi bac cuiadnh xa f la anh
xa & cho tuong tmg s cac phan tir ctia tap hop f~*(y) véi mdiphantir yeY .

Két qua 5. Hai anh xa f, va f, ciataphop X, va X, vao Y c6 cing bac khi va chi khi ton tai anh xa 1-1
@ cuatap hop X, lIén X, saocho f,p= f;.

Pic biét, tr 6f, =5f, suyrarang f, va f, c6 cing mot anh va lién hop véi nhau.
Tir diéu kién trén ta suy ra &nh xa f 1a anh xa loai a khi va chi khi 55 =a, tac Ia khi a 1a phan hoach
twong tng véi o f .

Két qua 6. Néu anh xa f 14 loai a thianhxa 5f laloai Ssa.

Ching minh. T 66f =a tasuyra 006 f =oda.
Gia sir v 1a mot anh xa don tri cua tap hop hiru han X vao tap hop cac sé tu nhién; ta goi do dai cua v 1a
s0 d(v)= Zv(x) (trong trudng hop v 1a phan hoach thi ta lai ¢6 khai niém “do dai” cia mot phan hoach)

xeX

Kétqua 7. d (v) =w(sv) va

=d(6v)

Tir d6 suy rarang néu f 1a mot anh xa don tri loai a tr X vao Y thi |X| :W(a),‘ f (X)‘ =d(a).
7. Tir va tir Abel ‘

Ta sé goi tir |a mot ddy hiru han cac phan tir cia mot tap hop X cho truédc. Ta goi loai cua tir m la phén
hoach a= (/1;‘1 JQZ,...,/IZS)chi r6 rang c6 o, phan tircia X c6 mat trong m dang /, 1an, a, phan ti ciia X
c6 mattrong m dung 2, lan v.v... Nhu vy s6 phan tir cia X c6 mattrong m 1a d(a), dong thoi do dai
cuatirla w(a).

Néu mot tir dugc xem nhu khdng phy thudc vao thi ty sap xép cac phan tircua X c6 trong né thi nguoi
ta noi rang d6 la mot tir Abel.

Sau nay ta ki hieu M (X) latap hop cac tr chia mdi phan tir cua X it nhat mot lanva M, (X)) latap
hop tat c4 céc tir loai a cia M (X); M, (X)) latap hop tat ca cac tir cia M (X ) ma tir Abel cua chiing la
v; M, (X) latap hop céc tircua M (X ) 6 d6 dai k. Ky hiéu 1, lakhoang {1,2,....k}.

Cubi cting, gia st G 1a nhém cac phép thé cua tap hop 1, vagia st g eG. Ky hiéu g 1a phép thé cua
tap hop M, (X) xac dinh bang cach sau day: §(m) =mg (meM, (X ))

Két qua 8. Tap hop G cac phép thé g lap thanh mot nhém, goi la khuyéch truong cua G 18n M, (X).

Chitng minh. Néu g va h 13 hai phép thé cua tap hop 1, thi gh*=h".g= ( )15

Néu a 1a mot phan hoach da cho thi tap hgp M, (X)) cac tir loai a duoc lap 1éntir X va chira tét ca cac
phan tir cua X 1a hop cua Cac tap hop con khdng giao nhau timg doi 1ap lén tir M, (X)), trong do
v co bac a: M, (X)=JM,(X).(3)

dv=a
Con c6 mot phuong phap khac dé phan tich M, (X).
That vay, Xét quan hé twong dwong p trén tap hop cac s6 nguyén {1,2,...,s-1s} vaky hieu M (X) la
tap hop tit ca cac meM (X ) ma m™m=p. Khidé M, (X) latap hqp cua CAc Cac tap horp con khéng giao
nhau timg doi lap 1én tir cac M (X ), trong d6 p c6 phan hoach a: M, = U M, (X). 4

p[p]=a

Tur hai phuong phap phan tich (3) va (4) ta suy ra mot phan tich “min hon™:

M, ()= U (M, (X)W, (X). @

plpl=a
Ky hiéu Mv (X) latap hop tat ca cactr me M, (X) sao cho: m™m>r, .

g
M, (X) la hop cua cac tap M, voi moi quan hé twong duong p thoa mén diéu kign p oz, .




Khi do: M, (X)=M,(X)AM_(X).

Két qua 9. Néu cho g la phép thé cua khoang 1, ={12,...,k} thi tap hop cac tir me M, (X ) bat bién déi
voiphép thé g 1a M (X).

Chirng minh.
g(m)=memg=m

<mg(i)=m(i) véimoiiel,
<g(i)em™m(i) voimoiiel,
< g"(i)em™m(i) voi moi iel, vavsi moi n nguyén
o1y (i)em™m(i) véimoi iel,
=1, em™m.

Diéu nay chirng minh két qua trén.

Hé qua. Di véi phép thé g da cho ciia khoang 1, thi tap hop c4c tir cia M, (X)) bét bién ddi vsi g la
M., (X)

Két qua 10. Gia str v 1a tir Abel gom cac phan tir cua X , c6 do dai d (v) =k vagia st G la mot nhom cac
phép thé ctia khoang 1, . Gia sit G la khuyéch truong ciia G lén M, (X).

Khi dé: \M \

v, g ‘

Theo Két qua 5, tap hqp tat ca cac anh xa f tirtap hop X vao Y ma co cuing bac va thoa man diéu kién
f*f 5 p, trong d6 p la quan hé twong dwong da cho, s& nhan duoc bang cach nhan mot trong sb nhirng
anh xa 4y vao bén phai véi phép thé ¢ ma gpp ' =p. Nhan xét d6 chi ra rang ‘nyg (X )‘ chi phu thugc vao
ov va p[g].B(")’iVéytadét‘M ‘— 5vp

Két qua 11. Gia sir v 1a mot tir Abel trén X ¢6 do dal d(v)=k vagidsir G lanhom cac phép thé cua
khoang I,. Giasir G la khuyéch truong cia G 1én M, (X).
Khi do: M, (X)/z5|= 3" qq(a)®(ov. p[g]).

w(a)=k

Chirng minh.
M. (X)/ 7| =

5 2l (1)

geG

=i 2 @(ov p[g])

geG

D(ov,a
|e| kp[z] (n.0)

|G| Z h 5\/ a)
Z qG 5v a)

Trudce khi chi ra rang tai sao ket quéa nay ding lam co so cho cac phép dém, ta xét vai truong hop riéng
Ta goi hé sb da thuc 1a ham ¢ cho tuong tng mdi phan hoach a= (/1;‘1,};2, ,i‘f) Vai 86
+..+ah
c(a) _ (0&11 ’ a a)
(A" (%1)"

D& dang thiy rang sé cac anh xa cua tap hop X léntap hop Y c6 bac v di cho la




bing c(dv). Nhung sb do tring véi sb cac tir m bac v ma xem™'m(x). Vay [M, (X )| =c(dv),
®(a,1")=c(a). Vi M,(X)"M,(X)=2 khi d(v)<d(p[p]) nén matran ®(a,b) la ma tran tam giac.
Ta dua ra ham phéan hoach y(a) duoc dinh nghia la y(a)=c(da). D& dang thay ring x(a) biéu thi s
céc tir Abel bac bang a.
c(

I
Ta ciing dua ra ham phan hoach ¢(a) bang cach dit &(a)= x(a) (o +...+ah)!

a) _
d(a)! (%!)%---(is!)asal!...as!' °

dang thay rang e(a) bicu thi s6 quan h¢ twong duong p ma p[p]=a.
8. Thidu

[¢)]

Bai toan. C6 6 qua cau: 3 qua mau do, 2 qua mau den, 1 qua mau trang, c4c qua cau cling mau thi khdng
phan biét. Hoi c6 bao nhiéu céch bo tri cAc qua cau ay tai cac dinh caa mot khoi bat dién tu do trong khong
gian ?

Pau tién ta gia thiét nguoc lai voi dau dé rang khoi bat dién co dinh trong khong gian. Gia sir
X ={a,b,c}, trong d6 a chi mau den, b chi mau trang, ¢ chi mau dé. Khi dé ton tai mot tvong ung 1-1

. , , z Z , , Y e i LA , . a b c
gitra cac cach sap xep khac nhau cac qua cau véi cac tir bac v, trong d6 v la tir Abel: v= > 1 3/

Bai vay 10i giai cho cau hoi trong trudng hop khdi bét dién ¢ dinh 1a

6!
M, (X) :C(5V)=c(1,2,3)=m= 60
Bay gio ta xét khéi bat dién tu do trong khong gian, & day ton tai twong tng 1-1 giira cac cach sap xép
khéc nhau cac qua cau va cac Iop bac cau cua cac tir bac v doi vai nhom G cac di chuyén khac nhau cua
khéi bat dign. Loi giai cua cau hoi lan nay 1a [M, (X)/z5|= " go (a)@[(1,2.3).a].
w(a)=6
Bay gio ta phai tim chi s6 chu trinh g, cho nhom G cua khdi bat dién. Ta danh sé cac dinh ciia n6 bang

c4c so tir 1 dén 6 nhu trén hinh v& va ta dém tat ca cac phan tir cia G .

(218 /)(u't‘ achac l'il"ll'fl‘l

Chi ¢ mot phép thé g eG ma p[rg ] = (16), d6 chinh 1a phép thé dong nhat.

C6 6 phépthé geG ma p[rg ] = (12,4); chung duoc Iap ra bang 6 phép quay mot goc 90° quanh mot
duong chéo, o 1a (4516),(6154),(1243),(3421),(2536),(6352).

C6 3 phépthé geG ma p[rg] = (12, 22); chang dugc lap ra bang 3 phép quay 180° xung quanh mot
duomg chéo, 6 T (41)(56),(14)(23),(23)(56).

C6 6 phépthé geG ma p[rg ] = (23); chang duoc lap ra bang phép quay 180° xung quanh dudng thing
di qua cac diém gitra cua hai canh doi dién, do 1a

(12)(34)(56),(13)(24)(56),(14)(25)(36),
(14)(35)(26),(15)(46)(23),(16)(45)(23).




C6 8 phép thé g eG ma pz, |=(3"); ching duoc Iap ra bing 8 phép quay 120° quanh dusng thang di
qua cac diém gifra ctia cAc mat ddi dign. _’ , ‘
24 phép thé vira néu lap thanh nhdm G céc di chuyén cua khoi bat dién déu.
N - BT SO SN
‘BO'IVay. 0 (1 )_ﬂ,qe(l ,4)_5,%(1 2 )_ﬂ,qG(Z )—g,%@ )_ﬂ' Céc gia tri g5 con lai
bang 0. o
Ngoai ra, ta biét rang
[ (1,2,3), (16)]=c(1 2,3)=60;

[ (1,2,3), )} 0 vi tir Abel a’bc® khdng chira mot phan tir nao bac bon;

[ (1,2,3) ,(12,22)] 4 Vi tir Abel abc® c6 thé viét theo bén cach khac nhau:
(

b)(c)(a*)(¢*):(b)(e)(e*)(a%)i (c)(b)(a*)(c?): (e)(b)(c*)(a°):
@[ 2, ,(23)] —0 bai vi tir Abel a’bc® khong chira ba phan tir bac hai;
@[(1, 2,3) ,(32)] =0 bai vi tir Abel a2bc® khong cha hai phan ti bac ba.
60 3
Vay [M, (X)/ 7. |=—+—4=3.
ay ‘ V( ) TG‘ 24 24 r 1 1 1
Do do 1o giai cho bai toan dat ra la: chi co ba cach khac nhau sap 3 qua cau do, 2 qua cau den va 1 qua cau
trang trén mot khoi bat dién ty do trong khong gian.
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