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1. Bài toán vận tải nguyên 

    Bài toán vận tải nguyên là bài toán được biểu diễn dưới dạng giải tích như sau: 

    Cho biết các số nguyên , , i

i j ja b c  và i

jd  với 1 ;1i m j n    .  

    Tìm các số nguyên i

jξ   sao cho 

                                      

 

1

1

,1 ,

,1 ,

0 1 ,1

m
i

j j

i

n
i

j i

j

i i

j j

ξ b j n

ξ a i m

ξ c i m j n






  




  

      





   (1)    

                                và   
1 1

m n
i i

j j

i j

d ξ
 

  đạt giá trị nhỏ nhất.   (2) 

     Loại bài toán này rất hay gặp trong việc phân phối hàng hóa, giao hàng, phân phối cho người tiêu 

thụ,v.v... và cả trong các vấn đề có giá trị lý thuyết. 

     Bài toán vận tải nguyên này lần lượt được gọi là bài toán Hitchcock  hoặc là bài toán Koopmans.  

     Nhận xét 1:  

            Nếu hệ (1) và (2) có một lời giải i

jξ  thì rõ ràng 0, 0, 0i

i j ja b c   . (3) 

            Ngoài ra, khi cộng tất cả các i

jξ  lại ta có 
1 1

n m

j i

j i

b a
 

  . (4) 

            Cuối cùng, ghép cho bài toán một mạng vận tải phụ với các đỉnh 1 2 1 2 0 0, ,..., , , ,..., , ,m nx x x y y y x y , 

trong đó lối vào 0x  được nối liền với mỗi điểm ix  bởi một cung có khả năng thông qua ia , ix  được nối với 

jy  bởi một cung có khả năng thông qua i

jc  và jy  được nối với lối ra 0y  bởi một cung có khả năng thông 

qua jb . 

            Nếu bài toán giải được thì theo định lý Gale ta có 

                                
1

max ,
m

i

i j j

i j J j J

a c b
  

 
 

 
    với mọi  1,2,...,J n .        (5) 

            Các điều kiện (3), (4) và (5) là cần và cũng là đủ để cho bài toán vận tải nguyên có lời giải. 

      Nhận xét 2:  

            Dấu của các số i

jd  không quan trọng nhưng ta luôn luôn có thể giả thiết rằng nó 0 .  

            Thật vậy, trong trường hợp ngược lại thì bằng cách đặt:  

,
min 0i

j
i j

h d   , 

0i i

j je d h   , 

i i i i

j j j j i

i j i j i

e ξ d ξ h a     . 

            Chú ý rằng nếu ta xét bài toán tìm cực đại của hàm i i

j j

i j

e ξ  với điều kiện ràng buộc như cũng thì 

lời giải mà ta thu được cũng chính là lời giải của bài toán ban đầu. 

     Sau đây, ta sẽ trình bày một số vấn đề có liên quan đến bài toán vận tải nguyên thường hay gặp trong các 

bài toán phân phối hàng hóa, giao hàng, phân phối cho người tiêu thụ, v.v...  

 

2. Các thí dụ về bài toán vận tải nguyên 

Thí dụ 1. (Hitchcock) Cần phải xác định hành trình của các tàu chở dầu, biết rằng có m  bến xếp hàng 

1 2, ,..., mx x x  và n  bến dỡ hàng 1 2, ,..., ny y y , giả thiết rằng cước phí một chuyến đi từ ix  đến jy  là i

jd , bến 

xếp hàng ix  có ia  tàu, bến dỡ hàng jy  cần nhận jb  tàu. 



     Nếu ta ký hiệu i

jξ  là số tàu định cho chạy từ bến xếp hàng 
ix  đến bến dỡ hàng 

jy  và muốn làm cực tiểu 

tổng cước phí 
,

i i

j j

i j

d ξ  thì ta sẽ trở lại dạng giải tích đã chỉ ra ở trên. 

Thí dụ 2. (Votaw và Orden) Có n  công nhân 
1 2, ,..., nx x x  cần phải phân công làm n  máy 

1 2, ,..., ny y y . 

Năng suất của công nhân 
ix  trên máy 

jy  được biểu thị bằng số i

jd  mà có thể xác định dễ dàng bằng cách 

kiểm chứng. Ta lấy 1i

jξ   nếu định giao cho công nhân 
ix  làm máy 

jy  và 0i

jξ   trong trường hợp ngược 

lại. Bài toán được đặt ra ở đây là làm cực đại tổng năng suất 
,

i i

j j

i j

d ξ  với các ràng buộc 
1 1

1, 1
n n

i i

j j

j i

ξ ξ
 

   . 

Thí dụ 3. (Orden) Xét đồ thị có hướng gồm n  đỉnh 1 2, ,..., nx x x  với khả năng thông qua  ,i

j i jc c x x  ở 

mỗi cung của nó và một số nguyên p n ; ta giả thiết rằng tại mỗi đỉnh 
ix  với i p  có dư một lượng hàng 

ia  trong khi tại mỗi đỉnh 
ix  với i p  lại cần một lượng 

ib  hàng loại đó. 

     Ngoài ra, giả thiết thêm rằng 
i j

i p j p

a b h
 

   .  

     Nếu  ,i jx x  là một cung của đồ thị thì ta có thể vận chuyển từ ix  đến jx  một lượng hàng 0i

jξ   và cước 

phí vận tải một đơn vị là i

jd . Ta muốn thỏa mãn mọi yêu cầu và làm sao cho hàm tổng cước phí vận chuyển 

1 1

n n
i i

j j

i j

d ξ
 

 . 

     Để đưa bài toán về dạng chính tắc như đã nêu ở đầu bài thì ta đưa thêm vào các biến i

jη  sao cho 

                                                     i i

j jη ξ  khi i j ,  ,i jx x U ; 

                                                     0i

jη    khi i j ,  ,i jx x U ; 

                                                     i k

j j

k j

η h ξ


   khi i j . 

     Các số i

jη  này thỏa mãn các điều kiện sau: 

                                                              

 

 

 

 

 

1
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,

,
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n
i

j

i

n
i
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i

n
i
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i
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j j

i

j

η h j n

η h a i p

η h b i p

η c i j

η h i j








 




  



  

   

   








               

và ta cần làm cực tiểu hàm 
1 1

n n
i i

j j

i j

e η
 

 , trong đó  

 

0, ;

, , , ;

, , , .

   

  

 

i i

j j i j

i j

i j

e d i j x x U

i j x x U

 



  

  

  

Thí dụ 4. (Cahn)  

    Ở một nhà kho ta xét một lượng hàng nào đó tại các thời điểm khác nhau 1,2,3,...,n  và giả thiết rằng đã 

biết: 

          k  là tổng dung lượng của kho; 

          0t  là lượng hàng ban đầu có trong kho; 

          ip  là giá bán một đơn vị hàng hóa tại thời điểm i ; 

          iq  là giá mua một đơn vị hàng tại thời điểm i ; 



          
ir  là giá bảo quản một đơn vị hàng tại thời điểm i . 

    Trong khoảng thời gian từ 1 đến n  ta sẽ mua bán hàng sao cho cuối cùng thì lượng hàng lại bằng lượng 

hàng ban đầu 
0t . Như vậy ta cần tìm các số: 

          
iα  là lượng hàng bán tại thời điểm i ; 

          
iβ  là lượng hàng mua tại thời điểm i ; 

          
iγ  là lượng hàng chứa trong kho sau khi bán lượng hàng cũ; 

          
iδ  là lượng hàng trong kho sau khi mua lượng hàng mới. 

     Bài toán mà ta cần giải quyết là làm cực đại tổng lợi nhuận  
1

n

i i i i i i

i

p α q β rγ


   với các điều kiện  

 

 

1 1

1 1 0

0, 1,2,..., 1 ;

;

0, 1,2,..., 1 ;

;

0 ,0 ;

0 ;0 .

    

i i i

i i i

n n n

i i

i i

δ α γ i n

α γ t

γ β δ i n

γ β t

α β

γ δ k

     

   
     


 
      


    

 

    Bài toán này đưa ngay về bài toán phân phối hàng trên mạng vận tải (bài toán trong thí dụ 4); với 4n   

mạng vận tải và các luồng trên các cung của nó được mô tả như trong Hình vẽ 1. 

 
Hình vẽ 1 

 

    Nếu hàng được định xuất hóa thì tổng lượng hàng có thể mua tại thời điểm n  là một số cho trước 0r  và ta 

có biểu diễn tương ứng như trong hình vẽ 2.  

 
Hình vẽ 2 

3. Phương pháp Hungary 

     Từ các điều kiện (1) và (2) ta nhận thấy rằng bài toán vận tải là một trường hợp đặc biệt của quy hoạch 

tuyến tính và như vậy thì nó có thể giải được bằng phương pháp đơn hình còn bản thân lý thuyết đồ thị chỉ 

góp phần làm đơn giản các thủ tục thông thường của thuật toán. Ở đây ta sẽ trình bày ngắn gọn một phương 

pháp khác hẳn, dùng trực tiếp lý thuyết mạng vận tải, phương pháp này tổ ra có hiệu quả hơn nhiều so với 

phương pháp đơn hình truyền thống. 

     Phương pháp này đầu tiên được Kuhn phát triển nhưng sau đó được Ford, Fulkerson, Flood,... mở rộng. 



     Ở đây không cần phải dùng các phương pháp giải tích và ta vẫn theo quan điểm trực quan của lý thuyết 

đồ thị. Xét mạng vận tải G  với hai tập đỉnh rời nhau:  1 2, ,..., mX x x x  và  1 2, ,..., nY y y y . 

    Ta nối lối vào 
0x  tới mỗi đỉnh 

ix  bởi một cung có khả năng thông qua  0 , i ic x x a ; nối mỗi đỉnh 
jy  với 

lối ra 
0y  bởi một cung có khả năng thông qua  0,j jc y y b ; cuối cùng nối mỗi 

ix  với mỗi 
jy  bởi một cung 

có khả năng thông qua  , i

i j jc x y c .  

     Ta tìm luồng  φ u  làm bão hòa các cung kết thúc, nghĩa là làm sao cho  

     

 

 
0

0 ;

, , 1 ;

, , 1 .

 

   

   

i i

j o j

φ u c u u U

φ x x a i m

φ y y b j n

   


  


  

 

     Với một luồng φ  như thế công của nó được định nghĩa là:    
1 1

,
m n

i

j i j

i j

d φ d φ x x
 

 . 

     Khi đó bài toán vận tải nguyên trở thành bài toán tìm luồng φ  làm bão hòa các cung kết thúc và thực hiện 

một công lớn nhất. 

    Ngoài bài toán gốc cũng xét bài toán đối ngẫu định nghĩa như sau: 

    Quỹ là hàm   0γ u   xác định trên các cung của mạng vận tải G  sao cho  

                                                          0 0, , , 1 ,1 
i

i i j j jγ x x γ x y γ y y d i m j n       . 

     Ở đây ta có thể hiệu  γ u  là tổng số tiền trả cho tất cả các xe vận chuyển trên cung u ; mỗi xe khi chạy 

trên đoạn đường 0 0, , ,i jx x y y    thu một quỹ tổng cộng lớn hơn công i

jd  mà nó phải thực hiện. 

     Để đơn giản ta đặt  

                                                   0 , i iγ x x α , 

                                                   0,j jγ y y β , 

                                                   , i

i j jγ x y γ . 

     Khả năng của quỹ γ  được định nghĩa là 

 
1 1 1 1

m m n n
i i

i i j j j j

i i j j

c γ a α c γ b β
   

     . 

     Bài toán đặt ra là ta phải tìm γ  có khả năng nhỏ nhất. 

Bổ đề.    d φ c γ  với mọi quỹ γ  và với mọi luồng φ . 

Chứng minh.  

                             i i i i i i

j j i j j j j jd φ α φ γ φ β φ   . 

     Do đó, 

             
1 1 1 1 1 1 1 1

m n m n m n n m
i i i i i i

j j i j j j j j

i j i j i j j i

d φ d φ α φ γ φ β φ
       

          

                                          
1 1 1 1

m m n n
i i

i i j j j j

i i j j

a α c γ b β c γ
   

      . 

    Theo Bổ đề vừa trình bày thì nếu có một luồng φ  và một quỹ γ  sao cho    d φ c γ  thì φ  sẽ là luồng cần 

tìm. 

    Để việc trình bày đơn giản, ta giả thiết rằng tất cả i

jc  bằng vô cùng; khi đó tất cả i

jγ  phải bằng 0.  

    Bài toán đối ngẫu bây giờ trở thành là tìm các số 0iα   và 0jβ   sao cho  

 1,2,..., ; 1,2,...,i

i j jα β d i m j n    . 

    Cùng với bài toán gốc và bài toán đối ngẫu ta xét bài toán phụ sau đây: 

    Với mỗi quỹ γ  ta đưa vào một lưới vận tải phụ γG , nhận được từ G  bằng cách bỏ đi những cung  ,i jx y  

mà i

i j jα β d  . Bài toán đặt ra là tìm luồng lớn nhất trên mạng vậng tải γG . 



Kết quả 1. Nếu với quỹ γ  mà đồ thị γG  cho một luồng φ  làm bão hòa các cung kết thúc thì γ  là quỹ có khả 

năng nhỏ nhất còn φ  là luồng trên G  sinh ra công lớn nhất. 

Chứng minh. Hiển nhiên φ  là luồng trên mạng G và nó làm bão hòa các cung kết thúc của G .  

     Công của nó bằng  

   
1 1 1 1i

i j j

m n m n
i i

i

j i j i i j jj j

i j i jα β d

d φ d φ α β φ a α b β c γ
    

             . 

     Vậy theo Bổ đề ta suy ra φ  là luồng trên G  sinh ra công lớn nhất còn γ  là quỹ có khả năng nhỏ nhất. 

Kết quả 2. Với quỹ γ  mà mạng γG  không cho một luồng làm bão hòa các cung kết thúc của nó thì có thể 

tìm được quỹ γ  mới có    c γ c γ  . 

Chứng minh. Giả sử φ  là luồng lớn nhất không làm bão hòa các cung kết thúc của mạng γG ; theo định lý 

Ford – Fulkerson giá trị của luồng đó bằng khả năng thông qua của thiết diện 
AU    mà nó làm bão hòa. 

     Giả sử  1 2 1 2 0, ,..., , , ,..., ,r sA x x x y y y y . Do 
AU   là thiết diện có khả năng thông qua bé nhất nên nó 

không chứa cung có khả năng thông qua bằng  ; nghĩa là nếu ,i r j s   thì suy ra rằng  ,i jx y  không 

phải là cung của đồ thị γG , tức là i

i j jα β d  .  

     Hơn nữa có thể coi rằng 0iα   với mọi 1,...,i m  hoặc là 0jβ   với mọi 1,...,j n , trong trường hợp 

ngược lại đối với một cặp  ,i j  nào đó ta sẽ có 0i

j i jd α β   . 

     Chẳng hạn ta giả sử 0iα   với mọi 1,...,i m . 

     Khi đó bằng cách đặt 

                                     
,

1 ;

       neáu 

  neáu 

i

i

i

α i r
α

α i r


  
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                                và 
,

1 ;

       neáu 

  neáu 

j

j

j

β j s
β

β j s


  

 

 

     Ta sẽ chỉ ra rằng các đại lượng iα  và jβ  lập thành một quỹ γ  mới. Thật vậy, nếu i r  và j s  thì 

i

i j jα β d  , nghĩa là i

i j jα β d   . Ngoài ra, nếu i r  thì 0iα   nên 0iα  . 

     Khả năng của quỹ mới bằng 

   
1 1 1 1

m n m n

i i j j i j

i j i r j s

c γ a α b β c γ a b
     

          . 

     Từ đó:  

   
0

1 1 1 1

0
m r n m

i i j i y

i i j s i

c γ c γ a a b a φ
    

 
       

 
    , tức là khả năng của quỹ mới nhỏ hơn quỹ ban đầu. 

     

     Thuật toán tìm luồng sinh ra công lớn nhất có thể tóm tắt như sau: 

     Xuất phát từ quỹ γ  xác định bởi các điều kiện  

min ,

max

0

i

i j
j

i

j j i
i

i

j

α d

β d α

γ

 



 





 ta tìm luồng lớn nhất trên mạng γG . 

Nếu luồng đó không làm bão hòa các cung kết thúc thì ta xác định quỹ mới γ  và lặp lại tất cả các công việc 

đã làm; nếu luồng đó làm bão hòa các cung kết thúc thì nó là nghiệm của bài toán. 

      

     Nếu không giả thiết tất cả các i

jc  bằng vô cùng thì cần phải xét tới các số i

jγ  và ta luôn có thể coi rằng 

 max ;0i i

j j i jγ d α β   . 

     Như vậy ta cần xét ba tập hợp sau: 



  , | 0,i i

j j i jP i j γ d α β    , 

  , | 0,i i

j j i jQ i j γ d α β    , 

  , | 0,i i

j j i jR i j γ d α β    . 

     Cũng như ở phần trước ta xác định mạng vận tải γG  có các cung cũng là các cung của G  nhưng có các 

khả năng thông qua như sau: 

  
 : ,

i

i i j

j i j R

a a c


   ,  1,2,...,i m ; 

 ,

i

j j j

i i j R

b b c


   ,  1,2,...,j n ; 

                                                             
 

 

,

0 ,

 neáu 

   neáu 

i

ji

j

c i j P
c

i j Q R

 
 

 

. 

Kết quả 3. Nếu với quỹ γ  mà mạng vận tải γG  có luồng φ  làm bão hòa tất cả các cung kết thúc thì γ  là quỹ 

có khả năng nhỏ nhất. Ngoài ra, đối với mạng vận tải G  luồng φ  sinh ra công lớn nhất được xác định bằng 

các điều kiện sau: 
 

 

,

0 ,

 neáu 

   neáu 

i

ji

j

φ i j P Q
φ

i j R

  
 



 . 

Chứng minh.  

                             
   , ,

i i i i

j j j j

i j P Q i j R

d φ d φ d c
  

    

                                     
 1 1 ,

m n
i i i

i j j j j

i j i j R

α β φ d c
  

       

                                    
 1 1 ,

m n
i i

i i j j j j

i j i j R

α a β b d c
  

      

                                     
     

 
 1 : , 1 : , , ,

m n
i i i i i i

i j j j j j i j j j

i j i j R j i i j R i j R i j R

c γ α c β c γ c α β γ c
     

             

                                     c γ . 

    Do đó ta thu được    d φ c γ , theo Bổ đề, φ  là luồng cần tìm. 

Kết quả 4. Nếu với quỹ γ  mà γG  không có luồng φ  làm bão hòa các cung kết thúc thì có thể tìm được quỹ 

mới γ  có khả năng    c γ c γ  . 

Chứng minh. Giả sử φ  là luồng lớn nhất trên γG ; theo giả thiết nó không bão hòa các cung kết thúc. Ta xét 

tập hợp  1 2 1 2 0, ,..., , , ,..., ,r sA x x x y y y y  sao cho  
1

m

A z i

i

c U φ a



  . 

    Tương tự như trong Kết quả 2, có thể coi rằng tất cả 0iα  .  

    Bây giờ ta đặt  
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 

 

1 , , , ,

1 , , , ,

      neáu 

      neáu 

           trong caùc tröôøng hôïp coøn laïi.

i

j

i i

j j

i

j

γ i r j s i j R

γ γ i r j s i j R P

γ

    


      



 

     Trước hết ta chỉ ra rằng các số mới tạo ra ở trên xác định một quỹ nào đó; ta có 0iα  , 0jβ  , 0i

jγ  . 



     Để kiểm tra lại rằng các giá trị i i

i j j jα β γ d      vẫn còn 0  ta nghiên cứu sự biến thiên Δ  của đại lượng 

này nhờ bảng sau: 

 P  
i r  
j s  

P  
i r  
j s  

P  
i r  
j s  

P  
i r  
j s  

Q  

i r  
j s  

Q  

i r  
j s  

Q  

i r  
j s  

Q  

i r  
j s  

R  
i r  
j s  

R  
i r  
j s  

R  
i r  
j s  

R  
i r  
j s  

Δ iα  0 0 1  1  0 0 1  1  0 0 1  1  

Δ iα  0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

Δ iα  0 0 1 0 0 0 0 0 0 1  1 0 

Δ  0 1 0 0 0 1 1  0 0 0 0 0 

    Trường hợp duy nhất mà Δ 1   không gây ra nhiều trở ngại cho chúng ta bởi vì với  ,i j Q  ta có 

0i i

i j j jα β γ d     nên 0i i

i j j jα β γ d      . 

    Bây giờ ta chứng minh rằng khả năng của quỹ giảm thực sự. 

    Thật vậy, 

   

     

,

, , ,

         

         

i i i i i

i i j j j j i j j j j

i j i j i r j s i r i r i r
j s j s j s

i j R i j P i j R

c γ a α b β c γ c γ a b c c c
    

  
  

                    

             0
 

 

i

i j j i A

i r j s i r i
j s

c γ c γ a b c a c U 

  


             . 
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