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           VietNam 
         Inequality Mathematic Contest 

           2∞ 9 
 

 
ðÁP ÁN VÒNG 1 ����� 

 
BÀI  1.  Cho các số thực không âm �, �, � sao cho  1ab bc ca+ + = . Chứng minh rằng  

3 1 3 1 3 1
4

ab bc ca

a b b c c a

+ + ++ + ≥
+ + +

 

LỜI  GIẢI .  
Bất ñẳng thức ñã cho tương ñương với 

 
3 3 3

4
ab ab bc ca bc ab bc ca ca ab bc ca

a b b c c a

+ + + + + + + + ++ + ≥
+ + +  

Hay  

4 4 4
4

ab bc ca
a b c

a b b c c a
+ + + + + ≥

+ + +
 

Chú ý rằng 
���� � �� � ���� � �� � ���� � �� 	 �� � � � ����� � �� � ��� 
 3���

� �� � � � ����� � �� � ��� � � � � � � 
Nên theo bất ñẳng thức ����� 
 ������� ta có 

��
� � � � ��

� � � � ��
� � � 	 ����

���� � �� � ����
���� � �� � ����

���� � ��
� ��� � �� � ����

���� � �� � ���� � �� � ���� � �� � 1
� � � � � 

Do ñó 

4 4 4 4ab bc ca
a b c a b c

a b b c c a a b c
+ + + + + ≥ + + +

+ + + + +
 

Mặt khác, theo bất ñẳng thức �� 
 �� thì 

4
4a b c

a b c
+ + + ≥

+ +
 

Vậy ta có ñiều phải chứng minh. ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi một trong 3 biến bằng 0  và 2 biến 

còn lại bằng nhau và bằng 1. 
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BÀI  2. Cho các số thực không âm �, �, � sao cho � � � � �. Chứng minh rằng 
���

�� 
 �� � �� � ���
�� 
 �� � �� � ���

�� 
 �� � �� � �� � �� � �� 

 
LỜI  GIẢI . Bất ñẳng thức ñã cho tương ñương với 

����� � ��
�� � �� � ����� � ��

�� � �� � ����� � ��
�� � �� � �� � �� � ��

� ����� � ���
�� � �� � �� � �� � ����� � ���

�� � �� � �� � �� � ����� � ���
�� � �� � �� � ��

� �� � �� � �� � 2��� � �� � ��� 
Hay 

��� � �� � ��� ��� � ��
�� � �� � �� � ��

�� � �� � �� � ��
�� � ��� � �� � � � ���

� ��� � �� � ���  �
�� 
 �� � �� � �

�� 
 �� � �� � �
�� 
 �� � ��! � �� � � � ��� 

Theo bất ñẳng thức ����� 
 ������� thì �
�� 
 �� � �� � �

�� 
 �� � �� � �
�� 
 �� � ��

� �� � � � ���
�� � �� � �� 
 ���� � ��� � ���� � ���� � ��� � ���� 

Nên ta chỉ cần chứng minh  
�� � �� � �� � �� � �� � �� 
 ���� � ��� � ���� � ���� � ��� � ���� 

Hay 
��� � ��� � ��� 
 ��� 
 ��� 
 ��� � 0 

Bất ñẳng thức này tương ñương với  
�� 
 ���� 
 ���� 
 �� � 0 

ñúng theo ñiều kiện � � � � � ở giả thiết. 
Vậy, bài toán ñược chứng minh xong. ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi � 	 � 	 �, hoặc 1 trong 3 biến 
bằng 0 và 2 biến còn lại bằng nhau. 
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BÀI  3. Cho các số thực #, �, � sao cho #�� 	 1. Chứng minh rằng 3 
 #
�1 � #�� � 3 
 �

�1 � ��� � 3 
 �
�1 � ��� � 16

�1 � #��1 � ���1 � �� � 47
16 

LỜI  GIẢI  . Ta sẽ sử dụng bổ ñề sau 
BỔ ðỀ. Với mọi số thực  �, �, � bất kì thì � 
 �

� � � . � 
 �
� � � � � 
 �

� � � . � 
 �
� � � � � 
 �

� � � . � 
 �
� � � 	 8���

�� � ���� � ���� � �� 
 1 

Chứng minh dành cho bạn ñọc 

Trở lại bài toán. Do #�� 	 1 nên ñặt  # 	 *
+ , � 	 ,

* , � 	 +
, thì bất ñẳng thức ñược viết lại thành 

3 
 ��
-1 � ��.� � 3 
 ��

-1 � ��.� � 3 
 ��
-1 � ��.� � 16

-1 � ��. -1 � ��. -1 � ��. � 47
16 

Hay  
3�� 
 ��
�� � ��� � 3�� 
 ��

�� � ��� � 3�� 
 ��
�� � ��� � 16���

�� � ���� � ���� � �� � 47
16  

Bây giờ áp dụng bổ ñề trên với một chút phân tích biến ñổi ñơn giản, ta có 
3�� 
 ��
�� � ��� � 3�� 
 ��

�� � ��� � 3�� 
 ��
�� � ��� � 16���

�� � ���� � ���� � ��
	 3��

�� � ��� � 3��
�� � ��� � 3��

�� � ��� 
 ��
�� � ��� � ��

�� � ��� � ��
�� � ���

� 16���
�� � ���� � ���� � ��

	 3
4 / � 
 �

� � � � 1!� �  � 
 �
� � � � 1!� � -� 
 �

� � � � 1.�0

 1

4 /�� � ��� 
 �� 
 ���
�� � ��� � �� � ��� 
 �� 
 ���

�� � ��� � �� � ��� 
 �� 
 ���
�� � ��� 0

� 16���
�� � ���� � ���� � ��

	  � 
 �
� � �!� �  � 
 �

� � �!� � -� 
 �
� � �.� � 16���

�� � ���� � ���� � ��
� 3

2  � 
 �
� � � � � 
 �

� � � � � 
 �
� � �! � 3

2
	  � 
 �

� � �!� �  � 
 �
� � �!� � -� 
 �

� � �.�

� 2  � 
 �
� � � . � 
 �

� � � � � 
 �
� � � . � 
 �

� � � � � 
 �
� � � . � 
 �

� � �! � 3
2  � 
 �

� � � � � 
 �
� � � � � 
 �

� � �! � 2
� 3

2 	  � 
 �
� � � � � 
 �

� � � � � 
 �
� � �!� � 3

2  � 
 �
� � � � � 
 �

� � � � � 
 �
� � �! � 7

2
	  � 
 �

� � � � � 
 �
� � � � � 
 �

� � � � 3
4!� � 7

2 
 9
16 � 47

16. 
Vậy, bài toán ñược chứng minh xong. 
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BÀI  4. Cho các số thực phân biệt  �, �, � và số thực bất kì 2 3 40; 16. Chứng minh rằng 
��� � 2��
�� 
 ��� � ��� � 2��

�� 
 ��� � ��� � 2��
�� 
 ��� � 7

8 

LỜI GIẢI . 
 

ðặt ; ;
a b b c c a

x y z
a b b c c a

+ + += = =
− − −

 thì  

( )( )( ) ( )( )( )1 1 1 1 1 1 1x y z x y z xy yz zx+ + + = − − − ⇒ + + = −  

Ta có  

( ) ( ) ( ) 2 2 2

2 2 2

1
1 1 1

4( ) ( ) ( )

a a kb b b kc c c ka a b b c c a

a b b c c aa b b c c a

 + + + + + +     + + = + + + + + +      − − −− − −          

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

2 2 24

a b a b b c b c c a c ak

a b b c c a

 + + − + + − + + −
+ + + 

− − −  

( )( ) ( )2 2 21
1 2 3 3

4
k x y z x y z k = + + + + + + + − 

 

( )( ) ( )21 1 1
1 2 5

4 1 1
k x y z x y z k

k k
 = + + + + + + + + − − + + 

( ) ( )

2 2 21 1 4 4 4 4
1

4 1 4 11

k k k k
k x y z

k kk

 − + + − + + = + + + + + ≥   + ++     

Do ñó việc còn lại là chứng minh bất ñẳng thức  
2

24 4 7
2 8 8 7 7 ( 1)(2 1) 0

4(1 ) 8

k k
k k k k k

k

− + + ≥ ⇔ − + + ≥ + ⇔ − + ≤
+

 

Bất ñẳng thức trên hiển nhiên ñúng với 2 3 40; 16 
Vậy ta có ñiều phải chứng minh. ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2 	 1. Khi ñó ta sẽ có 

1 1

1 2
x y z

k

− −+ + = =
+

 

                                
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nếu ñề bài không cho số cụ thể 
7

8
 thì ta có thể giải bài toán bằng cách tính ñạo hàm 

( 2)
'( ) 0 02

4(1 )

k k
f k t

k

− +
= = ⇔ =

+
(nhận) 

hoặc 7 	 
2 (loại). Rồi lập bảng biến thiên với 2 3 40; 16 thì ta cũng ñược 
7

min ( )
8

.f t =
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BÀI  5. Cho �, 8,  là 3 góc của một tam giác nhọn. Tìm giá trị nhỏ nhất của 
27�9� � 97�98 � 177�9 

LỜI  GIẢI  1.  

ðặt 7�9� 	 4#, 7�98 	 :
� �, 7�9 	 � 

Chú ý rằng 7�9� � 7�98 � 7�9 	 7�9�7�987�9 nên  

4# � 5
3 � � � 	 4#. 5

3 �. � 

Hay 12# � 5� � 3� 	 20#��, �#, �, � < 0� 
Và = ñược biểu diễn theo #, �, � thành 

= 	 8# � 15� � 17� 
Do ñó 20#��=� 	 �12# � 5� � 3���8# � 15� � 17��� 
Mà theo bất ñẳng thức �� 
 �� thì  

�12# � 5� � 3���8# � 15� � 17��� � 20. >#?��:��@A . -40. >#B�?:�?CDA .� 	 32000#�� 

Suy ra  20#��=� � 32000#�� 
Hay = � 40 
Vậy EF9= 	 40, ñạt ñược khi # 	 � 	 �. Chú ý rằng 12# � 5� � 3� 	 20#�� nên 20# 	 20#�, suy 

ra # 	 � 	 � 	 1, hay 7�9� 	 4, 7�98 	 :
� , tan  	 1, tức là � 	 ���7�94, 8 	 arctan :

� ,  	
���7�91. 
 
LỜI GIẢI 2.  
Ta sẽ cố gắng ñưa bất ñẳng thức về một biến bằng kĩ thuật khảo sát hàm số 
Chú ý rằng 7�9� � 7�98 � 7�9 	 7�9�7�987�9 nên ta chuyển về dạng ñại số bằng cách ñặt 
7�9� 	 #, 7�98 	 �, 7�9 	 � thì bài toán ñược viết lại như sau 
    “Cho các số dương #, �, � sao cho # � � � � 	 #��. Tìm giá trị nhỏ nhất của = 	 2# � 9� � 17�” 

Từ ñiều kiện # � � � � 	 #��, suy ra � 	 LMN
LNO? , �#� < 1�, thay vào = ta ñược 

= 	 2# � 9� � 17�# � ��
#� 
 1  

Xét P�#� 	 2# � ?C�LMN�
LNO? , # < ?

N với � là tham số dương 

Ta có P ′�#� 	 �L@N@OQLNO?CN@O?:
�LNO?�@  trên -?

N ;  �∞. 

P ′�#� 	 0 � #R 	 1
� � >34��� � 1�

2�  

Khi qua #R thì hàm số ñổi dấu từ 
 sang � nên P�#� ñạt cực tiểu tại #R 
Từ ñó 

= 	 P�#� � 9� � P�#R� � 9� 	 S��� 
Xét 

S��� 	 9� � 19
� � 2 >34��� � 1�

�  

S′��� 	 9 
 19
�� 
 68

��>34��� � 1� 

S′��� 	 0 � �9�� 
 19�>34��� � 1� 	 68 � �R 	 5
3 

Từ ñó lập bảng biến thiên, ta thấy hàm số ñổi dấu từ 
 sang � khi ñi qua �R nên S��� ñạt cực tiểu tại 
�R và S��R� 	 40  
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Vậy = � S��� � S -:
�. � 40 

ðẳng thức xảy ra khi và chỉ khi # 	 4, � 	 :
� , � 	 1. 

NHẬN XÉT. ðây là bài toán khá hay có dạng giống với một bài toán trong kì thi TUV�V 2001: 
“ Cho các số thực dương �, �, � sao cho 21�� � 2�� � 8�� � 12. Tìm giá trị nhỏ nhất của 

= 	 1
� � 2

� � 3
� " 

nhưng với yếu tố lượng giác ñã “lược bỏ” ñi dữ kiện quan trọng của �àF 7Yá9 5 là 7�9� � 7�98 �
7�9 	 7�9�7�987�9 
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BÀI  6.  Cho các số thực không âm �, �, �. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2

1 1 1
( )

(2 ) (2 ) (2 )
P ab bc ca

a b b c c a

  = + + + +   − − − 
 

LỜI  GIẢI . Không mất tính tổng quát, giả sử min{ , , }c a b c=  thì 

2 2 2
2 2

1 1
4 4 4 (4 ) 0

(2 ) 4
b b bc c c b c

b c b
≥ ⇔ ≥ − + ⇒ − ≥

−
(ñúng); 

2 2 2
2 2

1 1
4 4 4 ( ) 0

(2 )
a a ac c c a c

c a a
≥ ⇔ ≥ − + ⇔ − ≥

−
(ñúng). 

Vì �, �, � � 0 nên �� � �� � �� � ��. Do ñó 

22 2 2 2 2

1 1 1 1

(2 ) 4 (2 ) 4 4 (2 1) 4
2 1

a
ab a b a b t tbP ab

a b b a a b b a b a t ta

b

  ≥ + + = + + = + + = + +   − − −    −   

 ,  

với 
a

t
b

=  

Xét 2

1 1
( ) ; 0

(2 1) 4 2

t t
f t t t

t t

 = + + ≠ >   −
 

2

4 2 3 2

(2 1) 4 (2 1) 1 1 2 1 1 1
'( )

(2 1) 4 (2 1) 4

t t t t
f t

t t t t

− − − − −
= + − = + −

− −
 

5 4 3 2'( ) 0 8 12 34 43 24 4 0f t t t t t t= ⇔ − − + − + =  

1

2

3

=-2,097878850

=0,2626067385

=2,515979352

t

t

t








 ( 1t  loại vì 1 0t < ) 

(dùng mày tính bỏ túi hoặc [\]^_ ñể ñược kết quả chính xác, chú ý dùng [\]^_ kiểm tra thì 
phương trình trên chỉ có 3 nghiệm). 
Từ ñó lập bảng biến thiên, ta thấy hàm số ñổi dấu từ 
 sang � khi ñi qua 7� và 7�, nhưng vì P�7�� 	
5,038581952 … , P�7�� 	 1,181220153 …  
Vậy, EF9= 	 EF9P�7� 	 P�7�� 	 1,181220153 … 

ðạt ñược khi và chỉ khi 
3

0

.

c

a b t

 =
 =

và các hoán vị. 

NHẬN XÉT. Cách chứng minh trên chính là dồn biến về biên P��, �, �� � P��, �, 0� rồi ñưa về hàm 
một biến và sử dụng kĩ thuật khảo sát hàm số. Tuy nhiên với lời giải trên chúng ta chỉ có thể giải quyết 
ñược ñược bài toán: 
      “Tìm giá trị nhỏ nhất của 

��� � �� � ���  1
�2� 
 ��� � 1

�2� 
 ��� � 1
�2� 
 ���! " 

trong phạm vi 2 3 a?
� ; 2b mà thôi. Vì thế ñây sẽ là một vần ñề mở cho các bạn tìm một lời giải mở 

rộng cho toàn trục số 2. 
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BÀI 7. Cho #, �, � là ñộ dài 3 cạnh của một tam giác có diện tích S, và các số thực bất kì , ,a b c sao 

cho 2 2 24xyz a x b y c z abc= + + + . Chứng minh rằng 
2 2 2 4 3a b c S+ + ≥  

LỜI GIẢI . Ta sẽ sử dụng các bổ ñề sau 

BỔ ðỀ 1. Với α β γ π+ + = , thì 2 2 2sin sin sin 2sin sin sin 1
2 2 2 2 2 2

α β γ α β γ+ + + =  

Chứng minh. Ta có  
2

2 2 2 21 os 1 os
sin sin sin sin 1 os os sin

2 2 2 2 2 2 2 2 2

c c
c c

α β γ α β γ α β α β γ− − + −   + + = + + = − +   
   

 

1 sin os os 1 2sin sin sin
2 2 2 2 2 2

c c
γ α β α β α β γ + −   = − − = −    

    
 

Do ñó, bổ ñề 1 ñược chứng minh. 
BỔ ðỀ 2. Với α β γ π+ + = , và các số thực bất kì , ,x y z thì  

2 2 22 cos 2 cos 2 cosyz zx xy x y zα β γ+ + ≤ + +  

BỔ ðỀ 3. Với , ,x y z là ñộ dài 3 cạnh của một tam giác có diện tích S thì  
2 2 22( ) 4 3xy yz zx x y z S+ + − − − ≥  

Bổ ñề 2 và 3 là hai bổ ñề ñã quá quen thuộc với chúng ta nên chúng tôi không chứng minh lại nữa. 
Trở lại bài toán.  
Từ giả thiết 4#�� 	 ��# � ��� � ��� � ���, ta có 

2 2 2

1
4 4 4 4

abc a b c

xyz yz xz xy
+ + + =  

Nên theo bổ ñề 1, tồn tại các góc α , β , γ  sao cho α β γ π+ + =  với sin
2 2

a

yz

α = , sin
2 2

b

zx

β = , 

sin
2 2

c

xy

λ =  

Áp dụng bổ ñề 2, ta có  

2 2 24 sin 4 sin 4 sin 2 (1 os ) 2 (1 os ) 2 (1 os )
2 2 2

yz zx xy yz c zx c xy c
α β γ α β γ+ + = − + − + −  

2 2 22( ) 2( cos cos cos ) 2( )xy yz zx yz zx xy xy yz zx x y zα β γ= + + − + + ≥ + + − − −  

Từ ñây kết hợp với bổ ñề 3 với chú ý rằng 

2 2 2 2 2 24 sin 4 sin 4 sin
2 2 2

yz zx xy a b c
α β γ+ + = + +  

Ta thu ñược 2 2 2 4 3a b c S+ + ≥  

Vậy, ta có ñiều phải chứng minh. 
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