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BAI 1.
Tim tit ca cac gia tri ctia b sao cho ton tai a d€ hé phwong trinh sau c¢é nghiém (x, y):
x—1)2+@y+1)?%=b
{y=x2+(2a+1)x+a2
Loi gidi:
Ta co:
(x—1)2+@y+1)2=>b (x—1)2+@y+1)2=b (D
{y=x2+(2a+1)x+a2 {y+a=(x+a)2+(x+a) (2)
RO rang ttr (1) ta phaicé b > 0.
Xem mdi phwong trinh cia hé 14 mot ho dwong cong v&i tham sé a, b trong mit phang toa
do6 Descartes Oxy. Tlr (1) suy ra nghiém (x, y) cia hé phai nam trén dwong tron (I, \/B) Mat
khéc, trong mit phang Oxy xét parabol (P):y = x? + x va xét vector Taf = (—a,—a),taco
phép tinh tién .‘Tm: (P) » (P)):y +a = (x+a)?+ (x + a). Hon nira, rd rang hé c6 nghiém
khi va chi khi (I) va (P}) cat nhau hoic tiép xic v&i nhau. Vay ta can xac dinh b sao cho ton
tai mot s6 thuc a dé (P;) cé diém chung véi (1).
Xét dwong thang (d):y = x, ta thdy vector chi phwong cta (d) 1a % = (1,1) nén % | v—(ﬁ.
Mic khac, (d) tiép xdc véi (P) vi phwong trinh hoanh do giao diém cta (d) va (P) la
x = x? + x, chi c6 mot nghiém duy nhat1a x = 0 nén (P)) = Tm((P)) ciing ludn ludn tiép
xtic véi (d). Hon nita, (P) thudc nira mat phang bd (d) khong chira I nén tat ca cac (P))
cling thé.
Tiép theo, khoang cach tir I dén dudng thang (d) 1a:
1-(-1
@ = I\/12(+ 1zl =2
Bay gi¢ ta xét cac kha nang cua b:

e Néuvh<+2= dp(q) thi (1,vb) s& ludn thudc nira mit phdng bo (d) khéng chira
(P;) nao c3, hon nira (I, \/E) N (d) =@ nén (I) n (P;) = @, viy nén khong ton tai a
dé hé c6 nghiém.

e Néu+/b >+/2 thi (I) sé ludn cé giao diém véi (d). Gia st giao diém d6 1a K (k, k) thé
thi (PZ,,) tiép xic véi (d) tai K (tinh chat cta phép tinh tién). Suy ra ton tai a = —k
dé hé c6 nghiém.

Viy tit cA cic giatricAntimcda b lab > 2.

BAI 2.
x2+3
3x,

DAy s&{u, )%, xac dinh boi x; = 3, %41 = .Chitng minh {x,,} h6i tu va tim lim x,,.



Loi gidi:
Tacéx; =3 > 1.Gidswx, > 1,taco:
Xps1 > 19 x2+3>3x, ©x2—3x,+3=>0(dingviA=3%2—-4-3<0)
Vay theo nguyén ly qui nap thix,, > 1véimoin = 1,2, ...
Xét ham sé:
x*+3 x 1

f="37=3%;

Ta c6 x,41 = f(x,). Hon ntra f kha vi trén (1, +00) véi x > 1 thi:
F@l= -] <2<t
F=l3-% <3

Theo dinh ly gia tri trung binh Largrange thi véi moiy > x > 1 déu ton tai ¢ € (x, y) thoa:

p0 =L o) - )l < IF @G-l <5 le -y = ale =y @ =5 <D
T dé:
|xn+1 _xnl < Q|xn - xn—ll < qzlxn—l _xn—zl << qn_llxz - xll
= |xm - xnl = |(xm - xm—l) + (xm—l - xm—z) + -t (xn+1 - xn)l
< |xm - xm—ll + |xm—1 - xm—zl + et |xn+1 - xnl
<l —xl (@' +q"++q"?)
=q"" b —xl-(T+q+ 4+ g
Do 0 < g < 1nénlimg™ = 0, viy thi Ve > 0,3IN,¥vm,n > N thi |x,, — x,,| < &. Vay theo ti€u
chuan Cauchy thi {x,} c6 gi&i han hitu han khin — co.
batlim x,, = L thi L 1a nghiém duy nhat cia phwong trinh (L) = L trén (1, +o0) tkc la:

3
Vaylimx,, = >

BAI 3.

Trén cic canh AB va BC cta tam giac ABC 14y cac diém M va N twong &ng. Chirng minh
rang bon diém A, M, N va C nam trén mot duong tron khi va chi khi giao diém cac doan
thang AN va CM nam trén doan thang di qua trwc tAm cac tam gidc ABC va BMN.

Lo gidi:



Ky hiéu I = AM N CN.Goi AA’,CC',MM’, NN' lan lwot la cAc dworng cao ctia tam gidc BAC va
tam gidc BUN. Tac6 A, C,A’,C' dong vin nén HA - HA” = HC - HC', t&c 12 Py 1cpy = Pyifan]
(& day ta dung ky hiéu [UV] dé chi dwong tron dwong kinh UV). Miat khac ta cling cé
M,N,M',N' ddng vién nén H'M - HM = H'N - H'N, tc 13 Pyyr oy = Pyrpany T hai két
luan trén ta suy ra HH' 1a truc dang phuwong cta [CM] va [AN]. Vay:

€ HH & Pricy) = Prpan < IC - IM =TA-IN < A,C,M, N dong vién
Bai toan dwgc chirng minh hoan toan.

BAI 4.
Cac s6 nguyén dwong a,b,c,d théa min diéu kién a? + ab + b? = c? + cd + d?. Chitng
minh rang a + b + ¢ + d 1a hop s6.
Loi gidi:
Tir gia thiét ta suy ra:

(a+b)?—ab=(c+d)?>—-cde (a+b+c+d)a+b—c—d)=ab—cd
Gia st ngwoc lai, p =a+ b + ¢ + d 1a s6 nguyén to. Thé thi tvab —cd = p(a+b —c — d)
ta cé:

ab—cd:ip=>ab+cla+b+c)=0(modp)= (c+a)(c+b)=0(modp)
Nhwng diéu nay la vo 1y vi p nguyén t6 va a,b,c,d >0 nén 0 <c+a,c+ b <p, suy ra
(c+a,p) = (c+ b,p) =1, vay khong thé c6 (¢ + a)(c + b) = 0 (mod p).
Viaya + b + ¢+ dlahogp sé (dpcm).



BAI 5.

Xét mot day s6 gom cac sd 0 va cac so 1. Xét cac cdp so trong day nay (khdng nhit thiét ké
nhau), trong d6 s6 bén trai la s6 1 va s6 bén phai la s6 0. Gia st trong s cac cdp nay c6 ding
M c3p ma gitra s6 1 va s 0 clia cdp nay c6 mot s6 chan cac sd va c6 dung N cdp ma gitra s6 1
va sd 0 cta cdp nay c6 mot s 1é s8. Chirng minh rang M > N.

Lo gidi:

Vi goc do khao sat cia bai toan, ta thdy néu bo mot cap s6 11 hodc 00 trong xau nhi phan
da cho thi khong c6 gi thay doi. That viy, néu ta b di cap 11 thi tt ca cac so dirng truwdec nd
khong thé tham gia vao cac cip dwoc liét ké trong M va N, con & sau no, c moi mot s6 0 thi
tao v&i sO 1 dirng tredc mot phin tir dwoc dén trong M va tao véi s6 1 dirng sau mot phan
tlr dwoc dén trong N hodc ngwoc lai (vi s6 chir s6 & giita s6 0 nay véi hai s6 1 dirng canh
nhau ludén khéc tinh chén 1¢), suy ra néu ta bo cip s6 11 4y di thi hieu M — N khong déi. Ly
luidn twong tw véi viéc bo cap s6 00. Vay ta chi can xét cac xau nhi phan khong cé hai bit
giong nhau drng canh nhau. Hon nita, s6 0 dirng dau xau va sé 1 dirng cudi xau & bai toan
nay l1a vo nghia vi né khong thé tham gia vao viéc tao nén cac cip so dwgc dém trong M va N
nén ta chi phai xét cac xau nhi phan cé dang 101010 ... 10. Nhwng ldc nay rd rang N = 0 (vi
s6 cac s6 dirng gitra mot s6 1 bat ky va mot s6 0 bat ky ludn 12 s6 chdn, do chung la
0101 ...01) nén ta hién nhién cé dpcm.



