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Đề số 3 (Hạn chót nộp bài 20/12/2009)

Bài 1. Giải hệ phương trình
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Lời giải:
Đặt [image: image5.png]a=vVx+3;b=y+2;c=vz+1



. Ta có [image: image7.png]abc=0



 và hệ thành:
[image: image9.png](=13 -25{b—c=g(c)
2 _3)341 c—a=h(a)

=m*-2°-6 {a—b:f(b)



 với [image: image11.png]gle)=(*-1%-c-25
) =(a*=3)7%—a+1

{f(b):(bz—z)sz—é




Mặt khác ta lại có : vì [image: image13.png]a,b=0



 nên [image: image15.png](b* —2)° =6 = 173



 và[image: image17.png](c*—1)*=25=2°



 nên [image: image19.png]bc >3



 . Suy ra [image: image21.png]a>+3

2 _ 43 = S
@-2 a1 {aua>m>@)’“




Ta lại có :

[image: image22.png]f'(B)=3(b*-2)2.2b-1>312V3-1>0Vb>+3

g =3(-12%2c-1>322.2V3-1>0Vc >3
2

h'(a)=3(a*-3)%2a-1> 3.(%)5.2.«5— 1> 3.(%).2.«5 > 0 Va nhi (+)




Suy ra [image: image24.png]


 đồng biến và[image: image26.png]f(2) = g(2) = h(2





Ta xét 2 trường hợp:

TH1: [image: image28.png]a=?2



: Ta có ngay [image: image30.png]c=az=2(hla) =0)



, [image: image32.png]b=c=2(glc) =0



,[image: image34.png]a=hb=2(f(b) =0)



. Suy ra [image: image36.png]a=hb>c=a



 (Vô lý)
TH2: [image: image38.png]a=<?2



: lập luận tương tự ta cũng có điều vô lý.

Vậy [image: image40.png]


 suy ra[image: image42.png]c=a+h(a) =

o

c+glc)=2



 nên [image: image44.png]



Suy ra [image: image46.png](x,v,2z) =(1,2,3)



. Thử lại thấy đúng.
Bài 2.  Đa thức P(x) bậc n với hệ số thực có n nghiệm thực phân biệt. Hỏi P(x) có thể có nhiều nhất bao nhiêu hệ số bằng 0?
Lời giải:
Ta gọi [image: image48.png]S(n)



 là số hệ số bằng 0 nhiều nhất mà 1 đa thức hệ số thực bậc n với n nghiệm thực phân biệt có thể có, [image: image50.png]T(P)



 (P là 1 đa thức) là số hệ số bằng 0 của P

Ta có một số tính chất sau:

(i) [image: image52.png]


 (do [image: image54.png]s(1)=1



 và xét đa thức [image: image56.png]P(x)=x



 có 1 hệ số bằng 0)
(ii) [image: image58.png]


 (do mọi đa thức [image: image60.png]P(x

ax® +bx+c(a#0)



không thể có [image: image62.png]


 và có 2 nghiệm phân biệt

(iii) Nếu đa thức [image: image64.png]P(x)



 bậc 1 có [image: image66.png]T(P)=1



 thì [image: image68.png]P(0) =0




(iv) Giả sử [image: image70.png]P(x) =X",ax'



  thì [image: image72.png]P'(x) =X ia,x""?



. Nên nếu [image: image74.png]T(P)=k



 thì [image: image76.png]T(P)=k



 hoặc bằng [image: image78.png]


. [image: image80.png]T(P)=k—-1e P(O)




.

Ta tìm [image: image82.png]S(n)



 thông qua quy nạp theo [image: image84.png]


:
Qua (i), (ii), (iii) ta kiểm chứng được giả thiết quy nạp

Giả sử ta có [image: image86.png]Vk=TN
Néu degP =2k —1vaT(P) =k thiP(0) =0



. 
Ta sẽ CM [image: image88.png]SN +2)=N+1(=%)

{ S@N+1)=N+1(*)
N

/éu degP = 2N + 1 vaT(P) = N + 1 thi P(0) = 0(===)




_Thật vậy, bắt đầu với (*) và (***): Xét đa thức P thỏa [image: image90.png]


có [image: image92.png]2N +1



 nghiệm thực phân biệt. Ta có [image: image94.png]p'



 là 1 đa thức bậc [image: image96.png]2N



 có [image: image98.png]2N



 nghiệm thực phân biệt (Giữa 2 nghiệm của [image: image100.png]


 luôn có 1 nghiệm của [image: image102.png]p'



 theo định lý Rolle). Nên ta có [image: image104.png]T(P)=T(P)+1=<S(2N)+1=N+1



. Để dấu bằng xảy ra thì theo (iv) [image: image106.png]P(0)=0



 
Ta kiểm chứng được sự tồn tại của dấu bằng qua đa thức:

 [image: image108.png]Plx) =x(x*—-1)(x*-2)..(x* = N)



 Vậy [image: image110.png]S2N+1)=N+1





_Ta tiếp tục với (**): Xét đa thức P thỏa [image: image112.png]


có [image: image114.png]2N +2



 nghiệm thực phân biệt. Ta có [image: image116.png]p'



 là 1 đa thức bậc [image: image118.png]2N +1



 có [image: image120.png]2N +1



nghiệm thực phân biệt

Ta có [image: image122.png]T(P)=T(P)+1<S(2N)+1=N+2



. Giả sử tồn tại đa thức [image: image124.png]


như vậy có [image: image126.png]T(P)=N+2



. Suy ra [image: image128.png]{ PlO)=0
T(P)=N+1nénP'(0) =0



 suy ra P có nghiệm kép là 0 (Loại !). 
Vậy suy ra [image: image130.png]T(P)=N+1



. Ta kiểm chứng được sự tồn tại của dấu bằng qua đa thức:

 [image: image132.png]Px)=(x*—1(x*-2) . (x* =N (x*-N-1)



 Vậy [image: image134.png]S2N+2)=N+1





Vậy ta suy ra [image: image136.png]S2n+1)=n+1



 và [image: image138.png]S2n+2)=n+1



 với mọi [image: image140.png]neN




Hay số hệ số bằng 0 nhiều nhất mà một đa thức hệ số thực bậc n với n nghiệm phân biệt có thể có là [image: image142.png]



Bài 3. Đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh AB và AC tại các điểm D và E tương ứng. Gọi P là một điểm bất kỳ trên cung lớn DE của đường tròn (I), F – là điểm đối xứng với A qua đường thẳng DP và M là trung điểm đoạn DE. Chứng minh rằng góc FMP vuông.
Lời giải:
[image: image143.png]



M là trung điểm DE cũng là giao điểm của DE và IA vì AD, AE là tiếp tuyến của (I)
Mặt khác, [image: image145.png]£ADF = 360° — 2,ADP

60° — 2(90° + 2IDP) = 180° — 22IDP = £DIP(*)



 mà tam giác DAF và tam giác IDP cân tại D và I nên theo (*) ta có ngay chúng đồng dạng. Suy ra [image: image147.png]£FAD = 2IDP




Ta có [image: image149.png]£FDM = £FDB + +BDM = 2/FAD + +DAM + «DMA



 (Vì tam giác DAF cân tại D)
[image: image150.png]24IDP + £DAM +90° = £IAD + £ADI + 2IDP + 2IDP




[image: image151.png]ZAIx + £PIx ZMIP (1)




Mặt khác, ta có [image: image153.png]= sinZDAM = cos £AID ;

o
oF  pa =

— = sinzIDM = cos LAID



.Suy ra
[image: image154.png]bm 1M
DF _ IP

@




Từ (1) và (2) ta có ngay tam giác DMF và tam giác IMP đồng dạng (c-g-c) suy ra

 [image: image156.png]£DM.

2ZIMP



 nên [image: image158.png]£FMP = £FMI + £IMP = £FMI + 2DM.,

2DM,

90°




Vậy góc FMP vuông.

Bài 4. Tìm tất cả các cặp số nguyên dương (m, n) sao cho 


[image: image159.wmf]n
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là một số nguyên.
Lời giải:
Đặt [image: image161.png]m7+n”
Tm_gn




 

Dễ thấy [image: image163.png].

o



 với mọi [image: image165.png]


 nguyên dương nên suy ra [image: image167.png]7m —3n



 chẵn nên để A nguyên thì [image: image169.png]


 cùng tính chẵn lẻ. Ta xét 2 TH

TH1: [image: image171.png]


 lẻ, ta có được[image: image173.png](—1) (mod 4)



 và  [image: image175.png]m—-1)(m+1)




 nên [image: image177.png]m* = 1 (mod 4)



. CMTT, ta có [image: image179.png]1 (mod 4)



. Suy ra [image: image181.png]



(Loại vì tử không chia hết cho 4 và mẫu chia hết cho 4

TH2: [image: image183.png]


 cùng chẵn, ta có [image: image185.png]7" =3" =1 (mod 8)



 nên để [image: image187.png]


 nguyên thì [image: image189.png]


 mà [image: image191.png]


 do [image: image193.png]


 chẵn nên [image: image195.png]


 Vậy [image: image197.png]


 ([image: image199.png]


 nguyên dương)
[image: image200.png]16(a* + b°)
e g




Do [image: image202.png]


 nguyên và A khác 0 nên [image: image204.png]4l =1



. Suy ra [image: image206.png]16(at+e7)

16(a*+p7)
i 21— e

| 272 -9
Tarobraigh| =




Mặt khác, [image: image208.png]


 là số nguyên chẵn và [image: image210.png]7% = 9*



nên [image: image212.png][7¢ —9%| =2



. 

Suy ra [image: image214.png]16(a* + b*) = 2(79 +9%) = 2(7* + 77)




Đặt [image: image216.png]


, ta có :
[image: image217.png]16¢* +16¢* = 16(a* + b*) = 2(7% +7°) = 2.7°(%)




Ta CM [image: image219.png]2.7 = 16¢c* + 16c° Ve =4,c €N



 bằng quy nạp. 

_Dễ dàng kiểm chứng mệnh đề đúng khi [image: image221.png]



_Giả sử mệnh đề đúng khi [image: image223.png]


, ta sẽ CM mệnh đề đúng khi [image: image225.png]c=N+1



. Thật vậy :
[image: image226.png]2.7% = 16N* + 16N*




[image: image227.png]- 2.7 = 7(16N* + 16 N?)




[image: image228.png]=27V _16(N+ 1)*+16(N+ 1) = 16(IN*+ N = (N +1)* — (N + 1)9)




[image: image229.png]=27V _16(N+1)*+16(N+ 1) = 16(N*(N—4)+ N(N®* —6) + N*—2+3N*) =0




(Đúng do [image: image231.png]



_Vậy [image: image233.png]2.7 = 16¢* + 16¢° Ve =5,c €N




Từ (*) ta suy ra [image: image235.png]1<=c=<3—-1<qab=3



. Thử các giá trị của bộ [image: image237.png](a, b)



 với [image: image239.png]


, ta nhận [image: image241.png](a,b) = (1,1)




Thử lại, ta nhận [image: image243.png]



Bài 5. Sau khi khai trương được đúng 10 ngày, một nhân viên thư viện cho biết :


1) Mỗi ngày có đúng 8 người đến đọc sách ;


2) Không có người nào đến thư viện 1 ngày quá 1 lần ;


3) Trong hai ngày bất kỳ của 10 ngày đó thì có ít nhất là 15 người khác nhau cùng đến thư viện.


Căn cứ đồng thời cả 3 điều kiện mà nhân viên thư viện cung cấp hãy cho biết số người tối thiểu đã đến thư viện trong 10 ngày nói trên là bao nhiêu ?

Lời giải:
Đầu tiên ta chuyển bài toán về ngôn ngữ tập hợp. Vì điều kiện (2) nên ta có thể gôi [image: image245.png]


là tập những người đến thư viện vào ngày thứ [image: image247.png]


 ([image: image249.png]


). Theo (1) và (3) ta có
i. [image: image251.png]



ii. [image: image253.png]|4, u4|215 &[4, N4 1vi=]




Tìm [image: image255.png]


min [image: image257.png]



Ta giải quyết bài toán tổng quát như sau :

Cho [image: image259.png]2n + 2



 tập [image: image261.png]


) thỏa mãn tính chất sau :

i. [image: image263.png]



ii. [image: image265.png][4,u4|z15 o |4, n4]=1




Tìm [image: image267.png]Xor o



min [image: image269.png]



Ta giải quyết bài toán tổng quát bằng truy hồi :

Do số cách lập 2n+2 phần tử trên là hữu hạn (nói cách khác là có hữu hạn các sơ đồ Ven) nên tồn tại cách lập sao cho [image: image271.png]


 là nhỏ nhất

Xét trường hợp mà [image: image273.png]


là nhỏ nhất.
TH1 : Nếu [image: image275.png]|4, n4;|=1



 với mọi [image: image277.png]i #j



, ta gọi [image: image279.png](T =A,NA,



. Vì [image: image281.png]Vi =3



, [image: image283.png]|4, nA4,|

1



, [image: image285.png]4. N A,|




 nên [image: image287.png]TEAVIi=T,2n+2




 Trong TH này, [image: image289.png]lUZ2A =1+ (0Cn+2)(2n—-1)



 (Hình 1)
TH2 :  Nếu tồn tại [image: image291.png]i #j



 sao cho [image: image293.png]|4, n4;l=0



, không mất tính tổng quát, ta giả sử [image: image295.png]4, nA,]





Xét Hình 2: Các tập [image: image297.png]A(i=3)



 không giao với nhau và có phần giao với [image: image299.png]A, vaA,



 đôi một khác nhau.

[image: image301.png]|[UZf2A | =22n+2n.2n —2) =4n°* <1+ (2n — 1)(2n + 2)



 Vậy trường hợp 1, [image: image303.png]


 chưa là nhỏ nhất. Ta loại TH1 và chỉ xét tiếp TH2

Ta sẽ CM [image: image305.png]Aac A, ,bEA,



 mà [image: image307.png]


. Thật vậy, giả sử tồn tại a,b như thế, ta xét [image: image309.png]AL = (4, \ {a)) U {b)



, ta thấy bộ [image: image311.png](B,,B,,....,B>, .») = (A} A, ..



 là một bộ thỏa yêu cầu đề bài có [image: image313.png]


=[image: image315.png]lUZF2A | —1 < |UZ2A |



 (Vô lý vì bộ [image: image317.png]


 có [image: image319.png]


nhỏ nhất)
Vậy [image: image321.png]Aac A, ,bEA,



 mà [image: image323.png]


.Vậy, không mất tính tổng quát, ta giả sử 

[image: image325.png]Va €A, 3 i:

cNA; ={a}



 
Mặt khác, ta CM  [image: image327.png]


 .Thật vậy, giả sử [image: image329.png]A, NA,=0,{a) =4, N4,



 . Vì [image: image331.png]A,NA, =0



 và ngoài [image: image333.png]A A,



 ra còn có 2n tập nữa, số phần tử của [image: image335.png]


 cũng là [image: image337.png]2n



 nên suy ra [image: image339.png]3b €A,



mà [image: image341.png](b}nA =0Vi





Xét [image: image343.png]A, = (A, \{bH U {a)



, thì bộ sau [image: image345.png](B,,B,, ..., B>, .») = (A, AL, ..



 là một bộ thỏa yêu cầu đề bài có [image: image347.png]


=[image: image349.png]lUZF2A | —1 < |UZ2A |



 (Vô lý vì bộ [image: image351.png]


 có [image: image353.png]


nhỏ nhất)

Vậy [image: image355.png]


 
Tiếp theo, ta xét bộ gồm 2n tập hợp [image: image357.png]B(i =1;2n);|B| = 2n -2



 được xác định như sau :

[image: image358.png]AN[A N (4, U 4]




Ta có [image: image360.png][B,nB|=1vi=j



. Suy ra [image: image362.png]


 
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi [image: image364.png]Va €A, 3 i:

cNA, ={a},Vbe A, 3li:

cNA, ={b}



 (Giống Hình 2 nhưng [image: image366.png]


 có thể có giao với nhau)

Khi ấy, ta có [image: image368.png]+2.2n



 (Vì phải thêm vào 2.2n phần tử của 2 tập [image: image370.png]A, A,



)
Áp dụng:
 Ta có [image: image372.png]X.o=2X,+28

2.(2+4+6+78)



 Vì trong TH có 4 tập, mỗi tập 2 phần tử thì [image: image374.png]2.4



 (Hình 3)

Lời giải đáp án


Gọi xi là số người đến đọc sách được i ngày (i = 1, 2, …, K) và K ( 10. Gọi n là số người đã đến thư viện trong 10 ngày đó thì ta có: 


n = x1 + x2 + … + xK

(1)


80 = x1 + 2x2 + …. + KxK

(2)

Gọi y là số cách chọn 2 ngày sao cho không có người nào đến thư viện quá 1 lần trong hai ngày đó.

Vì trong 2 ngày bất kỳ của 10 ngày có ít nhất là 15 người khác nhau cùng đến thư viện, nên trong hai ngày bất kỳ của 10 ngày đó có không quá 1 người đến thư viện trong cả hai ngày đó.

Nên ta có:  
[image: image375.wmf])
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Nhận xét rằng :   
[image: image376.wmf]0
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Lấy (1) trừ (2/3) x (2) cộng (1/3) x (3) ta có 



[image: image377.wmf].
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Vậy số người tối thiểu đi đến thư viện trong 10 ngày là 39. Bảng số liệu dưới đây cho thấy giá trị này có thể đạt được (Ai là tập hợp chỉ số của những người đến thư viện vào ngày thứ i).

A1 = {1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}; A2 = {1, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16}, 

A3 = {1, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23} ; A4 = {2, 3, 10, 17, 24, 25, 26, 27}

A5 = {2, 4, 11, 18, 28, 29, 30, 31} ; A6 = {2, 5, 12, 19, 32, 33, 34, 35}  

A7 = {6, 13, 20, 32, 28, 24, 36, 37}, A8 = {7, 14, 21, 33, 29, 39, 26, 38}

A9 = {8, 15, 22, 34, 30, 39, 25, 36}, A10 = {9, 16, 23, 35, 31, 27, 38, 37}
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